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Y  o  r  w  o  r  t. 


In  dem  vorliegendeu  Lehrbuche  habe  ich  es  unternommen^ 
die  allgemeine  Theorie  der  Diflferentialgleichungsysteme  mit 
einer  unabhängigen  Variabein  und  insbesondere  der  alge- 
braischen im  Zusammenhange  zu  entwickeln^  wobei  ich  mich 
bestrebt  habe,  nur  die  Kenntniss  der  Elemente  der  Diffe- 
rentialrechnung vorauszusetzen  und  die  Integralrechnung  oder 
vielmehr  die  Theorie  der  Quadraturen  wenigstens  in  all- 
gemeinen Umrissen  als  einfachsten  Fall  des  Problems  der 
Integration  von  Differentialgleichungen  darzustellen.  Auf  eine 
Behandlung  specieller  Differentialgleichungen,  deren  Integrale 
durch  verschiedene  analytische  Kunstgriffe  sich  herleiten  lassen, 
brauchte  ich  um  so  weniger  einzugehen,  als  grade  in  der 
letzten  Zeit  einige  recht  gute  Beispielsammlungen  solcher  Diffe- 
rentialgleichungen, wie  z.  B.  die  von  Forsyth  erschienen  sind. 

Die  Darlegung  der  allgemeinen  Theorie  der  Differential- 
gleichungsysteme beruht  wesentlich  auf  functionentheoretischen 
Betrachtungen  und  stützt  sich  ganz  und  gar  auf  die  funda- 
mentalen Untersuchungen  von  Jacohi,  Weierstrass,  Briot  und 
Bouquet^  und  Fmhs,  welche  hauptsächlich  in  den  folgenden 
Schriften  niedergelegt  sind: 

Jacöbi:    1)  De  investigando  ordine   systematis  differen- 
tialium  vulgarium  cuiuscunque. 

(Borchardts  Journal  B.  64.) 
und  2)  De  aequationum  differentialium  systemate  non 
normali  ad  formam  normalem  revocanda. 

(Vorl.  über  Dynamik.) 

Weierstrass:   Zur  Theorie  der  analytischen  Pacultäten. 

(Crelle's  Journ.  B.  51.) 

Briot  et  Bouquet:   Etüde   des   fonctions    d'une  variable 

imaginaire.  (Journal  de  Tecole  polyt.  cah.  36.) 

a* 


I V  Vorwort, 

Fuchs:  VjVlx  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen 
mit  veränderlichen  Coefficienten.     (Borchardt's  Jonm.  B.  66.) 

Ausfi^erdem  soll  noch  eine  Reihe  von  Arbeiten  angef&hrt 
werden,  welche  neben  den  eben  erwähnten  Schriften  und 
den  ausgezeichneten  Vorlesungen  über  Integralrechnung  von 
(Jamille  Jordcm  bei  der  Behandlung  einzelner  Probleme  be- 
nutzt worden  sind,  während  bekannte,  längst  in  Lehrbücher 
übergegangene  Einzelheiten  nicht  besonders  hervorgehoben 
zu  werden  brauchen;  diese  sind: 

Jacdbi^  Vorlesungen  über  Dynamik. 

Jacobi:  De  integratione  aequationis  differentialis 

{Ä  +  ÄX  +  Ä'y)  {xdy  -  ydx)  —  {B  +  B'x  +  J3»  dy 

+  {G+C'x  +  C''y)dx^O, 

(Crelle's  Joum.  B.  24) 

Abel:  Memoire  sur  une  propriete  generale  d'une  classe 
trös  ntendue  de  fonctions  transcendantes. 

(Oeuvres  compl.  1. 1.) 

Kumfner:  Note  sur  l'integration  de  Tequation 

par  dos  intograles  definies. 

(Crelle's  Journ.  B.  19.) 

//.  Voincarc:  Note  sur  les  proprietes  des  fonctions  definies 
par  los  equatious  differentielles. 

(Journ.  de  Tecole  polyt.  cah.  45.) 

E.  Picard:   Sur   la  forme   des  integrales  des  equations 

vlillörentielles  du  secoud  ordre  dans  le  voisinage  de  certains 

poiuts  oritiqucs. 

(Comptes  rendus  LXXXVII.) 

Thonw:  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 

(Borchardt's  Journ.  B.  74,  75.) 

//(iwiitoy;cr:  Bemerkung  über  die  Form  der  Integrale  der 

linearen    Differentialgleichungen   mit   veränderlichen    Coeffi- 

oieutoM, 

(Borehardt's  Joum.  B.  76.) 


Vorwort.  V 

Frobenius:  Begriff  der  Irreductibilität  in  der  Theorie  dei- 
linearen  Differentialgleichungen. 

(Borchardt's  Journ.  B.  76.) 

Frohenius:  üeber  algebraisch  integrirbare  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen. 

(Borchardt's  Journ.  B.  80.) 

Tannery:  Proprietes  des  integrales  des  equations  diffe- 
rentielles  lineaires  ä  coefficients  variables. 

(Ann.  de  l'ecole  norm.  Ser.  II.  t,  4.) 

Appell:  Memoire  sur  les  equations  differentielles  lineaires. 

(Ann.  de  l'ecole  norm.  Ser.  IL  t.  10.) 

Sauvage:  Sur  les  proprietes  des  fonctions  definies  par  un 
Systeme  d'equations  differentielles  etc. 

(Ann.  de  Vecole  norm.  Ser.  IL  1. 11.) 

Sauvage:  Sur  les  integrales  regulieres  d*une  Systeme 
d'equations  differentielles. 

(Ann.  de  Fecole  norm.  Ser.  III.  t.  3.) 

Bruns:  üeber  die  Integrale  des  Vielkorperproblems. 

(Acta  mathem.  XL  1.) 

Kohler:  üeber  die  Form  der  logarithmischen  Integrale 
einer  linearen  nicht  homogenen  Differentialgleichung. 

(Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  XXXIII.  4.) 

Die  Gesichtspunkte,  die  mich  bei  der  methodischen  Dar- 
stellung dieser  Theorie  geleitet  haben,  werden  am  deutlichsten 
aus  der  folgenden  ausführlichen  Inhaltsangabe  erkennbar  sein. 

Der  Verfasser. 
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AUgemeine  Eigenschaften 
Yon  Systemen  algebraischer  Differentialgleichungen. 


I.  Rednction  eines  allgemeinen  algebraischen 
Differentialgleichnngsystems  anf  ein  solches  erster  Ordnung. 

1.  Man  nennt  eine  algebraische  Differentüägleichung  m*®' 
Ordnung  mit  der  unabhängigen  Variabein  x  und  der  ab- 
hängigen Variabein  £f  jede  algebraische  Gleichung  zwischen 
X,  0  und  den  Ableitungen  von  0  bis  zur  m^^  Ordnung,  also 
jede  Gleichung  der  Form 


(1) 


f(x,  e, 


dz     d'z 
dx'  dx* ' 


in  welcher  F  eine  ganze  Function  der  eingeschlossenen  Grössen 
bedeutet,  und  ein  System  algebraischer  Differentialgleichungen 
mit  der  unabhängigen  Variabein  x  und  den  abhängigen  Va- 
riabein g^y  029 '  *  •  ^n  die  Zusammenstellung  von  n  algebraisch 
von  einander  unabhängigen  Gleichungen  der  Form 


(2) 


1=0 


"ET    I  dZ^ 

^2  1^,^1,;^, 


/\ 


z. 


dz. 


a    z, 


i 


dz 


dcd 


Ml'  ^*  dx' 


dx 


^. 


•"0ny 


n 


/» 


n 


dx 


•  •  k 


d/» 


=0 


TP  I  dz.  d"'», 

\  ^^  dx 


0 


dz. 


a  z, 


2 


dz 


n 


i^'z 


n 


n'    ^'  dx'' 


dx  ^ 


^^        dx" 


0. 


worin  JP\,  i^g;  •••  ^n  ganze  Functionen  der  eingeschlossenen 
Grössen  sind. 

Koenigsberger,   Lehrbuch.  1 


k 


2  Erstes  Kapitel. 

Eine  der  wesentlichsten  Aufgaben  der  Integralrechnung 
besteht  nun  darin,  aus  einem  Systeme  von  n  Differential- 
gleichungen die  n  abhängigen  Variabein  als  Functionen  der 
unabhängigen  Yariabeln  auszudrücken  oder  zu  charakterisiren^ 
oder^  wie  man  zu  sagen  pflegt,  die  Differentialgleichungen  m 
integriren. 

2»  Um  zunächst  eine  einheitlichere  Form  für  die  ver- 
schiedenen Arten  von  Systemen  algebraischer  Differential- 
gleichungen herzustellen,  bezeichne  man  die  grosste  der  Zahlen 

A«,  fta, Va       mit     w«, 

und  ersetze  mit  Einführung  neuer  abhängiger  Variabein  das 
System  (2)  durch  das  folgende,  worin  |,  iy,  .  .  .  -ö*  statt 
^1?  ^2?  •  .  •  ^«  gesetzt  sind, 

dx~^^'dx     ""^2; ax        —  5m,-i 

^  _             ^      _  ^^-2      _ 

dx"'^^'     dx       ~^2' dX  —'^'"--1 


(3) 


d-ö-  d&i  ^^»»«-2 

da;         ^1^    dx        ^2;  ^a;  *"»" 


1 


-^l\^;  S;ll,  —  5m,-l,  — f^» '^;  '&•„•.• -O-^^-i,         ,^      /  =  0 


mit  der  unabhängigen  Variabein  x  und  den  mj^-{'m2'i [-nin 

abhängigen  Variabein 

Da  aber  in  dem  nunmehr  erhaltenen  Systeme  von 

^1  +  »^2  H h  w„ 

Differentialgleichungen  nur  die  ersten  Ableitungen  der  ab- 
hängigen Variabein  vorkommen,  und  solche  Differential- 
gleichungen von  der  ersten  Ordnung  genannt  werden,  so  folgt 
zunächst, 

dass  jedes  System  von  algebraischen  Differentialgleichungen 
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ersetzt  werden  hmn  durch  ein  System  eben  solcher  Differential- 
gleidiungen  erster  Ordnung. 

3.  Wir  können  jedoch  dem  Systeme  (3)  noch  symme- 
trischere Formen  geben.  Da  wir  nämlich  die  Gleichungen 
(2),  also  auch  die  n  letzten  Gleichungen  des  Systemes  (3) 
als  algebraisch  von  einander  unabhängig  voraussetzten^  so 
wird  man  im  Allgemeinen,  von  gleich  näher  zu  erörternden 
Ausnahmefällen  abgesehen,  aus  den  letzten  n  Gleichungen 
des  Systemes  (3)  nmal  je  n  —  1  ^er  Ableitungen 


(a) 


d^rn,-l       d^m^-l 


dO' 


OT„— 1 


dx     ^       dx      '  dx 

eliminiren,  und  somit  das  System  (3)  ersetzen  können  durch: 

dx        ^^ '    da;  ~  ^2;  •  •  •       ^\^       —  ^m,-i 


d»  ^       d&,  ^  ^^^n-2  ^ 


(4){ 


9l 


9^2 


worin  9>i,  9>2,  -..fP«  ganze  Functionen  der  eingeschlossenen 
Grossen  bedeuten. 

Da  jedoch  nicht  in  allen  Gleichungen  (2)  die  höchsten 
Differentialquotienten  aller  abhängigen  Variabeln  vorkommen 
mussten,  so  konnte  der  eben  angegebene  algebraische  Elimi- 
nationsprocess  dadurch  unausführbar  werden,  dass  sich  im 
Laufe  desselben  eine  von  den  Ableitungen  (a)  völlig  freie 
ganze  Beziehung  von  der  Form  ergäbe 

man  greife  in  diesem  Falle  eine  der   in  (5)  vorkommenden 

Grössen  z.  B.  &r  heraus,  und  eliminire  zunächst  d'r  zwischen 

1* 


(6) 
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dieser  Gleichung  und  w  -—  1  der  letzten  n  Gleichungen  des 
Systemes  (3),  so  dass  sich  die  Beziehungen 

ergeben,  in  denen  Oi, .  . .  ffnr-i  wiederum  ganze  Functionen  be- 


dd' 


r— 1 


deuten;  ersetzt  man  ferner  die  Gleichung  —-j —  =  d'r    des 
Systemes  (3)  nach  (5)  durch 

und  beachtet,  dass   sich   durch   Diflferentiation   von   (5)   mit 
Hülfe  von  (3) 

oder  durch  Elimination  von  d'r  zwischen  (5)  und  (8) 

(da  ^^m  — 1\ 

ergiebt,  so  liefert  die  Zusammenstellung  der  Gleichungen 


> 


^a;  ~  ^1 '  da;  """  ^2;  •  •  •      rf^;  ^"^^""^ 


(10) 


di  =  ^^'"'-d^=^'-''-^d^  =  ^''^''"'~d^ ^'^n-l 


ön-l\^^J,il,---Sm,-l,-J^,---'9','Ö'i,-..'9'r_i,'9'H-l/  =  0 
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ein  System  von  m^  +  w^  -) 1-  m„  —  1  DiflFerentialgleichungen 

erster  Ordnung  in  den  »»^  +  m^  +  *  *  *  +  *»*n  —  1  abhängigen 
Variabein 

welches  mit  der  algebraischen  Beziehung  (5)  zusammen  dem 
Systeme  (4)  insofern  äquivalent  ist;  dass  sämmtliche  Func- 
tionalbeziehungen^  welche  (4)  genügen,  auch  (10)  befriedigen. 
Wendet  man  nun  wiederum  auf  das  System  (10)  den  oben 
angegebenen  Eliminationsprocess  an^  so  wird  man  entweder 
wieder  zu  einem  System  von  m^  +  ^2  +  *  * '  +  ^«  —  1  Diffe- 
rentialgleichuDgen  gelangen,  in  welchem  jede  Differential- 
gleichung nur  einen  Differentialquotienten  erster  Ordnung 
enthält,  oder  man  wird  zu  einer  algebraischen  Relation 
zwischen  den  abhängigen  Yariabeln  selbst  geführt,  die  dann 
wiederum  die  Zahl  der  das  System  bildenden  Differential- 
gleichungen um  eine  Einheit  zu  erniedrigen  gestattet.  Fahren 
wir  in  diesen  Schlüssen  fort,  so  gelangen  wir  entweder  zu 
einer  Zusammenstellung  von  Gleichungen,  die  aus  algebraischen 
Beziehungen  zwischen  den  abhängigen  Yariabeln  und  aus  einem 
Systeme  algebraischer  Differentialgleichungen,  welche  nur  je 
einen  Differentialquotienten  erster  Ordnung  einer  abhängigen 
Yariabeln  enthalten,  zusammengesetzt  ist,  oder  das  gesammte 
Differentialgleichungsystem  (3)  ist  durch  rationale  algebraische 
und  Differentiations-Processe  in  ein  algebraisches  Gleichung- 
system transformirbar.  Da  wir  diesen  letzteren  Fall  selbst- 
verständlich von  unserer  Betrachtung  ausschliessen  können,  so 
erhalten  wir,  wenn  wir  von  nun  an  ein  System  von  m  alge- 
braischen Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  von  denen  jede 
nur  den  ersten  Differentialqu^tienten  einer  der  m  abhängigen 
Variabein  enthält  j  emBifferentialgleichungsystem  m*®'  Klasse 
nennen,  den  nachfolgenden  Satz  von  der  Beduction  eines  Differen- 
tialgleichungsystems auf  die  JacohV sehe  Form: 

Jedes  System  von  n  algebraischen  Differentialgleichungen 
beliebiger  Ordnung  in  einer  unabhängigen  und  n  abhängigen 
Variabdn  lässt  sich  in  ein  algebraisches  Differentiaigleichung- 
system  m**'  Klasse  von  der  Form 
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(11) 


/i(^,  3/1;  y2,--ym,  Jf)  =  o 


transformiren,  in  welchem  /i,  i^2>  •  •  •  ^»  ganze  Functionen  der 
eingeschlossenen  Grössen  bedeuten. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dasS;  wenn  man  die  erste 
der  Gleichungen  (11)  m  —  2  mal  nacheinander  differentiirt, 
man  durch  Benutzung  der  anderen  Gleichungen  (11)  m  —  1 
in  y^,  Vz}  *  *  •Vm  algebraische  Gleichungen  erhält,  die  ausser- 
dem noch 


'1^    dx^    dx^^ 


dod 


m— 1 


enthalten,  und  es  folgt  somit, 

dass  sich  sämmtliche  Elemente  des  Functionalsystems  yi^y^j 
...ymy  deren  Existenz  später  ertoiesen  wird,  im  Allgemeinen*) 
algebraisch  durch  eines  derselben  und  dessen  Ableitungen  aus- 
drücken lassen. 

4.  Da  uns  im  Folgenden  häufig  die  Untersuchung  einer 
algebraischen  DifiPerentialgleichung  höherer  Ordnung 


(12) 


f(x   z  —  ...-^-^Wo 
^V'  ^^  dx^      dx^J 


beschäftigen  wird,  so  mag  bemerkt  werden,  dass  dieselbe 
nach  den  eben  angegebenen  Transformationen  durch  das 
DififerentialgleichuDgsystem  w*®'  Klasse 

dyn-2 


(13) 


dx   y^'  dx    ^2, 


zu  ersetzen  sein  wird. 


Vn^l: 


dx 

dyn- 
dx 


0-0 


*)  Der  Satz  erleidet  eine  Ausnahme,  wenn  die  DifiPerentialgleich- 
ungen  nicht  von  einander  unabhängig  sind,  ein  Fall,  der  später  zur 
Erledigung  kommt. 


(2) 
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II.    Anfstellnng  der  Normalform   eines  algebraischen 
Differentialgleiehnngsystems  m^''  Klasse. 

!•  Die  vorher  gefundenen  reducirten  Formen  eines  jeden 
Systems  von  algebraischen  Differentialgleichungen  beliebiger 
Ordnung  lassen  sich  nun  mit  Hülfe  eines  von  Abel  in  die 
Anal jsis  eingeführten  Princips  auf  eine  für  die  weiteren  Unter- 
suchungen fundamentale  Form  bringen. 

Setzen  wir  nämlich  der  Kürze  halber 

^^^  dx  ~  -^1'  dx        ^^y'"  dx  ~  ^"»' 

und  bringen  die  Gleichungen  I.  (11)  in  die  Form 


von  denen  wir  offenbar  ohne  Einschränkung  des  ursprüng- 
lichen Problems  annehmen  dürfen^  dass  weder  eine  dieser 
Gleichungen  mehrfache^  noch  einzelne  der  Gleichungen  unter 
einander  gemeinsame  Losungen  haben  *)^  und  in  denen 

fQo  {x,  j/i, . .  y„,) 

rationale  Functionen  der  eingeschlossenen  Grossen  bedeuten^ 
so  mag  die  Grosse 

(3)  ^  =  «1  Fl  +  «2 r^  + h  amYm, 

in  welcher  a^,  »2^ . . .  a^  unbestimmte  Constanten   bedeuten, 

wenn  man  für  F^,  Fg,  . . .  F^  alle  v^  .v^ »  .  >Vm  =  N  Com- 

binationen  der  Lösungen  der  Gleichungen  (2)  einsetzt,  die 
Werthe 

annehmen,  die  wegen  der  Unbestimmtheit  der  Constanten  a 
offenbar  sämmtlich  unter  einander  verschieden  sein  werden; 
bildet  man  nun  die  Gleichung 

(4)  (t  -  t,){t  ~  g  . . . .  (^  -  ^^)  =  0, 


*)  indem  im  entgegengesetzten  Falle  das  Problem  in  eine  Reihe 
von  Einzelproblemen  zerfiele,  die  alle  den  angegebenen  Bedingungen 
genügen. 
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so  wjrd  sich  dieselbe,  da  die  Coefficienten  rationale  symme- 
trische Functionen  aller  Lösungen  der  einzelnen  Gleichungen 
(2)  sind,  sich  also  rational  durch  die  Coefficienten  dieser 
Gleichungen  d.  h.  durch  Xj  y^,  y2y'*ym  ausdrücken  lassen^ 
in  der  Form  ergeben 

(5;    ^(0  =  Ooi^y Vi,'" ym)t^  +  91  (pc,  j/i,  •  •  •  ym)t^''^ 

worin  Qq,  Qiy  -  *  »Qn  ganze  Functionen  der  eingeschlossenen 
Grössen  sind. 

Bildet  man  nun  eine  ähnliche  lineare  Function  mit  belie- 
bigen andern  constanten  Coefficienten 

(6)  w  =  6,r,  +  02^2  +  . . .  +  hmY,., 

welche  für  die  entsprechenden  Substitutionen  der  Lösungen 
der  Gleichungen  (2)  die  Werthe 

1 }       2  7  '  '  '      N 

annehmen  mag,  so  wird  für  beliebige  ganzzahlige  positive  q 

sich  wiederum  als  rationale  symmetrische  Function  der 
Lösungen  der  Gleichungen  (2)  rational  durch  x,  y^,  y^-'-Vm 
ausdrücken  lassen.     Setzt  man  somit 

^1  +  ^2  H 1-  «*iv  =  «o(^;  Vii  y2>"'  Vm) 

, ;    «*i^i  +  Wij^2  H h  w^^iv  =  öi(^»  yu  y2r"  ym) 

[uji     +u^h     H h  '^N^N    =  ^N-1  \^yyvy%r'ym)y 

worin  o^,,  co^,  . .  .  cdn—i  rationale  Functionen  bedeuten,  und 
multiplicirt  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  den  un- 
bestimmten Factoren  A^y—i,  Xu^^^  •••  ^i>  ^^^  ^^^^  Coefficienten 
Qq  der  Gleichung  (5),  so  ergiebt  sich  durch  Addition  der- 
selben, wenn  zur  Abkürzung 

(8)  ^0  <*-^  +  A,  «^-^  + .  • .  +  A^_i  =  a(0 

gesetzt  wird. 
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(9)       Miß(0  +  M2ß(^2)  + {-U^Hh) 

Bestimmt  man  nun  die  Multiplicatoren  A  so,  dass 

(10)      si{t,)  =  0,  a{t^)  =  0, . . .  si(ta-i)  =  0, 

ß(^«+i)  =  0,...ß(M  =  0, 
oder;  was  dasselbe  ist^  dass 

(11)  a(0  =  ^  =  ^„F-i  +  (5r.  +  <7o<«)<'^-»  +  •  •  ■ 

SO  ergeben  sich  aus  (8) 

(12)  A,  =  öfi  +  (?o^«;    ^2  =  ^2  +  5^1  ^a  +  ^o^«^  •  • 

während  (9)  in 

(13)  Ua  =  go(OAr-i  +  ^1  CöiV-2  H +  ^N-ICOq  -  'ß(^«) 

übergeht.  Da  nun  einerseits  die  A- Grössen  nach  (12)  ganze 
Functionen  von  ta  mit  in  x,  ^i,  2/2;  •  •  •  Vm  ganzen  Coefficienten 
sind,  andererseits  aus  (11)  und  (5) 

(14)  äiQ  =  i>\t„)  =  Ng,C  +  {N-  l)g, C  +  •■■  g^-r 
folgt,  so  ergiebt  sich  Ua  in  der  Form 

(15)  Ua  =  S,{x,y,, ...  y„)tl-'  +  S,(x,y,r"ym)C  +   •• 

worin  S,,...Sy  rationale  Functionen  bedeuten,  während 
if'(ta)f  wie  aus  (14)  ersichtlich,  von  den  in  w«  enthaltenen 
Gonstanten  &|,  &2y  •**  ^m  unabhängig  ist  und  wegen  der  völlig 
willkürlichen  Grössen  a^,  a^, . . .  Um  als  von  Null  verschieden 
vorausgesetzt  werden  darf,  weil  die  Annahme  ^'(^a)  =  ^  ^^^ 
die  Gleichung  (5)  oder  (4)  zwei  gleiche  Lösungen  erfordern 
würde. 
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Entspricht  nun  ta  der  Combination  der  Lösungen   der 
Gleichungen  (2) 

und  stellt  man  nunmehr  für  willkürlich  gewählte 

^1)  ^2 »  •  •  •  ^w }    ^1  ?  ^2  ?   •  •  •  ^w» )  *  '  *  ^1}  ^2  >  •  •  •  ^m 

die  m  Gleichungen 

öl  3^1  a  +  a2  1^2«  +  •  •  •  +  ö^m  y»! a  =  ^a 
6l  I^la  +  ig  ^20  +  •  •  •  +  &m  i^ffia  =  W« 


(16) 


»»1  Fl«  +  »»2  Tja  H \-mm  Yma^  Wa 

=  Fi<f-'  +  W,f-^  +  . . .  +  TT^ :  v.'(U 

zusammen^  worin  die  8a ^  Tay . .  •  Wa  rationale  Functionen 
von  Xy  tfiy  y2y  •  •  '  Pm  bedcutcn^  so  ergiebt  die  Auflösung 
dieses  linearen  Gleichungsystems  mit  Hülfe  von  (5) 

(17)      r^a=^i^^f-'+  ^2,C'+  '"  +  ^N9'  ^'(^«)> 

worin  -4.1^,-42^,...  Ä^g rationale  Functionen  von  x,  yi,  3/2?  •  •  •  Vm 
bedeuten,  und  ^'(/a)  eine  ganze  Function  N^  1^^  Grades 
in  ta  mit  Goefficienten,  welche  ganze  Functionen  eben  dieser 
Grössen  sind,  darstellt.     Wir  finden  somit  zunächst, 

dass  die  Zweige  Fi«,  ¥20, . . .  Yma  der  von  x,  j/i, . . .  j/m 
algebraisch  abhängigen  Functionen  Y^,  Fg, . .  Ym  sich  sämmt- 
lich  als  rationale  Functionen  einer  einzigen  algebraischen 
Function  ta  eben  dieser  Grössen  mit  Coefficienten  ausdrücken 
lassen  y  die  rational  aus  diesen  Grössen  msammengesetet  sindy 
und  jeder  der  N  ConibinaMonen  der  Zweige  der  durch  (2)  defi- 
nirten  algebraischen  Functionen  von  ^,  j/i,  j/2>  •  •  •  J/m  gehört  eine 
andere  t- Lösung  der  Gleichung  (4)  oder  (5)  0u,  du/rch  welche 
die  einzelnen  Zweige  sich  in  einer  für  alle  t  allgemein  gültigen 
Form  ausdrüclcen  lassen. 
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3.  Bezeichnet  man  nun  das  kleinste  gemeinschaftliche 
Vielfache  aller  Nenner  der  rationalen  Functionen 

-4ip,  A^Q,  .  •  •  Anq 

für  (>  =  1,  2,  . .  .  w  mit 

so  dass 

ist^  worin  g  und  g^^  ganze  Functionen  der  eingeschlossenen 
Grossen  bedeuten,  und  Yga   somit  die  Form  annimmt 

so  wird,  wenn 

(19)        g(x,  y^,  y^,...  ym)^{t)  =  G{x,  t,  y,,  y^,...  ym) 

gesetzt  wird;  Yga  die  Gestalt  haben 


a« 


a 


worin  Og{Xy  ta,  y^,  y^y-Vn)  ganze  Functionen  von  x,  y„  y2,...ym 
und  ta  bedeuten^  und  zwar  in  Bezug  auf  die  letztere  Grösse 
vom  N —  V^  Grade;  es  folgt  somit,  wenn  wir  nach  (1)  die 

Y  wieder  durch  ~'  ersetzen, 

dass  das  Differentialgleichungsystem 

fi{^j  Vi,  y2r"ymy^)  =  0 

in  todchem  /i,  f^,  >  •  'fm  gange  Functionen  bedeuten,  die  in  Be- 
zug auf  -^,  •••  -^  resp,  vom  v^,  Vg,  •  •  •  Vm*®°  Grade  sind, 

ersetzt  werden  Tcann  durch  die  v^  ,v^,  .  .  ,  Vm  dem  gegebenen 
vöUig  äquivalenten  Systeme 


12 


Erstes  Kapitel. 


(21) 


äyt  ^i(^'  <a>2/i>2/8»  •••  2/m) 


dx 

dG(x, 

K> 

^1. 

y«.  •• 

•  y,.) 

^*« 

dy^ 

G,(x, 

*a» 

yi» 

y«,  • 

•  ym) 

dx 

dG{x, 

*a» 

2/1» 

y2>-- 

-ym) 

'^*a 

^ym 

^m(^> 

*a» 

2/i. 

!/«>• 

•  •  2/m) 

dx 

dG[x, 

*a' 

2/i> 

2/8.- 

•  •  ym) ' 

dt 


a 


worin  G,  G|.,  G^, .  .Om  ganze  Functionen  der  eingeschlossefien 
Grössen  bedeuten,  und  ta  der  Beihe  nach  die  N  =v^.V2."Vm 
Läsungen  der  in  der  oben  angegebenen  Weise  stets  herstellbaren 
Gleichung  N^^  Grades 

(22)  G{x,  t,  yi,  y2;---J/m)='0 

darstellt;  G^,  G^,  *  *  *Gm  sind  in  Bemg  auf  ta  vom  N-—  1^^ 
Grade. 

Wir  werden  ein  solches  System  (21)  von  m  Differential' 
gleichungen  erster  Ordnung  von  nun  an  ein  normales  Diffe- 
rentialgleichungsystem  m^  Klasse^  oder  ein  Jacobi-  Weier- 
strass'sches  Differentialgleichungsystem  nennen. 

3.  Die  Gleichung  (22)  kann  nun  mit  Adjungirung  der 
Grössen  a;,  y^,  j/g?  •  •  •  J/m  ßi^^  ^^  ^  algebraisch  reductible  sein*); 
mag  die  Lösung  ta  einem  irreductiblen  Factor 


*)  So  wird  z.  B.  die  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  für 
die  algebraischen  Functionen 

durch  die  Substitution 
hergeleitete  Gleichung  in  t 

+  (a^*x^  —  a^^xy  «  0 

mit  Adjungirung  von  x  reductibel  sein,   indem  sich   dieselbe  in  die 
beiden  Factoren  zerlegt: 

(**  —  2a^*xt^  —  ^Oiü^^xt  +  (ai*a;'  —  a^*xy\ 

(t*  —  ^a^^xt^  +  ia^a^^xt  +  (a/aj*  —  a^*x))  =«  0, 
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(23)  g{x,  t,  y,,  y2,...ym)  =  0 
angehören^  so  dass 

(24)  G{x,  t,  yi,  yg;  •  •  •  Vm) 

ist,  so  wird  vermöge  (23) 

(25)  ,  '^ 

= ät ^  *(*'  '«'  *!'  y«'  —  y») 

sein,  worin  die  Ä-Funetion  von  Null  verschieden  ist,  und  es 
würde  der  Ausdruck  (20)  in 


(26) 


^    _  <?e(a'.«<,.yi.  y»«--y„) 


Ä(a;,  «a,  y,,  y,,  •  •  •  y»)   8p(a!,  t„,  y,,  y,,  ..  .y„) 


übergehen.  Sei  nun  die  Gleichung  (23)  in  Bezug  auf  t  vom 
Grade  n,  und  seien  ihre  Losungen  ta,  tß,  >  -  •  tf^,  so  wird  in 
dem  Ausdrucke 

^g(^»*«»yi>y2»  •  -ym) 

Ä(aj,  *«,yi,y2,  -..y^) 

_  ^g(^>  ^g»  yn •  •  •  ym)^(^' ^  Vi'  " •  yt,^"'K^^  ^fi^ yiv-ym) 
~  Ä(«,  *«»  yi  •  •  •  ym)^(^»  V  y^'"'  ym)":^i^^  V  yi  •••  y»») 

der  Nenner  als  ganze  symmetrische  Function  der  Lösungen 
der  Gleichung  (23)  sich  als  rationale  Function  von  x^  y^  y^y-^^ym 
darstellen  lassen,  während  im  Zähler  das  Product  der  %- Func- 
tionen als  ganze  symmetrische  Function  der  Lösungen  der 
Gleichung 

und  68  ist  leicht  za  sehen,  dass  dem  einen  Factor  die  vier  Werthe 

t^  '^  üiY  X  -{-  a^  y  Xj      *2  =  —  ^iV  X  -{•  ia^  V  x, 

*s  =  «1  V^  —  «2  Vxi     *4  =  —  ai  yx  —  »Og  yxy 
dem  anderen 

*5  =  —  «1  Vx  +  «8  yx,     h  =  «1  V^  +  »«a  K  ^» 

zugehören. 
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9{^^  ^  yi,  y%^  '  "Vm) 


t  —  t 


=  0 


a 


sich  als  ganze  Function  von  ta  darstellt  mit  in  Xy  y^j  y2^ . . .  ffm 
rationalen  CoefficienteD;  und  somit  der  gesammte  Zähler  eben 
diesen  Charakter  behält  und  sich  vermöge  (23)  noch  in 
seinem  Grade  in  Bezug  auf  ta  auf  den  n  —  1*®°  reduciren 
lässt;  es  wird  daher  (26)  die  Form  annehmen 


(27) 


^"^  ~  ^5'(äJ,  *«,  2/i»  2/i,  •••2/m) 


dt^ 


Stellen  wir  dieses  Resultat  mit  dem  vorher  gefundenen 
Satze  zusammen^  so  ergiebt  sich  das  nachfolgende  Theorem : 

Zerlegt  man  das  Polynom  der  Gleichung  (22)  in  seine  mit 
Adjungirung  von  x^  y^y  y^,  .  .  .  ym  algebraisch  irredudiblen 
Faktoren 

(28)  0{xy  t,  yiy...yn) 

=  ö'l(^;^yi>---ym)^2(^;^;yi;---ym)...fl'a(a?,  ^,J^,,...ym), 

so  Jcann  man  das  System  der  vorgelegten  Differentialgleichungen 
durch  die  N  =  Vi  .  V2  .  .  .  Vm  dem  gegebenen  völlig  äquiva- 
lenten Systeme 


(29) 


dx 


dt 


Xq 


dy^  _9x2(^^  hqy  Vi^  Vi 
dx  ~  dg^\x^  tj^^,  yi,  y«. 


»  •  • 


y«) 


dt 


Xü 


dx         dgx{x,  t^^,  y^,  ya,.  »»  Vm) 


ersetzen,  in  welchem  gx,  gxi,  > .  - gxm  ganze  Functionen  der  ein- 
geschlossenen Grössen  bedeuten,  A  die  Werthe  1,  2, . . .  <y  an- 
nimmt, und  txQ  der  Reihe  nach  aUe  Lösungen  der  in  t  mit 
Adjungirung  von  x,  y^,  y^y*'.ym  algebraisch  irreductibeln 
Gleichung 
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(30)  9i{Xy  t,  y^,  y^y.,.ym)  =  0 

darstellt 

Es  ist  aber  wesentlich  hinzuzufügen^  dass  die  Reduction 
des  Differentialgleichungsystems  I.  (11)  auf  die  Systeme  (21) 
stets  ausführbar,  dass  jedoch  die  Zurückführ ung  auf  die  Systeme 

(29)  im  Allgemeinen  nicht  wirklich  herstellbar  ist,  weil  wir 
die  Gleichung  (22)  im  Allgemeinen  nicht  in  ihre  mit  Adjun- 
girung  von  x,  y^,  ^2' •  *  •  ^m  irredtuitiblen  Factoren  zerlegen 
können,  und  somit  nur  die  Existenz  solcher  durch  (29)  und 

(30)  dargestellter,  dem  Systeme  I.  (11)  völlig  äquivalenter 
Differentialgleichungsysteme  durch  das  Vorige  nachgewiesen 
ist.  Bemerkt  man  aber  femer,  dass  man  in  einer  irreductibeln 
Gleichung,  wie  es  (30)  sein  soll,  von  einer  ^-Lösung  aus- 
gehend continuirlich  zu  allen  f-Lösungen  dieser  Gleichung 
gelangt  durch  geschlossene  Wege  der  Variabein  x,  y^y  ^2^  •  •  •  y»»? 
so  wird  man  die  Differentialgleichungsysteme  (29),  welche 
den  verschiedenen  Losungen  einer  Gleichung  (30)  entsprechen, 
durch  ein  solches  System  repräsentirt  denken  können,  und 
daher 

das  System  L  (11)  durch  die  6  Differentiälgleichungsysteme 
ersetzen  Icönnen 


(31) 


dx 

^ffiil",  hjViy  y%>  ■  ■ 

•y».) 

Stx 

^Vm 

9iim{?'>  *i.  yi.  y».-  • 

■Vm) 

dx 

('9x{«>,  h>  yi.  y«.  •• 

■  v„,y 

dt, 


worin   tz  irgend    eine   Lösung    der    a   mit  Ädjungirung   von 
^}  Vif  Vij '  -  'Vm  irreductibeln  algebraischen  Gleichungen  (30)  ist. 

Dass  die  Lösungen  t  der  Gleichungen  (30)  ebenso  wie  die 
der  Gleichung  (22)  selbst  wieder  als  lineare  ganze  Functionen 
der  Ableitungen  in  der  Form 

(32)  ,  =  a,^+«,^  +  ...  +  «„^ 

darstellbar  sind,  geht  aus  (3)  hervor,  worin  die  verschiedenen 
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den  Gleichungen  I.  (11);  als  algebraische  Gleichungen  in 
-~-  aufgefasst;  genügenden  Werthe  der  Differentialquotienten 

(JL  SC 

die  verschiedenen  ^-Werthe  liefern  werden. 

Es  braucht  kaum  hervorgehoben  zu  werden^  dass  die 
Einführung  einer  solchen  Grösse  t  nicht  daran  gebunden  ist^ 
dass  dieselbe  eine  lineare  Function  von  Y^,  Y^j  •  -  -Ym  ist, 
sondern  dass  alle  unsere  Schlüsse  unverändert  bleiben,  so 
lange  nur  t  eine  rationale  Function  von  Y^,  Y^, , .  .Ym  ist, 
und  sich  diese  letzteren  Grossen  durch  eine  bestimmte  An- 
zahl dem  t  gleichgestalteter  Ausdrücke  Uy  v,  to, . . .  wiederum 
rational  ausdrücken  lassen,  wobei  in  alle  diese  rationalen 
Functionen  auch  wieder  x^  y^y  y^y-.ym  rational  eintreten 
dürfen.  Sei  nun  t^  eine  solche  Grösse,  wjelche  eine  Lösung 
der  mit  Adjungirung  von  x,  y^,  ^2;  •  •  •  y»»  irreductiblen  Glei- 
chung ist 

(33)  P"  +  x^{x,  j/i, . .  yn)  P"-^  H Xnix,  yiy..^ym)  =  0, 

in  welcher  r^,  .  .  r»  rationale  Functionen  bedeuten,  und  für 
welche 

(34)  Fl  =  r, (a;,  yi,    . .  y„„  ^J, . .  •  F^  =  rm{x,  y^,  -  •  •  y^,  t^) 
und 

(35)  t,  =  r(x,  y^,  . . .  ym,  Y^,^-  Ym), 

worin  r,  r^,  .  .  .  r^  wiederum  rationale  Functionen  sind; 
seien  ferner  mit  Hülfe  einer  anderen  Grösse  r^,  welche  die 
Lösung  einer  mit  Adjungirung  derselben  Grössen  irreductiblen 
Gleichung 

(36)  T''  -f  Qi{x,  yi, . . .  ym)T''^^  H h  Qv{x,  yi, . . .  y^)  =  0 

ist,  Y^f .  , .  Ym  wiederum  rational  in  der  Form  dargestellt 

(37)  Ti  =  JB^ (a:,  yi, . . .  y^,  rj,  •  •  •  Ym  =  R„,(x,  yi,  •  •  •  y«i,  rO, 
während 

(38)  r,^R{x,  y,,'"ymy  ri,---  T„,) 

ist,  so  erhält  man  durch  Einsetzen  der  Werthe  (34)  in  (38) 
mit  Benutzung  der  Gleichung  (33),  indem  man  die  rationale 
Function  von  t^  wie  oben  in  eine  ganze  und  wiederum  ver- 
mittels der  Gleichung  (33)  in  eine  solche  n  —  l*®*"  Grades 
verwandelt. 


II.    AufstelluDg  der  Normalform  etc.  17 

(39)  Ti  =  9fio(a?,yi,  •••«/«)  +  9*1  (^,  Vi,'  ym)h  H 

worin  SR^,  9ii  .  .  .  9i»-i  rationale  Functionen  bedeuten.  Da 
man  aber  aus  den  Gleichungen  (39)  und  (33)  durch  Eli- 
mination von  t^y  wie  unmittelbar  ersichtlich,  eine  Gleichung 
n*®°  Grades  in  rj  erhält,  deren  Coefficienten  rational  aus 
^}  Viy  '  • '  Vm  zusammengesetzt  sind,  so  folgt,  dass  v  nicht 
grösser  als  w  sein  kann,  weil  die  irreductible  Gleichung  (36) 
sonst  mit  der  Gleichung  niederen  Grades  die  Lösung  r^  ge- 
mein  hätte,  was  nicht  angeht;  ebensowenig  kann  n  grösser  als 
V  sein,  was  genau  so  folgt,  wenn  man  die  Werthe  (37)  in  (35) 
einsetzt  —  es  muss  also  n  =  v  sein,  und   wir  finden  somit, 

dasSy  wenn  man  die  m  algebraischen  Functionen  Fj,  Fg, . . .  Ym 
von  X,  y^, , .  .ym  als  rationale  Functionen  von  zwei  verschiedenen 
Grössen  t^  und  x^  so  darstellt,  dass  jede  dieser  sich  auch  toieder 
mit  Adjungirung  jener  Grössen  x,  y^,  ,  .  ,  ym  als  rationale 
Function  von  Fj, . . .  F«  ausdrücken  lässt,  die  beiden  die  Grössen 
t^  und  ti  definirenden,  mit  Adjungirung  von  x^  y^,  .  .  .  ym 
irreductiblen  Gleichungen  stets  von  demselben  Grade  n  sind; 
wir  können  daher  in  dem  angegebenen  Sinne  sagen ,  die  alge- 
braischen Functionen  F^,  I^, . . .  I^  gehören-  mm  Grade  n. 

Mit  Bücksicht  hierauf  werden  wir  das  DiflFerential- 
gleichungsystem  (31),  wenn  die  irreductible  Gleichung  (30) 
vom  ft*®^  Grade  in  Bezug  auf  t  ist,  ein  System  m*®'  Klasse 
und  f**®^  Grades  nennen. 

4.  Hat  man  es  wieder  mit  einer  Differentialgleichung 
höherer  Ordnung 

(40)  ^(,,,,^...^„)  =  0 

zu  thun,  welche  in  vom  k^^  Grade  sein  mag,  so  wird 

das  Differentialgleichungsystem  I.  (13)  nach  der  oben  auf- 
gestellten Normalform  (21),  (22)  den  folgenden  k  Differential- 
gleichungsystemen äquivalent  sein: 

worin  t  alle  Lösungen  der  Gleichung 

Koenigsberger,  Lehrhnch.  2 
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(42)  -FC«,  y,,y*,   -y-,  0  =  0 

bedeuten  wird,  und  durch  Zerlegung  von  (42j  in  die  mit 
Adjungirung  Yon  x,  y^j  y^^ y^  irredactibeln  Facioren  er- 
hält man  die  den  Systemen  (31)  entsprechenden  Darstellungen, 
wobei  man  wegen  der  Analogie  mit  den  Normalsjstemen  die 
Oleieliungen  (41)  noch  anf  beiden  Seiten  mit 

muliiplieirt  denken  muss. 


IIL  Defliiition  mid  Existenzbeweis  der  Integrale  von 
IMfferentialgleichnngsystemen  beliebiger  Klasse. 

1*   Sei  nun  ein  Differentialgleichungsystem  ni^^  Klasse 
in  der  Normalform  vorgelegt: 


(1) 


Ct^  dx 


dG(x,t,,y,,.,.y^)dy^ 


worin  <,  eine  Lösung  der  Gleichung 

(2)  G(«,^i,yi,  •••!/«)  =  0 

oder 

+  ®n(x,yi,  •  •  •  ym)  =  0 

ist,  in  der  ®o;®i;  •  •  •  ®n  ganze  Functionen  bedeuten,  so  ist 
zunächst  klar,  dass,  wenn  wir  irgend  einem  bestimmt  ge- 
wählten Werthe  6  von  x  die  beliebig  gewählten  Werthe 
Vif  Vif  •  •  •  ^m  von  ^o  ^2; '  *  -  ^m  zuordnen,  die  nur  der  Be- 
dingung unterliegen y  dass  die  dem  Zweige  t^  entsprechende 
Lösung  ti  der  Gleichung 

(4)  G'(S,«i,iji,...»,„)  =  0 

t'iiie  endliche  —  was  stets  der  Fall  sein  wird,  wenn 

®o(5,^i,  %f  •..'»2m) 
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von  Null  verschieden  —  und  zugleich  eine  einfache  ist,  den 
Differentialgleichungen  gemäss  die  nächsten  einem  Incremente 
dx  von  I  entsprechenden  i/-Werthe  fest  bestimmt  sind.  Denn 
da  für  den  dem  Werthesystem  5,  i^i ;  •  •  •  ^m  zugehörigen  end- 
lichen Werth  Tj  der  zweiten  Bedingung  gemäss  bekanntlich 

von  Null  verschieden  sein  jmuss,  so  folgt  aus  den  Differen- 
tialgleichungen (1) 

^Vi  =  G^i  (S,  ^1,  ^1,  •  •  •  ^m)  dx  :  ^ — ^ j^^ Ji,=.t, 


(5) 


dym  =  Gm{ly  Ti,  1^1,  ••  •  nm)  dX  l  \^—^ ^^ )t,^t,' 

und  es  ist  somit  den  Differentialgleichungen  entsprechend  das 
dem  Werthe  ^-^-dx  zugehörige  Werthesystem  der  abhängigen 
Variabein  rj^  +  dy^^  V2  +  ^Vi?  '  '  '  Vm  +  dym  gefunden. 
Nehmen  wir  an,  dass  für  diese  neue  Werthecombination 
ebenfalls  die  beiden  oben  angegebenen  Bedingungen  erfüllt 
sind,  so  wird  man  zu  einem  nächsten  benachbarten  ri^Punkte 
wiederum  die  den  Differentialgleichungen  gemäss  bestimmten 
entsprechenden  Werthe  von  y^ ,  . . .  J/ni  finden  können  u.  s.  w. 
Zieht  man  also  von  £  aus  in  der  o^-Ebene  irgend  eine  Curve, 
so  werden  unter  der  Voraussetzung,  dass  jene  beiden  Be- 
dingungen längs  dieser  Linie  erfüllt  sind  oder  dass,  wie  wir 
es  von  nun  an  ausdrücken  werden,  die  sich  ergä)mden  Werthe- 
Systeme  v(mx,y^j...ym  längs  dieser  Linie  nicht  singulare  sind,  die 
Werthe  der  Grössen  ^i ,  ^2»  •  •  •  y»»  ^®^  Differentialgleichungen 
entsprechend  für  alle  Punkte  dieser  Linie  bestimmt  werden 
können.  Aber  das  Problem  der  Integration  eines  Differential- 
ghichungsystems  besteht  nicht  in  der  längs  einer  Linie  punkt- 
weise  ausgeführten  Werfhebestimmung  der  abhängigen  Variabdn, 
sondern  sucht  ^i,  ^2»  •  •  •  Vm  so  als  Functionen  der  complexen 
Variabein  x  m  bestimmen,  dass  dem  Systeme  (1),  (2)  für  alle 
X  innerhalb  bestimmter  Flächenräume  identisch  Genüge  geschieht 

Ob  und  wie  dies  möglich  ist,  wird  zu  untersuchen  sein. 

2.  Wir  schicken  der  nachfolgenden  Auseinandersetzung 
einen  Hülfsatz  voraus.     Sei  eine  algebraische  Gleichung 


* 
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(6)  G{t,z,,B,,  ...^n)-=0 

zwischen  der  abhängigen  Yariabeln  t  und  den  unabhängigen 
Variabein  0^,z^y...Zn  gegeben,  und  mag  den  Werthen 
j?j  =  gl,  .  .  .  ;er„  ==  g„  als  eine  der  Lösungen  der  algebraischen 
Gleichung  der  endliche  Werth  t  =  t^  entsprechen,  —  r^  wird 
stets  endlich  sein,  wenn  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz 
von  t  für  das  Werthesystem  g^,  .  . .  g«  von  Null  verschieden 
ist,  —  werde  ferner  angenommen,  dass 

dt 
für  das  Werthesystem  r^,  g^,  . . .  ?«  von  Null  verschieden  sei, 
d.  h.  dass  die  Gleichung 

(7)  G(f,  g.,...g,)  =  0 

die  Lösung  r^  nur  einfach  habe,  so  soll  untersucht  werden, 
welches  die  analytische  Entwicklung  derjenigen  Lösung  der 
algebraischen  Gleichung  (6)  ist,  welche  für  i^^  =  g,  ,-••;?«  =  5n 
den  Werth  r^  annimmt. 

Setzt  man  die  ganze  Function  (6)  in  die  Form 

(8)  flfo  {t-  rj  +  ai  (^1  — £i)+a2  {h  —  Q^ h  ««  (^n— g«) 

+  aoo(^  — ri)2  +  «ii(%  — 5i)'H h«««(^«  — W 

+ 

+  «o...o(^-^i)''  +  «i...i(^i-S,)'+    •    •  •  =0, 

worin  v  die  höchste  Dimension  der  Gleichung  (6)  bedeutet, 

und  sei  A  der  grösste  der  Moduln  der  Coefficienten  üaßy . . . ; 

unter  denen 

/d  G(t^  js?! ,  £?2 ,  .  .  .  <2f  )\ 

(9)  mod«„=mod(-^-^^ ^A.f..^.  ...f,=  « 

der  Annahme  nach  von  Null  verschieden  ist,  so  soll  es  sich 
darum  handeln,  die  durch  (8)  definirte  Function  t  von  z^y 
jgfg,  ...ßn  mit  derjenigen  Function  u  von  j^j,  ^g?  •••^«  ^^  ^®^' 
gleichen,  welche  durch  die  Beziehung 

(10)  a{u  -  r,)  — ^(-^1-  gl)  -^fe  —  Q M^n  -  g») 

—  A(u~x^{z^  —  Q ^K-i  — gn~l)(^«— g») 

—  A{n — r,)^ — 

— in  inf.  ==  0 
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definirt  ist,   deren  linke  Seite  in's  Unendliche  fortläuft,  und 
die  wir  durch  die  Gleichung 

(11)    (a+A){u-t,)-A{il+iu-r,)-\-(u-t,y-\-...y 

.•••(l+(;er„-g„)+(;?„-g.)^+-)-l }  =0 

ersetzen  können,  welche  um  Ti,  ^i,  .  ••  ?«  herum  convergent  ist. 
Bildet  man  nun  die  partiellen  Differentialquotienten  von 
t  resp.  u  nach  ;Sfj,  ^2>  •  •  •  ^»»  so  folgt  aus  (8) 

^oä^f  +  ^1  +  ^^oo(^  ~  O  g^  +  2«!!  (^1  -  Q 

+  «Ol  («1— Si)  g^  +  «Ol  (^  -  *i)  d 0 

«oä^.  +  2aoo  (ä^j   +  2  «00  (t  -  ^i)  ^,  +  ^»n 

(12){  +öoiä^  +  «o.  K-gi)^.+öoiä];;+ 0 

'  d*t        '        Ü  dt    .^      '     "     \    a't 

+  «oi(«i-§i)^^  +  «oig^  +  «i*  + 0, 

und  analog  aus  (10) 

«|^-^-2^(«-r,)|^-2^(.,-e,)-^(^,-&)|j- 

—  ^(w  — ri)-| —  =  0 

-  A(z,-%^j^-A-^-.-=^ 


(13) 


und  somit  nach  der  Definition  der  Grösse  A  und  mit  Bück- 
sicht auf  die  Beziehung  (9),  wenn  der  Werth  einer  Grosse  P 
für  ^  =  71,  M  =  Tj,  je?i  =  gl,  •  •  ^«  =  C^n  durch  die  Klammer 
(P)i  angedeutet  werden  soll. 


^2  f^r«6»  bfitef. 


anuf4]\'   ,)  <  2  inodö^  mod(v- )  '^2mfAa^i 


12 


a  mod  ( ,     .     )   <  2  mod  «oo  mod  f^--)  mod  (^^) 

\f)Z^f)Z^/i  ^  \CzJ^  \CZ^J^ 

+  mod  «Ol  JDod  (t^ — j  +  °^ö^  ^ 


11.  M.  w.;  ull({uirioin 

Bildot  man  nun   mittels   der  aus  den  Gleichungen  (13) 
ub^olt'itoton  Wortho  der  partiellen  Diflfereutialquotienten  die 

+  ,',(('.-wO+-+i'--w(^),)'+- 

luii  HomilKung  dor  gebrauch  liehen  symbolischen  Bezeichnung, 
vMo  iVd^t^  woil  aus  (15)  sich 

\K\\         i  '^''^'^^^^^^'^^'  \  _  /  a^  +  »^+-'+^i*tt\ 

oi^i^^bt«  und  die  lotstoren  DifFerenÜalquotienten  durch  succes- 
siiYx^  l>iflt^n(^niiAtiou  aus  dt^r  Gleichung  (lO'i  abgeleitet  worden, 
mI^^o  nicht«  andere«  ausdrücken,  als  dass  «  nicht  bloss  für 
•\  —  Jj  s  *  ^  *  *^  ^  v^%  sondern  auch  für  die  weitere  Foitsetxung 
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dieser  Variabein  der  Gleichung  (10)  genügen  soll,  dass  U  in 
der  Umgebung  von  gj,  ...  5»  die  Gleichung  (10)  befriedigen, 
wird,  wenn  nur  noch  die  Convergenz  der  Reihe 

(17)  „_„+K-j,)(|i)+...+(.._e.)(,^)^ 

in  der  Umgebung  dieser  Werthe  festgestellt  sein  wird.  Da 
sich  aber  (11)  in  die  Form  setzen  lässt 

(18)  {a+A){u—x^)  +  A- 

i-(;f-,.)(i+(^.-Si)+---+(^.-s»)+(^i-y^+-- 

für  hinreichend  den  Werthen  r,,  gj,  . . .  gn  benachbarte  Werthe 
von  w,  jS?!,  . . .  Zn,  oder 

+(«i-e.)*+-+(«i-5x)(^,-5.)+-])  )' 

und  sich  bekanntlich 

(1  -  v)^ 

für  alle  t;,  deren  Modul  <  1  ist,  in  eine  nach  ganzen  posi- 
tiven steigenden  Potenzen  von  v  fortschreitende  Beihe  ent- 
wickeln lässt,  so  wird  u  in  der  Umgebung  von  fj,  . . .  f »  in 
eine  Potenzreihe  nach  ^i  —  Si ;  - '  •  ^n  —  tn  entwickelbar  sein 
und  dann,  wie  bekannt,  die  Form  (17)  haben  müssen,  so 
dass  diese  letztere  Reihe  als  convergent  nachgewiesen  ist. 
Bildet  man  nunmehr  mit  Hülfe  der  aus  (12)  abgeleiteten 
Werthe  der  partiellen  Diflferentialquotienten  von  t  nach 
^i;  .  •  •  ^n  genommen  die  Reihe 

(20)  T=r,  +  (^.-5.)(S+-  +  (^«-g.)(|^) 

«11  W    1 

+  .A((^X-S.)(©+-+(^n-g,)(^jjV-, 

SO  wird  vermöge  der  Ungleichheiten  (14),  weil  Potenzreihen 
zugleich  mit  der  Reihe  ihrer  Moduln  convergiren,  mit  (17) 
auch  die  Reihe  (20)  jedenfalls  in  der  früher  festgestellten  Um- 
gebung convergent  sein,  und  zugleich  wieder  wegen  der  succes- 


fe><?  m^  tj  ^f^JiftitetUAfitk  I>ifer»5:iial--:L'Oiäetteis.  gCBUi  wie 
hi/t^Uf  T  ^^  t  i^'iUf  itfß  diUbA  f'^r  die  Glrii-hiing  ^  cikr  «6^  die 
in  i^f  L'ü»g^bc/;g  Ton  J., S»  eocTrrrz-IieDde  Ecihe 

dj>  Entwicklung  derjenigen  Losung /ist,  welche  fur£j  =  ^,,-- 
^»  -**  («  'J^n  Wert  Tj  aonimmt  Wir  erhalten  somit  den  fol- 
f^euden  Hatz; 

tVenn  in  der  alg^Jjraischen  Gleichung 

<km    Weriy^mfidem  z^  =  %^,  ^2  =  fc^  . . .  ^,  =  t*  «»  endlicher 
Werlh  7,  t;o^  /  entspricht  von  der  Beschaffenheit^  dass  nicht  auch 

dG(t,Zi,Zt,  ...z^ 
dt 

fO/r  das  Wertfiesystem  t ««  r^,  ;gfj  =  fj, . .  •  0,  =  g.  verschwindet, 
uIho  tf  eine  einfache  endliche  Lösung  der  Gleichung 

G(t,t,,i,r"tn)^0 

itflf  80  laust  sich  dieser  Zweig  t  der  algebraischen  Function  von 
^it^uf  **'^n  ^  der  Umgebung  von  ii,  Ji, . . .  f»  iw  eine  nach  posi- 
tiven ganzen  steigenden  Potenzen  von  Zi  —  li^z^  —  S2  ?  *  *  •  ^»  —  tn 
fortschreitende  Heike  entmekeln. 

Man  Hiebt  zugleich  unmittelbar,  dass^  wenn  wir  nicht 
von  der  algebraischen  Gleichung  (6)  ausgegangen  wären, 
Hondorn  t  als  Function  von  z^,  z^,  ...^n  in  der  Umgebung  von 
ti>SaM''6»  durch  die  Gleichung  (8)  definirt  hätten,  wir  für 
dioHO  letztere  auch  eine  in's  Unendliche  fortlaufende  con- 
V(»rgonto  Ueihe  von  ganzen  Potenzen  von 

t  —  tj ,  z^  —  Si ,  z^  —  S2?  •  •  •  ^»  —  5n 
hlltton  wühlen  können,  ohne  dass  die  weiteren  Schlüsse  irgend 
wolohü  Aenderung  erfahren  hätten*),  und 

*)  woil  man,  wie  wir  gleich  nachher  sehen  werden,  ohne  Be- 
»ohrlinkung  der  Allgemeinheit  voraussetzen  darf,  dass  die  Coef&cienten 
diuver  unondlichen  Reihe  sämmtlich  unter  einer  bestimmten  endlichen 
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es  gilt  also  der  eben  ausgesfprochene  Satm  auch  dann,  wenn 
die  algebraische  Gleichung  (6)  durch  eine  nach  positiven  steigenden 
ganzen  Potenzen  der  bezeichneten  Grössen  fortlaufende  unend- 
liche Beihe,  d.  h.  durch  eine  in  der  Umgebung  der  Werthe 
^u  ii}  £2?  •••  tn  eindeutige  Function  von  t,  z^,  z^,  .,.Zn  ersetzt  mrd, 
die  für  diese  Werthe  selbst  verschtvindet. 

3.  Gehen  wir  nunmehr  zu  dem  Dififerentialgleichungsystem 
(1)  zurück  und  suchen  festzustellen  ^  ob  für  einen  willkürlich 
gegebenen  Werth  x=^  functionale  Ausdrücke  für  J^i,  J/g?  •  •  •  ^m 
existireU;  welche  in  (1);  (2)  eingesetzt  diesen  Gleichungen  in 
der  Umgebung  von  ^  für  einen  ganzen  Flächentheil  der  com- 
plexen  Yariabeln  x  Genüge  leisten.  Zunächst  konnte  ohne  Be- 
schränkung der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  angenommen 
werden,  dass  die  Gleichung  (2)  nicht  gleiche  Losungen  habe, 
oder  dass  nicht  mit  (2)  zugleich  für  willkürliche  x,  J/i j  ^2?  •  •  •  Vm 
die  Gleichung  bestehe 
(22)  BG(.,t,y,,...y„)  _  ^^ 

da  wir  im  entgegengesetzten  Falle  durch  rationale  algebraische 
Operationen  die  Gleichung  (2)  von  der  Vielfachheit  der  Lösungen 
befreien  konnten.  Mögen  nun  dem  willkürlichen  Werthe  a:  =  5 
die  ebenfalls  willkürlichen  Werthe  ^i  =  ^1,  ^2  ==  ^2?  •'•y»»  =  ^m 
zugeordnet  werden,  die  nur  der  Beschränkung  unterliegen 
sollen,  dass  der  in  Betracht  kommende  Zweig  t^  der  durch 
die  Gleichung  (2)  definirten  Function  t  von  Xjy^,  .  .  .ym  für 
^  =  i}  Vi  ==  Vi) ' "  ffm  ==  Vm  den  endlichen  und  einfachen  Wurzel- 
werth  t^  der  Gleichung 

(23)  Gii,t„m,n2,'--nm)  =  o 

annehme,  so  dass  also 


/dG(^,  t^,  rii,  Tj.,  ,..  r}^)\ 


von  Null  verschieden  ist. 

Nach  dem  eben  bewiesenen  Hülfsatze  wird  sich  der  zu- 
gehörige Zweig  t^  der  Gleichung  (2)  in  Folge  der  gemachten 
Annahme  in  eine  um  ^,i]i,  V29  -"Vm  innerhalb  bestimmter 
Exeise  mit  den  resp.  Kadien  Qq,  Qi,  q^,  -  -  *  Qm  convergirende 
Potenzreihe  von  der  Form  entwickeln  lassen 
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(24)  t^  =  ri  +  %{x  —  i)  +  a^{yi  -  rii)-] l-öm(j/m-  »?m) 

+  aoo(^"~5)^  +«11  (yi  —  Viy-\ \-amm(ym  —  Vmy 

+  %  (^  -  S)  (yi  -  »^i)  +  •  •  • 

+  öm-lm  (ym-1  —  '»?m-l)(ym  —  Vm)  +  «OOO  (^  "  ^f 

+ , 

und  somit,  wenn  diese  Entwicklung  von  t^  in  die  dem  Systeme 
(1)  zugehörigen  Functionen 

G-aiXy  t^.y^^y^,  ...  ym)  und  — ^^ ^-^ '- 

eingesetzt  wird,  sich 

^^^^dGlx,t^,y,,yi,'''yJ)'~'a  +  r(x--^,y,--r}i,yi--riir" 

ergeben,  worin  Ba  und  r  nach  positiven  ganzen  steigenden 
Potenzen  der  eingeschlossenen  Grössen  fortschreitende,  für 
^  =  I;  yi  =  ^1)  •  •  ym  =  ^m  vcrscliwindende  Reihen,  und  Aay  a 
Constanten  sind,  von  denen  die  letztere  durch  den  Ausdruck 


(26) 


Vm 


bestimmt  ist.  Da  aber  der  Annahme  nach  a  von  Null  ver- 
schieden ist,  so  lässt  sich  wiederum  nach  dem  vorigen  Hülfsatze 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  (25)  in  eine  nach  steigenden 
positiven  ganzen  Potenzen  von  x — 1?  yi  —  ^u  •  •  •  ym  —  Vm  fort- 
schreitende, in  der  Umgebung  von  ^yri^,.,.i]m  in  Kreisen 
convergirende  Beihe  entwickeln,  so  dass  die  Gleichungen  (1) 
in  der  Umgebung  dieser  Punkte  durch  das  Differential- 
gleichungsystem 


^  =  ^l(^  -  5,  yi  —  1?,,  •  •  -ym  —  Vm) 


(27) 


dx 

äy^ 
dx 


=  r^{x-'i,yi  —  rii,"'ym  —  rim) 


dy 


{dx  ^^"'(^  -^yyi—Viy"'ym  —  Vfn) 

ersetzt  werden  können,  worin  r, ,  rg, . . .  r,;»  wieder  Potenzreihen 
bedeuten,  die  innerhalb  der  mit  den  resp.  Radien  ro,ri,...r;„ 
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umi,fi^,...fim  gelegten  Kreise  convergiren  mögen.  Trans- 
formiren wir,  um  eine  kürzere  Schreibweise  für  den  nach- 
folgenden Beweis  zu  ermöglichen,  das  Differentialgleichung- 
system (27)  durch  die  Substitution 

(28)     a;  —  I  =  qX,    y^^ij^  =  Q  Yj,  "-ym  — Vm  =  QYm, 

worin  q  kleiner  als  die  kleinste  der  Grössen  Xq,  t^,  ...tm  sein 
soll,  so  erhalten  wir 

-Ty    ===  ^1  (^9  ^U   ^2>  '  •  •   ^m) 


(29) 


dX 

-t4    =*  ^2  {^)   ^1}   ^2»  •  •  •   Yn) 


dX 


^Y,, 


,~dX    "^  ^"*  ("^^   "^1'   ^2?  •  •  •   Ym), 

worin  SR^ ,  SRg»  •  •  •  ^m  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von 
X,  Fl,...  Ym  fortschreitende  Reihen  bedeuten,  deren  Con- 
vergenzkreise  nach  (28)  um  die  Nullpunkte  dieser  Variabein 
gelegt  sind,  und  deren  Convergenzradien  der  Grössenbestim- 
mung  von  q  zufolge  grösser  als  die  Einheit  sind.  Daraus 
folgt  aber,  dass  diese  Reihen  auch  convergent  sind,  wenn 
X  =  Fj  =  •  •  •  =s  Yi„  =  1  gesetzt  wird ,  d.  h.  dass  die 
Reihen  der  Goefficienten  an  sich  convergiren,  und  deren 
Moduln  also  sämmtlich  unter  einer  bestimmten  endlichen 
positiven  Zahl  Ä  liegen  müssen.  Stellt  man  nun  das  System 
(29)  mit  den  Differentialgleichungen 

'^^A{l  +  X+Z,  +  .-^  +  Z„  +  X'  +  Z,'-{-..- 

§§=  ^  {1  +  Z+ ^1 +•••  + -^m  +  X*  +  ^i' +  ••• 

+  Z„?+XZ,  +  -.+Z„-iZ^  +  :-} 


(30) 


dZ 

jf  =  Ä{l  +  X  +  Z,-{--.'  +  Z„  +  X^  +  Z,»  +  :. 

zusammen,  so  sieht  man  unmittelbar  durch  den  auf  die  beiden 
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Systeme  (29)  uud  (30)  wiederholt  ausgeführten  DiflFerentiations- 
process,  genau  wie  oben  für  algebraische  Gleichungen  gezeigt 
worden^  dass 

da  aber  aus  (30) 


dZ^       dZ., 


dZ 


in 


dX        dX  dX' 

also,  da  die  Nullwerthe  sich  entsprechen  sollen, 

(32)  Zi  =  Z, Z™  =  Z 

folgt,  so  wird  Z  durch  die  Differentialgleichung  definirt  sein 

(33)  g  =  ^(i+X  +  X^  + •.•)(! +  ^+^ +  •••)"• 
oder  durch 

(34)  S  =  ^(l  +  ^  +  X^+-). 

Da  nun  mit  Zuordnung  von  X  =  0,  Z=0  die  Beziehung 

(35)  (l  —  Zy^+^  =  l—Ä(m  +  l)(X  +  iX'  +  iX^ +  ''-), 

wie  durch  Differentiation  ersichtlich,  der  Gleichung  (34)  Ge- 
nüge leistet,  diese  aber  auch  in  die  Form  gesetzt  werden  kann 


(36)  Z=l-{l-^(m  +  l)(Z+iX»  +  iXs+-..)}"'+S 
und  somit  für  hinreichend  kleine  X  die  Function  Z  in  eine 
Potenzreihe  von  X,  also  in  eine  Reihe  von  der  Form 

verwandelt  werden  kann,  so  folgt  zunächst  wieder  aus  der 
Ungleichheit  (31),  dass  jedenfalls  auch  die  Reihe 

w       «-^(S).+S(S).+- 

um  X  =  0  herum  convergent  sein  wird. 
Da  aber  in  dieser  Reihe  unter 


diejenigen  Werthe  verstanden  sind,  welche  aus  dem  Systeme 
(29)  durch  successive  Differentiation  entstehen,  so  wird  Hx 


III.  Definition  nnd  Existenzbeweis  der  Integrale  etc.  29 

eine  Function  von  X  definiren,  für  welche  die  sämmtlichen 
Differentialquotienten  für  X=  0,  also  sämratliche  erste  Dif- 
ferentialquotienten für  beliebige  X  in  der  Umgebung  dieses 
Punktes  dem  Systeme  von  Differentialgleichungen  (29)  ge- 
nügen, und  somit 

w       ^-S(S).+?(S).+- 

I 

A  um  X  =  0  convergente  Reihen  darstellen,  welche  das 
Differentialgleichungsystem  (29)  befriedigen  und  Integrale 
dieses  Systemes  genannt  werden.     Wäre 

(-)     (S)-(S).=(S).=-=o. 

so  würde  Yx  constant  gleich  Null  sein,  und  sich  dann  aus 
der  Differentialgleichung 

für  willkürliche  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  gelegene 
Werthe  des  X  zwischen  den  übrigen  Integralen  Fj,  Fg, . . . 
Yx^i,  Fi+i,  •••  Tm  die  Beziehung 

(41)       Rxix,  r„ ...  r^_i, 0,  r,+„ •  ••  r„»)  =  o 

ergeben;  verschwinden  jedoch  die  Grossen  (40)  für  jedes  A, 
so  dass 

(42)  Yi=Y2 Ym  =  0 

ist  in  der  Umgebung  von  X  =  0,  so  wird 

(43)  gi;i(X,0,0,...0)  =  0 

sein  für  A  =  1,  2,  •.-  w,  d.  h.  es  dürfen  in  der  Entwickhmg 
^x  gar  Jceine  von  Y^,  F^, . . .  F«  freien  Glieder  vorlcommen,  und 
umgekehrt  sieht  man  unmittelbar,  dass,  wenn  dies  der  Fäll  ist, 
die  Beziehungen  (42)  ein  Integralsystem  bilden. 

Stellen  wir  nunmehr  das  für  das  System  (29)  gewonnene 
Resultat  mit  den  Substitutionen  (28)  und  den  Differential- 
gleichungsystemen (27)  oder  (1)  zusammen,  so  erhalten  wir 
den  folgenden  Fundamentalsatz  für  die  Existenz  und  Form 
von  Integralen  eines  Systems  algebraischer  Differential- 
gleichungen: 
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Für  das  System  von  Differentialgleichungen 


(44) 


m  welchem  t^  eine  Lösung  der  von  gleichen  Wurzeln  befreiten 
algebraischen  Gleichung 

(45)  G{x,t,yi,'"ym)  =  0 

ist,  gzM  es  zu  jedem  mllkürlich  gewählten  Werthe  |  von  x  stets 
nach  jpositiven  gaaizen  steigenden  Potenzen  von  x  —  |  fort- 
schreitende^  in  der  Umgdnmg  dieses  Punktes  S  convergirende 
Reihen,  welche  dem  Differentialgleickungsysteme  genügen,  also  ein- 
deutige, endliche  und  stetige  Integrale,  welche  für  x  =  i,  die 
heliebig  gegebenen  Werthe  VifV2}'"Vm  annehmen  und  somit  die 
Form  haben 

(46)    y.  =  ^i  +  -iT-idsA  +  ^-V^A  +  **-' 

vorausgesetzt  dass  der  dem  Werthesysteni  |,  i?i, . . .  i?m  zugeordnete 
Werth  Tj  der  Lösung  t^^  der  Gleichung 

(47)  ö(g,fi,  %,-..,„.)  =  0 

ein  endlicher,  und  dass  nicht 

vcrschmndeL    Für  den  Fall,  dass  in  der  EntwicJclung  von 

^x(^'  h>y\>  '"  ym) 
dG^(x,t,yy,,...yJj 

dt, 

für  A  =  1 ,  2, . . .  m  in  der  Umgebung  von  |;  i^i,  . . .  i^m  ncuJi 
ganzen  positiven  Potenzen  von  a?  —  5,  y^  — r  i^j,  •  •  •  y^,  — rim  keine 
von  yi  —  i?i,  ••'  ym  —  ijm  freien  Glieder  vorkommen,  wird  das 
Integralsystem  (46)  in  das  constante 

übergehen. 

Aber  das  in  (46)  gefundene  Integralsystem  ist  auch  das 
einzige  Ftmcticndlsystemy  welches  dem  Systeme  der  Differential'' 
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gleichungefi  (44),  (45)  Genüge  leistet  und  für  x  ^=  i  die  Werthe 
Vi}V2?  '*'Vm  annimmt. 

Denn  existirte  noch  ein  anderes,  also  auch  ein  anderes 
Integralsystem  für  die  Diflferentialgleichungen  (29),  welches 
ebenfalls  für  X  =  0  in  allen  seinen  m  Elementen  den  Werth 
Null  annimmt,  so  würde  man,  wenn  die  durch  die  Gleichungen 

(39)  bestimmten  Integrale  mit  Yi  bezeichnet  werden,  das 
zweite  Integralsystem  in  die  Form  setzen  können 

(48)  ri=F,  +  M,, 

worin  der  gemachten  Annahme  gemäss  u^^u^y,.,Um  für  X  =  0 
verschwinden  müssten,  und  danach  das  Differentialgleichung- 
system (29)  in 

(49)  l(^+^)=3i,(X,ri  +  «„-r„+tt,„)    (A=l,2,-m) 
oder  vermöge  (29)  selbst  in- 

(50)  S  =  ^-^  (^'  ^1  +"l'  •  ••   Tm  +  «*».) 

—  91,  (X,  r„  •  •    T™)    (A  =  l,2,..»») 

Übergehen.     Denkt  man  sich  nunmehr  auf  der  rechten  Seite 

dieser  Gleichungen  die  Entwicklungen  (39)  für  Y^,  Y^,.,.  Ym 
eingesetzt,  so  erhält  man  nach  positiven  ganzen  Potenzen 
von  X,  Ml,  «2;  •  ••^m  fortschreitende,  um  X  =  0,  w^  =  0,  •  •  • 
Wot  =  0  convergirende  Reihen,  die,  weil  die  rechten  Seiten  von 

(50)  für  M|  ==  Wj  =  .  . .  =  te^  =  0  verschwinden,  keine  von 
%,ti2,...Um  freien  Glieder  haben  dürfen,  so  dass  sich  zur 
Bestimmung  der  Functionen  m^,  ...Um  das  nachfolgende  System 
von  Differentialgleichungen  ergiebt: 


du 

ä^  =  i^lf  ^27"  ^m)i  +  (Wi,  ^2,  •  •  •  Um)2  H 


(51) 


du 

*"  ==  (Wi,  Wg,  •  •  •  Um\  +  (Mi  ,  Wg,  •  •  •  Um)2  + 


dX 

in  welchem  (u^;  Mg,  . ..  Um)a  eine  ganze  homogene  Function 
a*^^  Grades  von  m,,  ...Um  bezeichnet,  deren  Coefficienten  Potenz- 
reihen von  X  sind.  Da  aber  die  Existenz  der  Functionen 
^i;  %;  *  •  *  ^m  um  X  =  0  herum  vorausgesetzt  war,  so  können 
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wir  ans  dieselbe  punktweise  anf  einer  von  X==0  ausgehenden 
Linie«  so  lange  dieselbe  in  dem  zugehörigen  Convergenzbereiche 
verläuft^ berechnen;  nun  sieht  man  aber  au8(51)unmittelbary  dass 

G5). -(&).= •-C4-).-o, 

und  allgemein,  dass,  wie  aus  successiv^er  Differentiation  der 
Gleichungen  (51)  hervorgeht,  für  beliebige  q 

(^\_(ä9uA (^]^0 

ist,  woraus  folgt,  dass  die  Functionen  u^yU^y*  Um  längs  jeder 
beliebigen  von  X=0  ausgehenden  Linie  im  Convergenzbereiche 
um  X  (=  0  herum  identisch  Null  sind,  und  somit  nach  (48)  die 
neuen  Integralsysteme  von  (29),  also  auch  von  (44)  mit  den 
früheren  zusammenfallen. 

Sind  einzelne  dem  x  =  S  "zugeordnete  Werthe  von  ffi^ffi, 
. . .  y^  z.  B.  ijj,  1^2;  •  •  •  ^<^  unendlich  gross,  so  wird  man  die 
Differentialgleichungen  (1)  und  (2)  durch  die  Substitutionen 

11  1 

zu  transformiren  und  die  Werthe 

^i  =  Vg  ■=•••  =  V(f  =  0 

dem   X  =  ^   zuzuordnen   haben;    sind    dann   in   dem   neuen 
Differentialgleichungsystem  für  die  abhängigen  Variabein  r^,  v^, 
,.Vd,  yj-f-i,...ym  bei  Zuordnung  der  Werthe 

^  =  S,   V,  =0,  •••  VcT  =  0,   j/j+i  =  ^(y+i,...ym  =  -»?»» 
die  Bedingungen  des  Fundamentalsatzes  erfüllt,  so  dass  sich 

v^=-aa(^-|)  +  a;i2(a;-|)«  +  ...     (für  A  =  l,  2,  •.•*) 

!//*  =  -^/u  +  6/a  {x  —  l)-\-  6^2  (a:  —  1)2  H 

(fürft  =  d+  1,*  +  2,..-w) 

ergiebt,  so  folgt,  wenn  der  erste  nicht  verschwindende  Coefß- 
cient  der  i^^-Reihe  mit  axr  bezeichnet  wird,  vermöge  der  obigen 

Substitutionen 


oder 


yx  =  C  (^  -  ?)"■'  (1  +  '>!  (^  - 1)  +  •  •  •)"' 
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y,=  ^,,(a;-|)-'-A  +  A,^  ix-^r^x+'  +  ■■., 

es  enthalten  somit  diese  um  x  =  ^  eindeutigen  Functkmal- 
amdrücke  eine  endliche  Anzahl  negativer  ganzer  Potenzen  von 
x  —  i. 

Ist  endlich  der  betrachtete  rc-Werth  selbst  unendlich,  so 
hat  man  in  das  Differentialgleichungsystem  die   Substitution 

£ 

w 

zu  machen  und  dann  nachzusehen^  ob  die  Bedingungen  des 
Fundamentalsatzes  für  w?  =  0  und  die  zugehörigen  y-Werthe 
erfüllt  sind;  ist  dies  der  Fall,  und  hat  y^  die  Form 

yx  =  nx  +  A^  +  A^^  H 7 

so  wird  vermöge  der  gemachten  Substitution  sich 

yx  =  Vx  +  ^1^'  +  A^^  H ; 

also  eine  nach  negativen  steigenden  ganzen  Potenzen  von  x  fort- 
schreitende Beihe  ergeben^ 

während,  wenn  das  zugehörige  y^  selbst  unendlich  ist, 
also  nach  dem  Obigen  die  Entwicklung  die  Gestalt  hat 

y^  =  A^w-''  +  ^iMT-'^+i  ^  . . .  ^ 
sich  yj^  in  der  Form 
y^  =  A^x"-  +  A^af-^  H h  -^r  +  A+iX"^  +  ^r+a^r-^  -] 

ergiebt,  und  somit  eine  endliche  Anzahl  positwer  und  eine  un- 
endliche Anzahl  negativer  ganzzahliger  Potenzen  von  x  enthält. 

4.  Sei  nun  |,  ^ly  ^2;  •  •  •  Vm  ^hi  den  Bedingungen  des  oben 
ausgesprochenen  Fundamentalsatzes  genügendes  Werthesystem, 
für  welches  also  ein  Integralsystem  von  der  Form  existirt 

(52)  y^=,r,^  +  a,(x-^)  +  b,(x-ir  +  ---, 

welches  die  Gleichungen  (44),  (45)  für  die  in  der  Umgebung 
von  S  liegenden  Werthe  von  x  identisch  befriedigt,  so  ist 
zunächst  aus  dem  Umstände,  dass  die  Differentialgleichungen 
identisch  befriedigt  werden,  zu  ersehen,  dass  die  Reihen  (52), 
so  lange  sie  überhaupt  convergiren,  Integrale  des  Systemes 
(44)  bleiben;  nehmen  wir  nun  in  der  Umgebung  von  |  einen 
Punkt  5i  an,  berechnen  aus  (52)  und  den  durch  successive 
Differentiation  erhaltenen  Gleichungen 
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%4  fjrfij^  KjLciu>rL 


I 


♦I  -»1 

MO  wfrrd^  ilifinelhen  jedenfalls  in  einem  Bereiche  um  l^  heram 
eotiitf^^frtiif  and  in  dem  den  beiden  Bereichen  gemeinsamen 
ftatirnA  j^^  "»  j/^  sein;  denn  setzt  man  die  Reihe  (52)  in 
di«  Form 

(t^>^>)  y,.  -n,  +  ax  r(^  - 1.)  +  (I.  -  5)J 

«0  arp^Uihi  «ich  nach  bekannten  Eigenschaften  der  Potenzreihen 

ff,(})    y^^,,,  +  «,  (1.-1)  +  6,  (g.  -D*  + ... 


+  |2.1.&,+3.2-c,(|,  -S)+4.3.d,(|,-|)«+-]  ^'^- 

+ 

oilnr  ntich  (52)  und  (53) 

(r.7)  i/, "" (!/,), + C:\(^-i^) + ^f ©\_ (- - ^.r + •  •  • , 

ttnd  as  folgt  somit  einerseits;  dass  die  Reihe  (54)  eine  in  der 
tjtngc^bung  von  Si  convergonte  ist,  andererseits  für  die  den 
bnidf^n  Horniolum  gemeinsamen  Punkte  in  ihrem  Werthe  mit 
dnnt  von  f/^  eunammonnUIt. 

Im  Allgnnieinou  wird  nun  der  um  li  gelegte  Convergenz- 
ki'ois  nber  den  um  |  gelegton  hinausgreifen,  und  es  ist  leicht 
i^iuNUsohi^n ,  dans  die  als  Kortsotsungen  von  y^  erhaltenen 
Kutu>iiouot\  ^f^  ebenfalls,  vso  wie  es  die  Functionen  y^  der 
Vom\isseiKung  nach  thaton,  dem  Differentialgleichungsystem 
^44),  (45)  idf^ntisch  genügen  werden,   da  ^^  und  y^^  sich  in 
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einem  Flächenstück  deckten^  und  also  beim  Einsetzen  dieser 
Werthe  in  die  Differentialgleichungen  dieselben  für  den  ge- 
meinsamen Bereich  identisch^  also  auch  für  den  weiteren  Theil 
befriedigt  werden  müssen,  so  lange  die  Reihen  y^,^  überhaupt 
noch  convergent  sind.  Nehmen  wir  jetzt  wieder  einen  Punkt 
I2  iu  dem  neu  hinzugekommenen  Bereiche  an,  bilden  für 
diesen  genau  wie  oben  für  l^  die  zugehörigen  Reihen  nach 
Potenzen  von  x  —  Ig  fortschreitend,  so  haben  wir  weitere 
Fortsetzungen  der  Integrale  des  Differentialgleichungsystemes 
u:  s.  w.,  wobei  die  Fortsetzungen  sich  möglicherweise  nur  auf 
einen  begrenzten  Raum  der  rc-Ebene  erstrecken,  —  in  welchem 
Falle  man  von  einem  ausserhalb  dieses  Raumes  gelegenen 
iP-Werthe  aus  ein  neues  Integralsystem  construiren  kann,  — 
oder  auch  über  die  unendliche  Ebene  hin  sich  verbreiten 
können.  Kommt  man  mit  den  in  Kreisen  bewerkstelligten 
Fortsetzungen  zu  einem  Gebiete  zurück,  in  welchem  wiederum 
der  Ausgangspunkt  |  enthalten  istj  so  können  die  Werthe, 
welche  J/i,  !^2>  •••  3/m  ^^  diesem  Punkte  vermöge  der  letzt- 
erhaltenen Potenzreihen  annehmen ,  den  Ausgangswerthen 
Vi>V2y  *'-Vm  gleich,  aber  auch  von  diesen  verschieden  sein, 
wobei  zu  bemerken,  dass,  wenn  bei  der  Umkreisung  in  dem 
eingeschlossenen  Räume  Verzweigungspunkte  von  fliegen,  auch 
die  Differentialgleichungen  selbst  in  andere  ihrer  algebraischen 
Zweige  übergegangen  sein  können. 

Dass  man  in  der  Ebene  der  x  nicht  von  vornherein  die 
Räume  absondern  kann,  innerhalb  deren  derartige  Fort- 
setzungen wieder  zu  den  Ausgangswerthen  zurückführen,  die 
Integralfunctionen  also  eindeutig  sind,  hat  darin  seinen  Grund, 
dass  die  Existenz  eines  Systems  durch  Potenzreihen  darstell- 
barer eindeutiger  Integrale  im  Allgemeinen  nicht  bloss  von  dem 
Werthe  |,  sondern  auch  von  den  beliebig  dazu  geordneten  rii,%y 
. . .  ijm  abhängt,  wie  aus  dem  obigen  Fundamentalsatze  von 
der  Existenz  eindeutiger  Integrale  hervorgeht;  doch  giebt  es 
grosse  Klassen  von  Differentialgleichungen,  die,  wie  wir  später 
sehen  werden,  von  besonderer  Wichtigkeit  sind,  und  für 
welche  sich  diese  Räume  näher  fixiren  lassen.  Da  nämlich 
die  oben  gemachten  Einschränkungen  jenes  Satzes  lediglich 
vom  Charakter  der  Gleichung  (45)  abhingen,  in  welcher  einer- 
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seits  dem  gewählten  Werthesystem  ein  endlicher  Werth  r^  von 
fi  entsprechen  sollte,  andererseits  die  nach  i^  genommene  Äb- 
leitnng  der  Gleichung  mit  dieser  fnr  jenes  Werthesystem  nicht 
die  gemeinsame  Losung  Tj  haben  durfte,  so  wird,  wenn  ver- 
langt wird,  dass  die  Ansnahmestellen,  welche  die  Existenz 
in  ihrer  Umgebung  eindeutiger  Integrale  entweder  nicht  auf 
Grund  jenes  Fundamentalsatzes  erkennen  lassen  oder  für 
welche  solche  gar  nicht  vorhanden  sind,  lediglich  durch  die 
Werthe  der  a^-Yariabeln  und  nicht  auch  die  zugeordneten 
Werthe  der  Yariabeln  y^  y^j  "  -  Vm  bedingt  werden  sollen, 
nur  anzunehmen  sein,  dass  die  Gleichung  (45)  von  y^y^i-'-ym 
frei  ist  und  also  die  Form  hat 

(58)    9o{x)t-  +  g,{x)t-'^  +  >.'  +  g^{x)  =  0  =  G{x,{), 

worin  go{x),  gi(x)y  . . ,  gn{x)  ganze  Functionen  von  x  be- 
deuten, so  dass  das  vorgelegte  simultane  Differentialgleichung- 
system nunmehr  lautet: 

-~^t —  :^  =  ^i  \P^7  h?  yu  "•  ym) 


(59) 


dti       dx 


dG{x,t,)dy^^ 

^^ "55"  ^"^  ^^  ^l>  ^1?  •  •  •  ym)  7 


für  welches  die  Bereiche  eindeutiger  Integrale  folgendermassen 
festgestellt  werden  können.  Sei  das  Eliminationsresultat  von 
t  zwischen  den  beiden  Gleichungen 

(60)  G(x,t)  =  0    und    ^^?g^  =  0 

die  Gleichung 

(61)  Fix)=^0, 

so  werden  die  Lösungen  derselben  x^,  x^^  ...  Xq  jedenfalls 
Werthe  von  x  liefern,  welche  in  dem  oben  bewiesenen  Fun- 
damentalsatze Ausnahmepunkte  bildeten;  greifen  wir  von  diesen 
alle  die  Puukte  x^^x^y  ...Xd  heraus,  in  deren  Umgebung  sich 
t  nicht  nach  positiven  steigenden  ganzen  Potenzen  entwickeln 
lässt*),  tragen  diese  in  der  a: -Ebene  auf,  schneiden  ferner  irgend 
einen  einfach  zusammenhängenden  Theil  T  der  unendlichen 

*)  Die  Methoden,  diese  Pankte  zu  ermitteln,  lehrt  die  Theorie  der 
algebraischen  Functionen  einer  Yariabeln. 
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Ebene  heraus,  in  dem  sich  keiner  der  Punkte  x^,  X2f  » -  -  Xd 
befindet y  und  tragen  diejenigen  Lösungen  ^i,^2y"'io  der 
Gleichung 

(62)  ^o(a')  =  0, 

so^e  diejenigen  der  Pankte  «j+i,  Xi+„  ...x„  welche  in  dem 
Räume  T  liegen,  in  denselben  ein,  ziehen  endlich  von  diesen 
singulären  Punkten  weder  sich  selbst  noch  untereinander  sich 
schneidende  Linien  nach  der  Begrenzung  der  T-Fläche, 

so  wird  die  so  entstehende^  wiederum  einfach  zusammen- 
hängende Fläche  T',  für  welche  die  Begrenzung  der  T- Fläche 
und  die  je  zwei  Seiten  der  zuletzt  gezogenen  Querschnitte  Grenzen 
bilden,  die  Eigenschaft  haben,  dass  um  jeden  ihrer  Funkte  herum 
für  beliebig  zugeordnete  Werthe  von  y^Vi,»*-  ym  ein  eindeutiges 
Integralsystem  von  der  Form  (46)  existirt,  und  dass  die  inner- 
halb der  Fläche  T  in  der  oben  angegebenen  Weise  hergestellten 
Fortsetzungen  für  eine  wiUhürliche  Wahl  der  Bichtung  dieser 
Fortsetzungen  bei  der  Bückkehr  zu  dem  Ausgangswerthe  des  x 
auch  wieder  dieselben  Ausgangswerthe  von  Vi,  y^}  •  •  *  ym  liefern, 
die  so  erzeugten  Integralsysteme  also  eindeutige  Functionen 
von  X  innerhalb  der  Fläche  T  sein  werden. 

Ueberschreiten  wir  jedoch  mit  unseren  Fortsetzungen 
die  von  den  singulären  Punkten  aus  nach  dem  Bande  der 
Fläche  T  gezogenen  Querschnitte,  so  können  wir  durch  die 
angegebenen  Fortsetzungen  mit  anderen  Werthen  der  Integrale 
als  den  Ausgangswerthen  derselben  zum  Punkte  |  zurück- 
kommen. 

Da  aber  in  den  durch  die  Differentialgleichungen  (59) 
charakterisirten  Fällen,  in  denen  die  singulären  Punkte  nur 
von  den  a? -Werthen  und  nicht  von  den  zugehörigen  Werthen 
^17  ^29  •••  ^m  der  Integrale  abhingen,  die  Form  der  analytischen 
Entwicklung  der  Integrale  in  der  Umgebung  nicht  singulärer 
Stellen  unabhängig  von  den  Werthen  i}^,  i^g, . . .  i]m  dieselbe 
bleibt,  so  treten  diese  m  Grössen  als  willkürliche  Integrations- 
constanten  in  die  Integralausdrücke  ein,  die  man  dann  die  zu  dem 
betreffenden  Punkte  |  zugehörigen  allgemeinen  Integrale  nennt, 
während  diese  Integrale  für  eine  specielle  Wahl  numerischer 
Werthe  für  ^j,  %,  ,*,rjm  particuläre  Integrale  genannt  werden. 
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5.  Nachdem  im  Vorhergehenden  gezeigt  worden ^  dass 
jedes  Differentialgleichungsystem  (44)^  (45)  im  Allgemeinen 
um  jeden  Punkt  herum  —  nur  die  siugulären  Stellen  aus- 
genommen —  Integralsysteme  y^,  y^,  ...ym  besitzt,  welche 
unendlich  viele  in  convergente  Potenzreihen  entwickelbare 
Zweige  haben,  bleibt  noch  eine  besondere  Gattung  von  Inte- 
gralen solcher  Differentialgleichungsysteme  zu  betrachten  übrig. 
Bei  der  im  zweiten  Abschnitte  durchgeführten  Reduction  des 
allgemeiuen  Differential gleichungsystems  I.  (11)  auf  die  Jacöbi- 
Weierstrass'Bche  Normalform  war  vorausgesetzt  worden,  dass 
das  dortige  if\ta)  oder 

(63)  -^i 

nicht  verschwindet,  und  nur  unter  dieser  Voraussetzung,  die 
stets  als  erfüllt  angenommen  werden  durfte,  so  lange  x,  y^ , 
. .  .ym,  als  von  einander  unabhängig  betrachtet  wurden,  war 
die  Reduction  auf  die  Normalform  durchführbar.  Aber  es 
könnte  das  gegebene  Differentialgleichungsystem  ein  Integral- 
system ^1,  ^2»  •••  2^«  besitzen,  für  welches  neben  der  Gleichung 

dG(x^t^,y^,y^,,,.y^ 

(64)  6r(ir,^i,  y^,  y^,  •••  yrn)  =  0  auch  — ^ ^-^ ^  =  0 

erfüllt  wäre,  und 

wir  wollen  ein  System  von  Integralen  des  gegebenen  Bif- 
ferentialgleichungsystemSy  welches  den  beiden  GUichungen  (64) 
zugleich  genügt,  ein  singuläres  Integralsystem  nennen. 

Zur  Auffindung  der  singulären  Integralsysteme  bemerke 
man  zunächst,  dass,  wenn  man  t^  zwischen  den  beiden  Gleich- 
ungen (64)  eliminirt,  sich  eine  stets  herstellbare  algebraische 
Beziehung 

(65)  c>(^;2^i,y2?---^m)  =  0 

zwischen  den  zu  bestimmenden  Elementen  y^  y^y  •  'ym  des 
singulären  Integralsystems  ergiebt;  setzt  man  nun  den  aus 
(65)  folgenden  Werth  von  ym  algebraisch  durch  x,  y^,  y^y 
' '  ym—i  ausgedrückt  in  das  Differentialgleichungsystem  m^' 
Klasse  ein,  so  erhält  man  ein  algebraisches  Differential- 
gleichungsystem m  —  1*®'  Klasse,  das  wiederum  in  die  Normal- 
form umgesetzt  laatet: 
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(66) 


dti  dx 


=  ^l(^;toyi;-ym-l) 


dg{oc,i,,y,,.,,y^^_^)  dy,,^_^ 


wenn  t^  durch  die  algebraische  Gleichung 

(67)  Ö'(^;t,,yi,...j/n,^i)  =  0 

bestimmt  ist,  und  welches  die  m  —  1  Elemente  y^^  ^g,...  ym—i 
des  gesuchten  singulären  Integralsystemes  jedenfalls  zu  einem 
Systeme  von  Integralen  haben  wird;  ist  dieses  wiederum  ein 
singuläres  Integralsystem  der  reducirten  Differentialgleichungen 
(66),  ist  also  ausser 
/     X    -     -  -        \        n  i,  ^9(^>ti,y,,y,,...y^_^) 

gi^y^ijyiyy^y'" ym-i)  =  o   auch  -^ ^^^ '-  =  o 

erfüllt,  so  würde  auch  zwischen  y^^y^y  ...^»n— i  und  x  eine 
algebraische  Beziehung  statthaben,  vermöge  deren  dann  das 
System  (66)  von  neuem  auf  ein  solches  m  —  2*^^^  Klasse  reducirt 
werden  könnte;  fahren  wir  so  fort,  so  kommen  wir  entweder 
zu  einem  Systeme  von  Differentialgleichungen,  für  welches 
ein  nicht  singuläres  Integralsystem  einen  Theil  der  Elemente 
des  singulären  Systems  von  (44)  liefert,  während  die  anderen 
Elemente  aus  diesen  vermöge  der  successive  sich  ergebenden 
algebraischen  Relationen  (65)  u.  ä.  hervorgehen,  oder  wir 
kommen  schliesslich  zu  einem  aus  einer  Differentialgleichung 
bestehenden  Systeme: 

v^^)  W, d^       "'^  ^^'  ^1'  ^1^ ' 

worin  u^  der  algebraischen  Gleichung 

(69)  h  {x,  Mj ,  yj  =  0 

genügt;  für  diese  kann  y^  ein  nicht  singuläres  Integral  sein, 
es  können  jedoch  auch  zu  gleicher  Zeit  die  beiden  Gleichungen 
bestehen 

so  dass  durch  Elimination  von  w^  zwischen  diesen  sich  y^, 
also  auch  all'  die  früheren  Elemente  yt,  ...ym  aIs  algebraische 
Functionen  von  x  ergeben.     Daraus  folgt  somit  der  Satz: 
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Die  Bestimmung  der  singulären  Integrale  des  Differentiai- 
gleichungsystemes  m*^'  Klasse  (44)  fiihrt  entweder  auf  dem  an- 
gegebenen Wege  zu  algdyraischen  Functionen  von  x  für  die 
m  Elemente  y^y  y^y  •  "Vm  des  singulären  Integraisystemes  oder 
sie  erfordert  die  Auffindung  eines  Systemes  von  nickt  singulären 
Integralen  eines  Differentialgleichungsystems  niederer  Klasse, 
während  die  übrigen  Integraleletnente  durch  bekannte  algdyraisdie 
Belationen  mit  diesen  Integralen  verbunden  sind;  in  allen  Fällen 
muss  nachträglich  verificirt  werden,  dass  die  gefundenen  Elemente 
auch  tcirJdich  ein  System  von  Integralen  des  gegAenen  Diffe- 
retitialgleichungsystemes  (44)  bilden. 

Es  wird  somit  die  Untersuchnng  des  Charakters  der 
singulären  Integralsysteme  in  der  Umgebung  der  einzelnen 
Punkte  der  a; -Variablen  auf  die  analoge  Untersuchung  für 
nicht  singulare  Integrale  von  Differentialgleichungsystemen 
niedrigerer  Klasse  zurückgeführt^  und  ausserdem  die  Bedingung 
für  die  Existenz  singulärer  Integralsysteme  ermittelt  sein. 

Wie  nun  der  Charakter  eines  jeden  Integralsystems,  das 
zu  einem  beliebigen  Werthe  von  x  gehört,  zu  untersuchen  ist, 
soll  in  diesem  Kapitel  noch  nicht  erörtert  werden^  da  es  hier 
vielmehr  darauf  apkam,  nachzuweisen,  dass  es  überhaupt 
Functionalsysteme  giebt,  welche  als  Integrale  des  Differen- 
tialgleichungsystems betrachtet  werden  dürfen,  und  dass  für 
jeden  Werth  g  von  x  im  Allgemeinen,  d.  h.  gewisse  singu- 
lare Werthe  von  x  ausgenommen,  immer  nur  bestimmten 
Bedingungen  unterworfene  Werthesysteme  der  abhängigen 
Yariabeln  existiren,  für  welche  die  in  der  Umgebung  dieses 
Werthes  £  geltenden  Integrale  nicht  in  Eeihen  entwickelbar 
sein  müssen,  welche  nach  positiven  steigenden  ganzen  Potenzen 
von  X  —  S  fortschreiten.  Die  allgemeine  Untersuchung  des 
Charakters  der  Integrale  in  der  Umgebung  eines  beliebigen 
Punktes  ohne  jede  Beschränkung  des  zugehörigen  Werthe- 
systems  von  y^,  ..,ym  wird  später  durchgeführt  werden. 

6.  Wenden  wir  nunmehr  die  in  diesem  Abschnitte  be- 
wiesenen Sätze  auf  die  von  gleichen  Factoren  in  Bezug  auf 

— -  befreite  Differentialgleichung  w*®'  Ordnung 
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an,  welche  durch  das  System  von  Gleichungen  IL  (41),  (42) 
ersetzt  werden  konnte,  so  folgt,  wie  unmittelbar  ersichtlich, 
der  nachstehende  Satz: 

Ist  I  irgend  ein  Werth  der  Variabein  x,  so  giebt  es  stets 
eine  nach  ganzen  positiven  steigenden  Potenzen  von  x  —  i  fort- 
sckreitendey  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  convergente  Beihe 
für  z  in  der  Form 

^         b-r     ij      &i-r       2!       ^^        '      (w—  1)!    ''*""^ 

also  eine  in  der  Umgebung  von  S  stetige  y  endliche  und  ein- 
deutige Function  von  x,  welche  der  Dijferentialgleichu/ng  (70) 
Genüge  leistet,  und  für  x  =  ^  nebst  ihren  w  —  1  ersten  Ab- 
leitungen die  mllkürlich  gegebenen  Werthe  g,  5^,  ^27  •  •  •  5»— 1 
annimmty  vorausgesetzt,  dass  der  Coefßdent  der  höchsten  Potenz 

von  —  für  das  specielle   Werthesystem 

ni(M  verschwindet  *)y  und  der  für  dieses  Werthesystem  sich  er- 
gebende Ausdruck  von  ( — -)    nicht  eine  mehr  flache  Lösung  der 

Gleichung  (70)  ist;  und  dieser  Functionalwerth  von  z  ist  in 
der  Umgebung  von  |  der  einzige,  welcher  der  Differentialgleichung 
Genüge  leistet  und  nebst  seinen  Ableitungen  die  vorgeschriebenen 
Werthe  annimmt.    Die  Bestimmung  der  singulären  Integrale 

*)  Es  genügt  nach  dem  Früheren,    einen  Zweig  der  durch  die 

d^0 
algebraische  Gleichung  (70)  für  — -  definirten  Function  zu  betrachten, 

dx 
der  für  das  Werthesystem  |,  f,  ti,  ...  Sn—i  Dicht  unendlich  wird,  und 

es  mag  der  oben  gewählten  Form  (70)  wegen  noch  hinzugefügt  werden, 

dass  die  höheren  Ableitungen  von  z  von  der  n  +  1*®°  Ordnung  an  sich 

sämmtlich  rational  also  eindeutig  durch 

dz  d^'-^z 

X,  z  f  -j— ,  •  • L 

äx'        dx""-^ 

und  den  fest  gewählten  Zweig  der  n^"  Ableitung  ausdrücken  lassen. 
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der  Differentialgleichung  (70)  liefert  entweder  z  als  algebraische 
Function  von  x  oder  als  ein  nicht  singuläres  Integral  einer 
Differentialgleichung  von  niederer  Ordnung  als  der  n^\ 

7.  Wir  wollen  von  dem  oben  bewiesenen  Fundamental- 
satze über  die  Existenz  eindeutiger  Integrale  noch  eine  An- 
wendung auf  einen  Hülfsatz  machen^  den  wir  im  Folgenden 
häufig  brauchen  werden. 

Seien  n  Gleichungen 


(71) 


^Fn{Uij    ^2,    •  •  •  tin,    V)  =  0 

zwischen  den  n  abhängigen  Yariabeln  u^,  u^y  ...  Un  und  der 
unabhängigen  Variabein  v  gegeben ^  und  mag  dem  Werthe 
t;  =  Vq  eine  Werthecombination  u^^  Wg^  •  •  •  ^^  entsprechen, 
während  das  System  (71)  der  Bedingung  unterliegt,  dass 
JFi,  F^j  • ' »  Fn  eindeutige  Functionen  von  Wj,  /. .  w«,  v  in  der 
Umgebung  von  u^^  u^^  . .  •  «*«^,  Vq  bedeuten,  und  die  Deter- 
minante 


(72) 


D 


dF, 

dF, 

■ÖF, 

dUi 

du^ 

^-n 

8F. 

i)F, 

dF^ 

dui 

du^ 

du„ 

• 

dui  du^ 


du. 


n 


für  V  =  Vo ,  Wi  =  Ui^y  •  •  •  M„  =  Un?  von  Null  verschieden  ist. 
DifiFerentiirt  man  die  Gleichungen  (71)  nach  v,  so  dass  man 


(73) 


(dF^  du^        dF^  du^ 
dui     dv   "•"  du^    dv     * 

dF^  du^        dF^  du^ 
dui    dv     *    du^    dv     ' 


+ 


+ 


du^    dv 
dF,  du 


8 


n 


du„   dv 

n 


dv 
dv 


dF^  du.        dF^  du^ 


dui     dv     *    du^    dv 
erhält,  so  ergiebt  sich 


dF^  du^ 

^  n  n 


dF. 


n 


du^    dv 


dv 
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(74) 


dui 

dv 

du^ 

dv 

• 

du^ 

n 

/■„(«l.M;i,    •   • 

■«♦,.«') 

dv  D 


und  da  den  gemachten  Voraussetzungen  zufolge  sieb  die 
rechten  Seiten  dieser  Differentialgleichungen  in  nach  ganzen 
positiven  steigenden  Potenzen  von 

fortschreitende,  convergente  Reihen  entwickeln  lassen,  so 
werden  u^yU.^,  . , .  Un  nach  dem  obigen  Fundamentalsatze  sich 
in  der  Umgebung  von  Uj^j  . . .  Un^,  Vq  in  eben  solche  Potenz- 
reihen von  V  —  Vq  entwickeln  lassen,  und  wir  finden  daher 
folgenden  Hülfsatz: 

Wenn  in  dem  Oleichungsysteme  (71)  dem  v  =  Vq  ein  Werthe- 
System  u^y  , .  .Un  entspricht,  in  dessen  Umgibung  F^,  . .  ^  Fn 
eindeutige  Functionen  der  Variabein  sind,  und  für  welches  die 
Determinante  D  von  Null  verschieden  ist,  so  lassen  sich  w^, 
Wg  j  . .  .  Wn  in  der  Umgebung  von  v  =  «^o  ^^  Potenzreihen  von 
der  Form  entwickeln 



Un  —  Un^  =  a/«>(«;  —  Vq)  +  ag^«)  (V  —  VqY  +   '" 

8.  Nachdem  oben  gezeigt  worden,  dass  im  Allgemeinen 
für  beliebig  gegebene  Werthe  i^i;  ^2?  - » -Vm  von  y^,  j/g,  ...j/m 
in  einem  Punkte  o;  =  5  zu  diesem  Punkte  gehörige  analytische 
Functionen  (46)  existiren,  welche  dem  Differentialgleichung- 
systeme identisch  genügen,  werden  wir  auch  umgekehrt,  weil 
nach  dem  vorigen  Hülfsatz  die  nach  i^i;  i^g;  •  •  •  Vm  genommene 
Determinante  D  der  Gleichungen  (46)  für  a?  =  S  den  Werth  1 
annimmt,  ly^,  %,  >  >  .rim  als  Functionen  von  x,  y^,  y^,  .  >  >ym 
betrachten  dürfen,  und 

unr  erhalten  somit  neben  der  Form  der  Integrale  (46)  für 
das  Differentialgleichungsystem  (1),  (2)  amh  die  nachfolgende: 
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(76) 


Vi  =  <»1  (^7   2/1  >    •  •  •  Vm) 

» 
•  •  •  •  •  « 


worin  ri^y  ^  *  .rjm  toillJcürliche,  einem  bestimmten  Werthe  |  ent- 
sprechende Werthe  von  y^,  -  .  *  ym  bedeuten;  wir  wollen  die  0 
selbst  zum  Unterschiede  von,  den  vorher  definirten  Integralen 
yi7  y^}  '••ym  integral functionen  nennen. 

Hat  man  aber  die  Integrale  des  Systems  auf  die  Form 

(76)  gebracht,  in  welcher  die  m  von  einander  unabhängigen 
Constanten  tji,  %,  •  • .  ^w  nur  auf  der  einen  Seite  dieser 
resp.  Gleichungen  enthalten  sind,  so  ist  klar,  dass,  wenn 
man  irgend  eine  der  Gleichungen 

(77)  rjr  =  G)r{x,  ^1,  y^y  ...  ym) 

nach  X  differentiirt  und  statt  der  Di/ferentialquotienten  -j^y 

•  •  •  -^  die  durch  die  Gleichungen  (1)  gegebenen  Werthe  einsetzt, 
die  sich  ergebende  Gleichung 


wenn  der  Werth  von  t^  aus  der  Gleichung  (2)  substituirt  unrd, 
eine  in  x,  y^,  3/2?  •  •  •  2/ w  identische  sein  muss,  da  sich  die  sonst 
folgende  analytische  Beziehung  zwischen  x,  y^^  y^y  •  •  •ym 
nicht  mit  der  die  willkürliche  Constante  rir  enthaltenden 
Relation  (77)  vereinigen  Hesse. 

Es  ist  endlich  noch  unmittelbar  zu  sehen,  dass 

in  dem  angegebenen  Sinne  auch  jede  aus  m^,  Og  >  •  •  •  ß'm 

gebildete  Function  eine  Integralfunction  des  Differentialgleichung' 

Systems  (1)  ist, 

indem 

(79)  «^^  (fi>l  ;    CJg  ,    ...  Com)  =  C 

gesetzt  durch  Differentiation  nach  x  mit  Benutzung  der  DifFe- 
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rentialgleichungen  (1),  (2)  eine  in  ^^  y^  ^ . .  .^m  identische  Gleichung 
liefert,  da 


(80) 


dt,  J 


+ 


vermöge  der  Gleichungen  (78)  identisch  befriedigt  wird; 
hierbei  ergiebt  sich  G  nothwendig  als  eine  Function  der  will- 
kürlichen Constanten  ly^ ,  .  • .  i^m,  welche  nach  (79)  durch  die 
Beziehung  bestimmt  ist 

(81)  C  =  Ä(l^l  ,    122>    •  •  •  '^m). 


IV.    Uebep   die  Mnltiplicatoren   von   Differentialgleichnng- 

systemen  beliebiger  Klasse. 

!•  Seien  die  einem  Werthe  x  =  %  entsprechenden  Werthe 
^1 ;  ^2 ;  ' '  »Vm  der  abhängigen  Variabein  y^^  y^y  .  •  .ym  des 
Differentialgleichungsystems  (1)  und  (2)  des  vorigen  Ab- 
schnittes von  der  Art,  dass  die  Bedingungen  des  Funda- 
mentalsatzes erfüllt  werden ;  so  können  wir  nach  den  im 
vorigen  Abschnitte  gemachten  Auseinandersetzungen  für  das 
kürzer  in  der  Form 


(1) 


Ä  =  ^1  (^^  yi  ^  •  •  •  y^) 

dx 


Fiiso,  yi,  ...ym) 


dy, 


m 


dx 


=  Fm(x,  yi,  ...ym) 


geschriebene  Differentialgleichungsystem,  in  welchem  F^^  F^y 
.,.Fm  algebraische  Functionen  von  a:,  y^,  2/2;  •  •  •  y»»  ^^-' 
denten,  die  um  a:  =»  |  gültigen  Integrale  in  der  Form  dar- 
stellen 
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(2) 


1^2  =  Ö2  (^7    yi  »   ^2  >    •  •  •  Vm) 


woraus  die  durch  Differentiation  hergeleiteten  Gleichungen 

dm  ^  da 

(3)  jf+S^"^'^^     (fara  =  l,2,...m) 

sich  in  x,  y^  y^i  . » -ym  identisch  ergehen. 

Eine  Function  M  von  x,  y^y  . ,  .ym  soll  ein  MuUipli- 
cator  des  Differentialgleichungsysfems  (1)  genannt  werden,  wenn 
die  Gleichung 

^  ^  dx    ~      dy^      ^      dy^      ~         '       dy„^ 

identisch  für  alle  x,  y^ ,  y^,  •  ^  »ym  befriedigt  wird, 
oder  da  vermöge  (1) 

V  >'  dy^^  dyj^         •         dyj^         dyj^    dx     '  dy^ 

und 

aM  ,  a^^  ,  a^^  ,       ,  dM  ^y^n  _dM 

dx     '    ^t/i    dx     •    ^yg    da;  "•"  ^Vm   ^x  dx 

isty 

w;mn  M  als  Function  von  x,  j/j ,  yg ;  •  •  •  ym  aufgefasst  der 
Gleichung 

W  d^  ^^\dy,  ^  dy,^       ^  dyj 

identisch  genügt*). 

Es  sollen  zunächst  einige  einfache  Beziehungen  zwischen 

den  Integralfunptionen  o^ ,  o^  ^  . . .  o^  und  den  Multiplicatoren 

entwickelt  werden.    Setzen  wir  nämlich  eine  Integralfunction 

(Q  in  die  Form 

M 

(7)  71^(0  {x,  yi,  y2,  . . .  ym)  =  j^, 

worin  M  ein   Multiplicator   des   Systems   (1)  sein   soll;   so 
folgt  vermöge  (3) 

*)  Die  Definition  des  Mnltiplicators  ist  offenbar  noabhängig  von  der 
Annahme,  dass  das  Differentialgleichungsystem  (1)  ein  algebraisches  ist. 
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und  diese  Gleichung  geht^  da  offenbar 

1  ^Q  1  ^Q  1  ^Q 

identisch  erfüllt  ist,  in 

über,    woraus    folgt,    dass,    weil    M   als   Multiplicator    der 
Gleichung  (4)  genügt,  auch 


eine  in  x,  y^^  ..  .ym  identische  Gleichung,  d.  h.  auch  M^ 
ein  Multiplicator  ist;  wir  finden  somit, 

dass  jede  Integralfunction  sich  als  Quotient  zweier  Multi- 
pUcatoren darstellen  lässt. 

Umgekehrt  folgt  aber  auch  leicht, 

dass  jeder  Quotient  zweier  MultipUcatoren  eine  Integral- 
function  des  Systems  von  Differentialgleichungen  liefert; 

denn,  wenn  M  und  M^  Multiplicatoren  sind,  so  bestehen 
nach  (4)  die  identischen  Gleichungen 


(10) 


m  m 


i?+:sif^.+^:ss-« 


m  m 


und  somit,  wenn  oben  mit  M^y  unten  mit  M  multiplicirt, 
und  die  beiden  Gleichungen  von  einander  abgezogen  werden, 
durch  Division  mit  M},  wie  unmittelbar  zu  sehen, 

(")  ^  +1?  T~^  ^.  -  0. 


1  « 
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es  ist  somit  Dach  der  in  Gleichung  (3)  gegebenen  Definition 

M 

j^  eine  Integralfunction. 

Der  Beweis  von  der  Existenz  eines  Multiplicators  für 
ein  Diflferentialgleichungsystem  beliebiger  Klasse  wird  in  dem 
folgenden  JacoMschen  Satze  mit  enthalten  sein. 

2.  Nach  der  Peststellung  der  Beziehungen  zwischen 
Integralfunctionen  und  Multiplicatoren  soll  ein  wichtiger  Satz 
vom  leisten  Multiplicator  hergeleitet  werden. 

Zunächst  ist  leicht  einzusehen,  dass,  wenn  man  eine 
Integralfunction  des  DiflFerentialgleichungsystemes  (1)  kennt, 
d.  h.  einen  analytischen  Zusammenhang  a^  zwischen  x,  t/^, 
.  . .  ym  anzugeben  weiss  von  der  Art,  dass,  wenn  i^^  eine 
willkürliche  Oonstante  bedeutet, 

(12)  c3^(Xy  yi,  ..•ym)  =  iJi 

nach  X  total  dififerentiirt  mit  Benutzung  der  aus  den  Diffe- 
rentialgleichungen   sich   ergebenden   Werthe    von    ^;  ^? 

dy 
'  •  •  -T—  identisch  verschwindet,  das  Diflferentialgleichungsystem 

m*®'  Klasse  dadurch,  dass  man  aus  (12) 

(13)  ym  =  ^i{x,  y^,  .,.  y^-i;  i^i) 

in  die  ersten  m  —  1  Diflferentialgleichungen  (1)  einsetzt,  in 
ein  solches  m  —  1*®'  Klasse  übergeht,  welches  wir  in  der 
Form  darstellen  wollen: 


(14) 


5^     =/l(«,  Vi,  ••.y«-i,  ni) 


^ym  —  1  j*  /  \ 

ax       =  fm-l(X,   yi  ,    ...  J/m-1  ,   Vl)> 


wobei  wir  uns  jetzt  die  rechten  Seiten  nicht  mehr  als  alge- 
braische Functionen,  sondern  in  Form  von  unendlichen  Reihen 
denken  müssen; 

die  Kenntniss  einer  Integralfunction  gestattet  somit  die 
BeducMon  der  Klasse  eines  Differentialgleichungsystems  um  eine 
Einheit 
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Sei  nun  ausser  dieser  Integralfunction  (o^  noch  ein  Multi- 
plicator  ]U  des  Systemes  (1)  bekannt^  und  werde  eine  Function 
N  von  Xy  t/i,  '  •  »Vm,  wenn  y^  mit  Hülfe  der  Gleichung  (13) 
herausgeschaiFt  wird,  mit  (N)  bezeichnet,  welche  somit  nur 
noch  von  Xj  y^,  ...  ym-^i?  i?i  abhängt,  so  soll  jetzt  die  Be- 
deutung des  Ausdruckes 

(15)  7^  =  ^. 


für  das  Dififerentialgleichungsystem  (14)  festgestellt  werden. 
Da  M  ein   Multiplicator,   und  cD|   eine  Integralfunction 
des  Systemes  (1)  sind,  so  gelten  die  Gleichungen 


(16) 

dx     '  ^       dy^ 

(17) 

m 

1             V 

und  setzt 

man  zur  Abkürzung 

(18) 

SO  dass  nach 
(19) 

dto, 

(15) 

wird,  so  soll  gezeigt  werden,   dass  M^  ein  Multiplicator  des 
reducirten  Systemes  (14)  ist,  oder  dass  nach  Gleichung  (4) 


m  —  1  77»  —  1 

(20)  Ti  +  2!fo~^^^  +  ^•2^4  =  0 

identisch  für  alle  rr,  y^,  . . .  j/m— i  erfüllt  ist. 
Bemerkt  man  aber,  dass  nach  (13) 

^     ^  dx  dx    *    dy^  dx  '        dx        dx*    dy^  dx 

(<2^\         ^^  ^d_M.dM^da^        d{v)  ^  dv    .     dv    dSl^ 

(für  9  =  1,  2,  .--m  -  1), 
dass  ferner  aus 

Koenigsberger,  Lehrbuch.  4 
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(23)     F^Axy  j^i,  ...y^^i,  Sli)  =  fo(x,  y^,  ...j/m-i) 

(für  9  =  1,  2,  •    •  w  —  1) 

durch  Differentiation 

ferner  aus 

~dx  —  dx  —      ^  ^  ^  ^^ '  *  '  *  y^~~^ '  y^^ 
die  noth wendig  in  Xj  i/, ,  . . .  y^-i  identische  Gleichung 

(25)       ?^   .   1^/;  +  1^1/;  +  . . .  +  ^^-/;_i 

folgt^  dass  sich  endlich  durch  Differentiation  der  in  x,  y^, 
.  . .  ym—xy  ym  idcutischen  Gleichung  (17)  nach  y^,  mit  Berück- 
sichtigung von  (18) 


m  m 


ergiebt,  so  folgt  unmittelbar  durch  Einsetzen  der  durch  die 
Gleichungen  (21),  (22),  (23),  (24)  gegebenen  Werthe  der 
linken  Seiten  derselben  mit  Berücksichtigung  der  identischen 
Beziehungen  (25),  (26)  und  der  Identitäten  (16),  (17)  in  die 
linke  Seite  der  Gleichung  (20)  oder,  was  nach  (19)  dasselbe 
ist,  in 

m  —  1 

('■)r-wf+^'-.(w'if-wff) 

dass  dieselbe  identisch  gleich  Null  wird,  und  es  ist  somit  die 
obige  Behauptung  erwiesen. 

Wir  erhalt.en  daher  den  folgenden  Satz: 

Kennt  'tnan  eine  Integf-alfunction  ci,  (rc,  y, ,  ...i/,„_i,  y„^ 
des  Sy Stentes  (1)  det*  tn*®"  Klasse  und  einen  MtdtipliccUor  M 
desselben,  so  mrd  nmn  aucli  stets  fiir  das  durch  das  Integral 


'm^ 
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durch  Elimination  von  ym  reducirte  Differentialgleidhungsystem 
m  —  1*®'  Klasse  (14)  einen  MuUiplicator  kennen^  der  sich  in 
der  Form 

ergiebt,  wenn  die  rechte  Seite  vermöge  des  gegebenen  Integrales 
durch  Elimination  von  ym  ols  Function  von  x,  y^ ,  . . .  y,„-_i 
dargestellt  ist. 

Seien  nun  ausser  dem  Multiplicator  des  ursprünglichen 
Systems  von  Diflferentialgleichungen  ßwei  lutegralfunctionen 
desselben  gegeben 

(28)    Oi(^,yi,...j/m-i,ym)=i2,,    c'2(^,yi,...ym-i,ym)=i?2; 

so  werden,  wenn  aus  der  ersten  Integralgleichung 

(29)  ym  =  Sl^{x,  j/i ,  ...  ym-i ,  r^^) 

ausgerechnet  und  in  die  Differentialgleichungen  eingesetzt 
wird,  einerseits  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze 

(30)  M,  =  /-^ 
ein  Multiplicator  des  reducirten  Systems,  andererseits  aber  auch 

(31)  G)2  (^;  J/l  ?  •  •  •  J/m-l ,  ^i)  =  %       odeT      {(O^)  =  % 

ein  Integral  dieses  Systems  sein;  denn  als  Integralfuuction 
des  ursprünglichen  befriedigt  es  die  Gleichung 

(ß2)^-^+P^F,-\-p^F,  +  ^''  +  J^^-Fm-i  +  P^F„,==0 
^     ^   ox    ^  dy^      ^    ^    dy^      ^  ^  dy„^_i    ""       '    dy„^ 

identisch,  und  da 

^     ^     dx  dx    '^  ^ßj    dx_  ^         dy  dy,^     '     dSl^   dy 

(für  ^=  1,  2,  •  .    m  —  1), 
so  folgt  nach  (23)  und  (32) 

aß,  \dx  -^jLf  dy/^l     dy^-^^^ 

4* 
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oder  rermoge 

(25) 

ond 

(29)  die  in  ar, 

Ä, 

GlericboDg 

«—1 

(35) 

^^•») 
^dp 

+^  '^  ^. 

^—t  identisehe 


A,  b«  die  GleJchiuig  (31)  ist  eine  Integralgleiehiing  des  reda- 
eirten  Differentialgleichnnggysteins  (14).  Da  nun  jetzt  aber 
reimSge  (30)  nnd  (31)  ein  Miiltiplicator  nnd  ein  Integral 
den  redneirten  DifFerentialgleicbQngsjstems  (14)  bekannt  sind, 
HO  wird  sicb^  wenn  vermöge  der  Gleicbnng  (31) 

(36)  y^^t  =  a^(x,  y,,  ...y«_2,  Vu  nd 

in  die  ersten  m  —  2  Differentialgleicbongen  von  (14)  snb- 
stiinirt  wird,  ein  Differentialgleicbnngsystem  m  —  2^  Klasse 


(37) 


^y»,^2 


=  9>m—2{^y  Vif  • .  •  y«!— 2) 


dx 

ergeben,  für  welches  ein  Malüplicator  bekannt  sein  wird  in 
der  Form 

(38) 

worin  der  Ausdruck  recbts  so  zu  verstehen  ist,  dass  man 
aus  der  ersten  Integralgleichung  (28)  ym  ausrechnet,  in  die 
zweite  Integralgleichung  einsetzt,  so  dass  sich  (co^)  *=  %  ^^' 
giebt,  aus  dieser  wieder  den  Werth  für  t/m— 1  herleitet,  und 
diese  Werthe  von  ym  und  y»,— 1,  welche  beide  nur  durch 
X,  yif  ••*ym—%i  Vif  %  ausgedrückt  sind,  sowohl  in  M^  als 

auch  in  1^  und  in  p^  substituirt 

Fahren  wir  in  diesen  Schlüssen  fort,  so  gelangen  wir 
zu  folgendem  Theorem: 

Seien  Je  Integrälgleichtingm  des  Differentiälgleichungsystems 
m^''  Klasse  (1) 

(39)    Wi(a;,  yi,  ...ym)-«i2i,    (o^ix,  y,,  ...ym)  =  %, 

.  . .  a)ii.(a?,  j/i,  ...  ym)  =  rjk 

und  ein  Mtdtiplicator  M  dieses  Systems  bekannt,  so  kennt  man 
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auch  stets  einen  MuUiplicator  Mk  des  Differentialgleichung' 
Systems  m  —  Ä*®'  Klasse,  welches  man  erhält^  wenn  man  in  die 
ersten  m  —  h  Differentialgleichungen  (l)  die  aus  den  Glei- 
chungen (39)  hervorgehenden  Werthe  von  ym,  ym—iy  ...ym-t+i 
durch  Xy  y^f  yi^^Vm-^kf  Vi?  •  •  •  ^*  ausgedrückt  einsetzt,  d.  h. 
des  mit  Hülfe  von  Je  Integralgleichungen  redudrten  Differential^ 
gleichnngsystems  m  —  Ä*®'  Klasse, 

Man  findet  diesen  MuUiplicator  in  folgender  Weise;  man 
berechne  aus 

(40)  (o^(x,  y^,  "*ym)  =  Vi 

zunächst  ym  und  setze  diesen  Werth  in  die  anderen  Glei- 
chungen (39)  ein,  die  dann  in 

(41)  a}^i(co,y^,,..ym-i,Vi)'='V27  »3i(^»yi>-ym-i;  ^l)  =  %; 

übergehen  mögen;  berechne  weiter  aus 

(42)  CI21  {ooy  y^y  ...ym~-i,  rii)  =  V2 

ym—i  und  setze  den  Werth  in  die  übrigen  Gleichungen  (41) 
ein,  welche  die  Form 

(43)  cö32(a;,yi,...y;„-2,i?i,i?2)  =  %?  <ö42(^;yivym-2,r/i,ry2)=i?,, 

...0*2 (ip,  yi)  .*.ym-2,  Vi}  %)  "=  fl* 

annehmen  mögen,  leite  aus 

(44)  «33(0;,  j/i,  ...  ym-2,  Vu  V2)  =  % 

ym—2  liör?  setze  diesen  Werth  in  die  übrigen  Gleichungen 
ein  u.  s.  w.,  so  ergiebt  sich  nach  der  oben  gegebefien  Herleitung 
der  MuUiplicator  Mk  in  der  Form 

(45)  Mk  =  (^^ 


worin  die  eingeklammerten  Ausdrücke  anzeigen  sollen,  dass  die 
Grössen  ym,  ym—i»  •  • .  ym-t+i  ^it  Hülfe  der  k  gegd^enen  Inte- 
gralgleichungen (39)  eliminirt  sind. 

Wir  können  aber  dem  Nenner  der  Gleichung  (45)  noch 
eine  einfachere  Form  geben,  wenn  wir  den  algebraischen 
Eliminationsprocess  der  einzelnen  Grössen y^»,  y»»— 1 ,  ...y»»— t+i 
etwas  genauer  verfolgen. 

Da  nämlich  nach  den  Gleichungen  (39)  bis  (44)  u.  f. 
die  in  x^  J/i?  •3/2?  •  •  •  identischen  Beziehungen  bestehen, 
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^y^n 

cm 

'     ^y„^i         cm    cy,^ 

4            1          ^»51 

cy,n 

2 

•  •  • 

7 

^«3                    ^«3S         ^^\ 

dy,,_i         rm    cy„,_i 

»               •               • 

yrn-2 

m                • 

1          ^<Ö3» 

so  entspringt  die  aus  der  Regel    der  Maltiplication  zweier 
Determinanten  unmittelbar  ersichtliche  Beziehung 


1 


rcD 


21 


(46 


drji 

cm 


0     0.0     0 


1     0  . .  •  0     0 


C(o.^^ 

dm 


1      .0     0 


^«**-l     ^"»it*-!  ^«itA-l 


^^1 


cm 


d^i-i 


Cff 
C(0. 


0 


(0 


21 


^ym-2 


^ym-i 


0.  -o 


0-   -o 


a 


11 


'CO 


SS 


^y 


m— 2 


2ym-2 


•0 


^ÜO, 


<7ai 


81 


O) 


At— 1 


^y. 


w-ifc+l    ^"m  — A-f-1  <^ym  — A+l 


öJ, 


C*®, 


^COl 


dy„,-i    dy^2 


OD. 


09, 


doo^ 


dy^n    dy„,_i    dy„^_2  ^//m-it+l 


0(0. 


d<o. 


dm. 


CO. 


welche,  weil  jede  der  Determinanten  der  linken  Seite  in  das 
Product  ihrer  Diagonalglieder  übergeht,  sich,  wenn  die  so- 
genannte FuncHonaldeterminante  der  h  Functionen  Oi,  Og,  ...Oit 
in  Bezug  auf  die  Variabein 


ntf    t/m — 1;    tfm — 2j 


•  •  • 


Vm—k+l 
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(47) 


dto^         d(D|  ^0J^ 


doo, 


CO« 


dco^ 


dato 


dy,^    dy^^_i    dy„^„^         dy^__^^^ 


CO 


dm. 


d(Oi 


d(Oi 


F{ca^yW^y...G}j) 


gesetzt  wird,  in  die  Form  bringen  lässt: 


(48) 


'32 


(O 


kk—i 


=  i^(cöl,G)2,  ...Oit). 


Wir  finden  somit  nach  Gleichung  (45),  dass 
der  Multiplicator  des  mit  Hülfe  von  h  Integralen  reducirten 
Systems  von  m  —  Je  Di/fef'entialgleichungen  die  Form  Jmt 


(49) 


/  M \ 


worin  die  Klammer  wieder  anzeigt^  dass  der  Äusdrtic/c  mit 
Hülfe  der  Je  Integrale  (39)  auf  eine  Function  von  y^,  y^y 
. .  .ym—k  reducirt  werden  soll. 

Daraus  folgt  aber, 

dass,  wenn  man  für  ein  DifferentialgleicJiungsystem  m*®' 
Klasse  einen  Multiplicator  und  m  —  1  Integralfunctionen  ©i, 
(D.2 ;  ...  ßJ/w— 1  Jcenntj  aucJi  ein  Multiplicator  des  mit  Hülfe  der 
m  —  1  Integrale 

(50)  C>i  ==  1^1  ,       02  =  %,       "  (Om-l  =  ^m-1 

reducirten  Systemes  von  einer  DifferentialgleicJmng 

dyi 


(51) 


dx 


^(j^)   Vi}    ^1  >    •  •  •  ^m-l) 


bekannt  sein  wird,  und  zwar  in  der  Form 

M 


(52) 


'  \^(«i »   «2  ,   .  .  •  «,n-l)  j  ' 


Mm^l  = 


dieser  Multiplicator  wird  der  letzte  Multiplicator  von  Jacohi 
genannt. 

3.   Untersuchen  wir  nun  zunächst  die  Bedeutung  eines 
Multiplicators  ft  einer  Differentialgleichung 
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(53)  ^  =  ®(j:,y), 

welcher  nach  (4)  der  Gleichaog  genügt 

(M)        ii + -I?  - ». 

so  wird  die  Gleichung  (53)  mit  fi  multiplicirt  lauten 

(55)  fidy  —  ft®  {x,  y)  '  dx  =  0. 

Hat  man  aber  eine  Differentialgleichung  von  der  Form 

(56)  L (x,  y)  dy  +  M{x,  y)dx^O, 

für  welche  L  und  M  solche  Functionen  von  x  und  y  sind,  dass 

C57\  ^L{x,y)  ^  dMjx,  y) 

^*    ^  dx       ''^        dy       ^ 

wie  dies  für  die  Gleichung  (55)  nach  (54)  der  Fall  ist, 
identisch  für  alle  x  und  y  befriedigt  wird,  so  wird  diese 
Differentialgleichung  eine  vollständige  genannt,  und  es  lässt 
sich  die  Auffindung  der  dieser  Differentialgleichung  zugehörigen 
Integralfunction  auf  die  entsprechende  Aufgabe  für  die  ein- 
fachste  Form  von  Differentialgleichungen 

(58)  ^  =  Fix) 

zurückführen,  deren  allgemeines  Integral,  wenn  c  eine  will- 
kürliche Constante,  mit 

(59)  t=fF(x)dx  +  c 

bezeichnet,  und  auf  dessen  wirkliche  Auswerthung  später  ein- 
gegangen wird;  man  nennt  die  Integralformen (59)  Quadraturen. 
Um  die  Reduction  der  für  (56)  zu  lösenden  Aufgabe  durch- 
zuführen, sei  zunächst  bemerkt,  dass,  wenn  es  uns  gelingt, 
eine  Function  u  von  x  und  y  zu  bestimmen  so,  dass  zugleich 

(60)  Ij  ==L{x,y)     und     |^  =  Mix,  y) 

befriedigt  wird,  dann  offenbar 

(61)  u  =  c 

gesetzt,  worin  c  eine  willkürliche  Constante  bedeutet^  die  ge- 
suchte Integralgleichung  von  (56)  sein  wird,  da  sich  durch 
Differentiation  von  (61)  nach  (60) 
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(62)  du  =  ^dy  -\-  ^dx  =  L {x,y)  dy  +  M{x,y) dx=^0 

ergiebt.  Um  nun  u  aus  (60)  wirklich  herzuleiten,  betrachte 
man  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  y  als  Variable  und  x  als 
Parameter,  und  erhält  sodann  durch  Vergleichung  mit  (58) 
und  (59) 

(63)  u^jL{x,y)dy  +  F{x), 

worin  P  {x)  constant  in  Bezug  auf  y,  aber  noch  abhängig 
vom  Parameter  x  sein  wird;  diflferentiirt  man  nunmehr  (63) 
nach  x,  so  folgt  nach  (60) 


dy^ 7i.r/^  ..\  /  ^^(^*y)  j^.    I    dP(x) 

dx 
oder 


(64)  ^P^)^^,(,^^)_JaX(j,),^^ 

und  da  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  nur  von  x  abhängt, 
weil  vermöge  (57) 

dlM(x,y)-l  ^-^P^dy]         .-,,       ,        ._.,       , 
*-     '      ^'     J         dx ^  ^  dM{x,y)  _  dL{x,y)  ^  ^ 

dy  dy  dx 

ist,  so  wird  die  DiflFerentialgleichung  (64)  wieder  die  Form 
von  (58)  haben,  und  die  zugehörige  Integralgleichung  also 
lauten 

(65)      P{x)  =/[jtf  (^,  y)  -p-^f^dy\  äx  +  c, 

wo  G  eine  willkürliche  Constante  bedeutet;  es  nimmt  somit 
nach  (63)  u  die  Gestalt  an 

(66)  u=j'L{x,y)dij+J]^M{x,y)-pi^dy]^  dx  +  C. 

Da  nun  nach  der  obigen  Auseinandersetzung  u  einer  con- 
stanten  Grösse  gleichzusetzen  ist,  so  erhalten  wir  die  all- 
gemeine Integralgleichung  von  (56)  in  der  Form 

(67)  Jl  (x,  y)  dy  +J[  M(x,  y)  -J^-%^  dy'\dx  =  h , 
worin  Tc  eine  willkürliche  Constante  bedeutet,  und  sehen  somit, 
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dass  sich  die  Auffindung  der  Integralgleichung  einer 
vollständigen  Differentialgleichung  auf  Quadraturen  zurück- 
führen lässt 

Da  nun  die  Gleichung  (55)  vermöge  der  Beziehung  (54) 
ebenfalls  eine  vollständige  Differentialgleichung  ist,  die  man^ 
wenn  der  Multiplicator  ft  der  Differentialgleichung  (53)  be- 
kannt ist;  durch  Multiplication  dieser  mit  fi  aufstellen  kann, 
so  folgt  der  Satz, 

dass,  wenn  tnan  einen  Multiplicator  einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  kennt,  die  Auffindung  der  Integral- 
function  auf  Qtuxdraturen  zurückführhar  ist. 

4.  Beachtet  man  nun,  indem  wir  wieder  zu  einem  Dif- 
ferentialgleichungsysteme  m*®'  Klasse  zurückkehren,  dass  die 
Gleichung  (52)  einen  Multiplicator  der  Differentialgleichung 
(51)  lieferte,  wenn  ein  Multiplicator  und  m  —  1  Integrale  des 
Differentialgleichungsystems  m*®'  Klasse  bekannt  waren,  so 
können  wir  mit  Benutzung  der  voranstehenden  Sätze  das 
folgende  Theorem  aussprechen  i 

Kennt  man  für  ein  Differentialgleichungsystem  m*®'  Klasse 
einen  Multiplicator  und  m  —  1  Integralfunctionen,  so  lässt  sich 
die  Auffindung  der  letzten  Integralfunction  auf  Quadraturen 
zurückführen. 

6,  Wir  wollen  die  Untersuchung  über  die  Multiplicatoren 
eines  Systems  von  Differentialgleichungen  noch  mit  einer  Be- 
merkung über  die  Beziehung  dieser  zu  den  singulären  Inte- 
gralen solcher  Systeme  beschliessen. 

Sei  nämlich  o,  {x,y^,y2,  ...  j/m)  eine  Integralfunction  des 
Systemes  (1),  so  dass 

(68)  «1  {x,  y^,y^,'-  ym-i,  ym)  =  Vt 

gesetzt,  worin  rj^  eine  Constante  bedeutet,  nach  der  Definition 
der  Gleichung 

oder 

identisch  genügt,  so  wird  jede  Function  von  x,  y^,  y^, ...  j/m— i,  J/w 
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auf  die  Form  ©^  {Xy  i/j,  y^,  ...ym^ij  ym)  —  H^  gebracht  werden 
können^  wenn  man  nur  Hj  als  Function  von  ^yPi^y^^ym—if  ym 
aus  der  Gleichung 

(70)  c3^(x,y^,tj^,-'yru-i,tjm)  —  Hi  =  ^{x,yi,y^,^"ym-iyym) 

so  bestimmt,  dass  dieselbe  in  x,y^yy^,  •..^,„—1,^^  identisch 
erfüllt  wird.     Nehmen  wir  nun  an,  dass 

(71)  (p{Xy  y^,  y^y"  y„,_i,  y,n)  =  0 

ein  singuläres  Integral  des  Diflferentialgleichungsystems  (1) 
ist,  dass  also  jedenfalls  die  Gleichung 

durch  die  Beziehung  (71)  in  x,  J/i,  ^2;  •  •  •  ym—i,  ym  erfüllt  wird, 
so  ergiebt  sich  aus  (70)  durch  Einsetzen  in  (72) 

(73)    ^_M  +  fe_|fi^)2.+... 
^     ^     dx        dx    '   \dyi       oyi/     *   ' 

oder  durch  Division  mit  ö— ^ 

^Vm 

woraus  nach  (69)  folgt,  dass  die  Gleichung 

für  alle  a;,  y^,  ...ym— i;  ym  des  singulären  Integrales  erfüllt 
sein  muss.    Dies  kann  aber  offenbar  nicht  dadurch  geschehen, 

dass  die  Klammer  oder  -j-^  verschwindet,  weil  sonst  H,  eine 

dx  '  * 

Constante  ri^  sein  müsste,  und  somit  die  9) -Function  unter  den 
durch  (68)  dargestellten  Integralen  enthalten  wäre,  was  selbst- 
verständlich von  vornherein  ausgeschlossen  war;  der  Gleichung 
(74),  also  auch  den  Gleichungen  (73)  und  (72)  kann  aber  auch 
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dadurch  genügt  werden,  dass  zwischen  ic,  y^,  yg?  ••  •  J/»»— i?  J/m 
ein  solcher  Zusammenhang  besteht,  dass 

(75)  g =  oo 

wird,  d.  h.   der  durch   die    Gleichung   (71)    oder    durch    das 
singulare  Integral  definirte  Zusammenhang  zwischen  o;,  j/^,  ^2 
. ..  j/,«— 1,  ffni)  welcher  dem  System  von  DifiFerentialgleichungen 
(1)  genügt,  wird  durch  die  Gleichung  (75)  gegeben,  oder 

'- =.0 

(76)  ^«li(^»yi."-y;n-i>!/,n) 

bildet  eine  singulare  Integralgleichung,  vorausgesetzt,  dass 
sie  nicht  in  anderen  particulären  Integralgleichungen  ent- 
halten ist. 

Sei  nun  OaC^;  2/1?  2^2;  •••  y»»— i,  J/m)  eine  zweite  Integral- 
function  des  Diflferentialgleichungsystems  (1),  so  wird  nach 
der  früheren  Bezeichnungsweise 

eine  Integralfunction  des  reducirten  Systemes  von  Differential- 
gleichungen (14)  sein,  und  somit  wieder 

^2/m-i  ' 

eine  singulare  Integralgleichung  des  Systemes  (14),  also  auch 
des  gegebenen  sein.  Schliessen  wir  so  weiter,  so  folgt  aus 
der  durch  die  Gleichung  (45)  ausgedrückten  Beziehung, 

dass  die  singulären  Integrale  eines  Differentialgleichung- 
systems beliebiger  Klasse  gefunden  werden ,  wenn  man  den 
Multiplicator  desselben  gleich  unendlich  set^ty 

wobei  jedoch  immer  nachher  durch  Einsetzen  in  das 
Diflferentialgleichungsystem  erst  festzustellen  ist,  ob  die  ge- 
fundenen Ausdrücke  auch  wirklich  dem  Systeme  genügen. 
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V.  Ueber  die  Irrednctibilität  eines  Systems  algebraischer 

Düferentialgleichniigen. 

!•  Sei  ein  DifferentialgleichuDgsystem  m^^  Klasse  in  der 
Form  vorgelegt 


(1) 


iöti  dx 


^^('"-^■:^"-^'")gg=g.(:r,<„y.,-y„.), 


(f)) 


dt^^  dx 

worin  t^  eine  bestimmte  Lösung  der  Gleichung 

(2)  ö(^,^yi,    •j/m)  =  o 

ist,  und  werde  angenommen,  dass  unter  v  Elementen  eines 
Integralsystems  von  (1) 

Y     Y         Y 

eine  algebraische  Beziehung  bestehe 

(3)  f{x,Y„Y„:.Y;)  =  0, 

dann  ist  sogleich  ersichtlich,  dass,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen  (1),  (2)  und 

(4)  /"(^,yuy2;--yt')  =  o 

eine  der  Grossen  z.  B.  yv  eliminirt,  man  ein  DiflFerential- 
gleichungsystem  m  —  1*®'  Klasse  erhält,  welches  in  die 
Normalform  umgesetzt  lautet: 

(dg(x,u^,y^,...y^_i,y^^i,...y^)dy,  .  . 

— ^ ^^ ^-^=5'i(^;Wi,2/i,-j/v-i,y.+i,  -ym) 

^g(^>^i,yu'"yv-ifyv4-i'"'ym)  ^Vv-i  .  . 
d^, —do^  '==9v-i{x,'^uyir'yv-iyyv+ir'yn) 

^90c,Ui,yi,„.y^,_i,y^j,i,,..y^)dy^_^^ 
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worin  t/j  eine  Lösung  der  Gleichung 

(G)  g(x,  u,  i/i, . . .  y,.-i,  y^+i, . . .  t/m)  =  0 

ist,  und  für  welche 

ein  vollständiges  d.  h.  aus  m  —  1  Integralelementen  bestehendes 
Integralsjstem  darstellen. 

Es  büdet  somit  unter  der  Annähme  einer  algebraischen  Be- 
ziehung (3)  ein  Theü  eines  vollständigen  Integralsystems  des 
Differentialgleichungsystems  m*®'  Klasse  ein  vollständiges  Integral- 
system eines  Differentialgleichungsystems  niederer  Klasse. 

Mag  nun  umgekehrt  von  einem  vollständigen  Integralsysteme 

von  (1),  (2) 

Y    Y         Y 

ein  Theil    F^,  Fg?  •••  ^vj   worin  v^m   ist,  ein  vollständiges 
Integralsystem  eines  Differentialgleichungsystems  v^^  Klasse  bilden 

'dh(x,v^yy^,...y^dy.        ,     ,  ' 


(7) 


dh(x,v^,y^,.,.y,)  dy^ 


worin  v^  eine  Lösung  der  mit  Adjungirung  von  Xy  J/, , . . .  ym 
algebraisch  irreductibeln  Gleichung 

(8)  *(a?,^,yi,---!/v)==o 

ist,  so  werden,  wenn  man  die  den  Y^,  ...Ym  entsprechenden 
Werthe  von  t^  und  v^  mit  ti  und  t)j  bezeichnet,  wie  durch 
Vergleichung  von  (1)  und  (7)  hervorgeht,  die  Relationen  be- 
stehen 

— 5^ — Ä,(a;,t)i,ri,-r,)=— ^ ^^- '-G.ixX^Y.y-Yr,) 


(9) 


ati  "vv-,-i,*i,      ->-/  ^j,^ 
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es  existiren  somit  wieder  algehraische  Beziehungen  ztvischen 
den  Integralelementen  Fj,  Yg, .. .  Y,», 

weDn  nicht  sämmtliche  Gleichungen  (9)  identisch  sind, 
d.  h.  die  ersten  v  Gleichungen  des  Systemes  (1)  nur  yi,y2,...yv 
enthalten^  also  ein  selbständiges  Differentialgleich ungsystera 
V**'  Klasse  bilden. 

Schliesst  man  diesen  letzteren  Fall  aus  und  eliminirt  aus 
einer  der  algebraischen  Beziehungen 

(10)  — ^^ ^^ '-  J^aix,v^,y„  -f/,.) 

=  — j^^ Ga{x,t,,y,,'*'y,n) 

und  den  Differentialgleichungen  (1),  (2)  die  Grösse  j/^,  so 
erhält  man  ein  ähnliches  Differentialgleichungsystem  m — 1**' 
Klasse,  welches  das  vollständige  Integralsystem  7^,  Ys»*--  ^m— i 
hat,  und  von  dem  der  Theil  Y^,  Fg,  ...  Fr  wieder  ein  voll- 
ständiges Integralsystem  von  (7)  bilden  wird;  stellen  wir  dieses 
Differentialgleichungsystem  m  —  1*®'  Klasse  in  derselben  Weise 
wie  vorher  mit  (7)  zusammen,  so  kann  man  in  ähnlicher 
Weise  ein  solches  m  —  2*®' Klasse  herleiten  u.  s.  w.,  bis  man 
zu  einem  Differentialgleichungsystem  v^^  Klasse  von  der 
Form 


-^ ^ --/:!  =H,{x,T,,y,r"yr) 


(11) 


d  r,  dx 


dH(x,T,,y,,...y^)  dy^         ^  .      ^  . 

—  -  -3-T, — -  d^  =  ^^  (^'  ^^'  y^^ '"  y^^ 


gelangt,  worin  Tj  eine  Losung  der  Gleichung 

(12)  H(x,T,y„--.yr)  =  0 

bedeutet.  Da  dieses  Differentialgleichungsystem  mit  (7)  ein 
gemeinsames  Integralsystem  Fj,  Fg,...  Yy  besitzt,  so  würde 
sich  wiederum  aus  (11)  und  (7) 

(13)  ^£(^^^-^:I^;,„(a;,t.„r,...r,) 
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ergeben,  wenn  Xj  eine  Losung  der  Gleichung 

(14)  if(a;,x,  r„...r.)  =  o 

ist.  Wäre  nun  die  Gleichung  (13)  keine  in  Y^,  Y^,  ...  Y, 
identische,  so  würde  man  wiederum  die  Klasse  des  Differential- 
gleichungsystems (11)  um  eine  Einheit  erniedrigen  können, 
und  es  würde  somit  ein  Theil  des  vollständigen  Integral- 
systems Y^y  Y2, .,.  Yv  der  Differentialgleichungen  (7)  das  voll- 
ständige Integralsystem  eines  Differentialgleichungsystems  von 
niedrigerer  Klasse  als  der  1/*®°  sein,  —  nehmen  wir  also  an, 
dass  die  Integrale  Y^,  Yg, . . .  F^  efes  Differentialgleichungsystems 
(7)  nicht  schon  mm  Theil  ein  vollständiges  Integralsystem  eines 
Differentialgleichungsystems  niederer  Klasse  als  der  v*^^  hildeuj 
so  werden  die  Gleichungen  (13)  identische  sein  müssen,  d.  h. 
sämmtliche  vollständige  Integralsysteme  der  Differential- 
gleichungen (7)  werden  Theile  von  vollständigen  Integral- 
systemen von  (1)  sein  müssen,  und  es  ist  klar,  dass  die 
Identität  der  Gleichungen  (13)  erhalten  bleibt,  wenn  man  für 
üi  jeden  Zweig  der  irreductibeln  Gleichung  (8)  setzt,  indem 
man  in  (13),  worin  Y^,...  Ym  durch  Pif-ym  zu  ersetzen 
sind,  nur  x,  y^,  ,..ym  solche  geschlossene  Umläufe  machen 
lässt,  dass  t)^  in  die  einzelnen  Zweige  übergeht.  Es  konnte 
jedoch  auch,  wie  wir  vorher  sahen,  schon  von  vornherein  der 
Fall  eintreten,  dass  das  gegebene  Differentialgleichungsystem 
(1)  aus  V  Differentialgleichungen  besteht,  welche  nur  v  ab- 
hängige Variable  enthalten  und  aus  m  —  v  Differential- 
gleichungen, welche  alle  m  Variabein  einschliessen. 

Es  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  für  den  Fall 
v=:m  lius  den  obigen  Folgerungen  sich  zugleich  ergiebt, 
dass  der  Grad  des  die  Lösung  t^  definirenden  irreductibeln 
Factors  von  (2)  gleich  oder  grösser  sein  muss  als  der 
Grad  der  irreductibeln  Gleichung  (8),  und  wir  erhalten  somit, 
wenn  wir  noch  daran  erinnern,  dass  ein  Differentialgleichung' 
System  m*®'  Klasse  vom  n^"^  Grade  genannt  werden  sollte,  wenn 
die  mit  Adjungirung  von  x,  y^y .  .ym  algebraisch  irreductible 
Gleichung  in  t  vom  w*®"  Grade  war,  den  folgenden  Satz: 

Wenn  ztmschen  m  Integralelementen  eines  Differential' 
gleichungsystems  m**'  Klasse  eine  algebraische  Bemhmig  statt- 
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findet^  so  lässt  sich  ein  algäyraisches  Differentialgleichungsystem 
niederer  Klasse  als  der  m^^  aufstellen,  von  welchem  ein  Theil 
jenes  Integralsystems  ein  vollständiges  Integralsystem  bildet'^  wenn 
umgekehrt  ein  Differentialgleichungsystem  m*®'  Klasse  ein  voll- 
ständiges Integralsystem  "besitzt,  von  welchem  ein  Theil  v  (vKm) 
ein  vollständiges  Integralsystem  eines  Differentialgleichungsystems 
v^^  Klasse  undn^^  Grades  bildet,  wobei  angenommen  wird,  dass 
von  diesen  v  Integralen  nicht  schon  ein  Theil  v^  ein  vollständiges 
Integralsystem  eines  Differentialgleichungsystems  v^'  Klasse 
bildet,  so  werden  alle  vollständigen  Integralsysteme  des  Differential'' 
ghidmngsystems  v*®'  Klasse  Theüintegrale  des  Differential' 
gleichtmgsystems  w*®'  Klasse  bilden,  und  es  wird  das  gegebene 
Differentialgleichungsystem  entweder  aus  jenem  Differential" 
gleichungsystem  v*^^  Klasse  und  m  —  v  Differentialgleichungen 
bestehen,  welche  noch  alle  m  abhängigen  Varidheln  enthalten 
"können,  oder  es  werden  zwischen  den  Elementen  eines  Integral- 
systems solche  algebraische  Beziehungen  stattfinden,  dass  das  gegebene 
Differentialgleichungsystem  vermöge  derselben  in  zwei  Systems 
der  angegebenen  Art  zerfällt^  ohne  dass  deren  Integralsysteme 
jedoch  alle  des  vorgelegten  Differentialgleichungsystems  erschöpfen. 

2.  Nachdem  dieser  Hülfsatz  vorausgeschickt  worden, 
werden  wir  an  die  Aufstellung  eines  für  die  Theorie  der  al- 
gebraischen Di£ferentialgleichungen  wichtigen  Begriffes  gehen 
können. 

Im  zweiten  Abschnitte  war  nachgewiesen  worden,  dass 
alle  algebraischen  Differentialgleichungsysteme  in  selbständige 
Differentialgleichungsysteme  m*®'  Klasse  und  n*^  Grades  von 
der  Form  sich  auflosen 


(15) 


[dG(x,t„y„...y^)dy  ^    ,  . 
dt, di  =  ^«  (*'  ^>  ^/i;  •  •  •  Vm) 


0 

dG(x,t^,y,,,,.y^)dy^ 

äi; -d^^^rnix,  t„  y,,-"  y„0; 


worin  t^  eine  Lösung  der  mit  Adjungirung  von  x,y^,  ,.,ym 
algebraisch  irreductiblen  Gleichung  vom  Grade  n  in  Bezug  auf  t 

(16)  Gr(x,t,y^,'"ym)  =  0 

Koenigsberger,  Lehrbuch.  5 
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ist,    und    sich,    wie  II.  (35)    zeigte,    zugleich    als   rationale 

Function  von  äJ,  j/i,  •  •  ym,  ^  > "  •  •  ~j^  ^^  ^^r  Form 

(17)  k  =  B{x,y,,.:y^,%...1^) 

darstellen  lässt. 

Bds  Differentialgleichungsystem  w*®'  Klasse  tmd  n^^  Qrades 
(15),  (16)  soll  ein  irreductibles  genannt  werden^  wenn  heine 
Zusammenstellung  von  weniger  als  m  Elementen  irgend  eines 
Integralsystems  ein  vollständiges  Integralsystem  eines  Differential- 
gleichungsystems  niederer  Klasse  bildet ,  oder,  was  dasselbe 
ist,  das  gegebene  Differentialgleichungsystem  m^'  Klasse  mit 
keinem  anderen  niederer  Klasse  irgend  ein  Integralsystem  ge- 
mein hat. 

Berücksichtigt  man  zugleich  den  vorher  bewiesenen  Satz, 
so  ergiebt  sich, 

dass  ein  reductibles  Differentialgleichungsystem  w*®'  Klasse 
und  n^^  Grades  entweder  in  ein  System  i/*®'  Klasse  {y  <  m)  zer- 
fallen wirdj  das  nur  v  abhängige  Variabein  enthält,  und  in 
m  —  V  Differentialgleichungen  mit  im  Allgemeinen  m  Variabein 
oder  dass  zwischen  den  Elementen  eines  Integralsystems  eine- 
algebraische  Beziehung  bestehen   wird; 

jedenfalls  giebt  es  dann  ein  Diflferentialgleichungsystem 
niederer  Klasse  als  der  m^^,  dessen  sämmtliche  vollständige 
Integralsysteme  zusammengehörige  Elemente  von  Integral- 
systemen des  gegebenen  Diflferentialgleichungsystems  bilden. 
Es    ist    somit  auch  unmittelbar  ersichtlich, 

dass  für  ein  irreductibles  Differentialgleichungsystem  nie 
Elemente  von  Integralsystemen  existiren  dürfen,  welche  algebraische 
Functionen  sind. 

3.  Nach  Aufstellung  des  Irreductibilitätsbegriflfes  wird 
sich  mit  Berücksichtigung  der  in  1.  und  2.  gemachten  Aus- 
einandersetzungen leicht  der  Satz  beweisen  lassen, 

dass  ein  irreductibles  System  von  Diff^erentialgleichungen 
m*®'  Klasse  und  n^'^  Grades  auch  mit  keinem  andern  Differential- 
gleichungsystem  m*®'  Klasse  und  niederen  Grades  als  dem  n^^ 
ein  Integralsystem  gemein  haben  kann. 

Denn  sei  dieses  zweite  System  in  der  Normalform 
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(18) 


J^, df  =  9y  ix,  T„  y,  •  •  •  y„) 


.-^ ä^; ^  - ^» C^,  1^1,^1, •••J^m) 


gegeben,  worin  x^  eine  Lösung  der  mit  Adjungirung  von 
^?yu---ym  irreductiblen  Gleichung  v^^  Grades 

(19)  oi^y/^^Vir-'y^^)  =  0 

ist,  in  welcher  v  <n,  und  habe  dasselbe  mit  (15)  das  Integral- 
system 

Y    Y  Y 

"^17    •'-27  *  *  *    ■^'" 

gemein,  so  würde  sich 

/OA\  ^a(^'  T^,Y^,...  Y^^       9a{^»  Ti ,  Yi , . . .  Y^ 
^^^)TGix,T,.Y,^,,,Y-)  =  W9j^r^Y\7:^^ 

ergeben,  worin  2\  und  T^  die  dem  particulären  Integralsysteme 
Y,,  ...  Ym  entsprechenden  Werthe  von  t^  und  r^  bedeuten. 
Da  aber  nach  den  obigen  Ausführungen  zwischen  den  Integral- 
elementen eines  irreductiblen  Diflferentialgleichungsystems  eine 
algebraische  Beziehung  nicht  stattfinden  darf,  so  wird  die 
Gleichung  (20)  oder 


(21) 


eine  inyi^  ..,ym  identische  sein,  und  somit  die  beiden  Systeme 
von  Differentialgleichungen  (15)  und  (18)  insofern  zusammen- 
fallen, als  ihnen  alle  Integralsysteme  gemeinsam  sind.  Bringt 
man  nun  die  Gleichung  (19)  in  die  Form 

(22)  V  +  cj,  (o:,  t/i,. . . y,n)  V-i  -j h  o^v  (^,  «/,;•••  2/m)  =  0, 

worin  coj , . . .  cov  rationale  Functionen  bedeuten,  und  bemerkt, 
dass  sich  die  Beduction  auf  die  Normalform  eines  Differential- 
gleichungsystems stets  so  vollziehen  liess,  dass  t^  eine  rationale 

Function  von  x,  yi,  •  •  •  ym,  -^ ,  •  •  •  -r^  ist,  sich  also  auch  mit 

Hülfe  der  Gleichungen  (18)  und  (22)  als  ganze  Function  von 

6* 
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Tj  vom  V — 1*~  Grade,  deren  CJoefficienten  rationale  Func- 
tionen von  x,yif"ym  sind,  in  der  Form  darstellen  lasst 

so  folgt  bekanntlich  durch  Zusammenstellung  Ton  (22)  und 
(23)  oder  durch  Elimination  von  r,  zwischen  diesen  beiden 
Gleichungen  für  t^  eine  algebraische  Gleichung  vom  v***"  Grade, 
deren  Coefficienten  rationale  Functionen  yonx^y^^  ...J^m  t^iiid. 
Da  dies  aber  der  Irreductibilität  der  Gleichung  (16)  wegen 
nicht  möglich  ist,  so  wird  die  oben  gemachte  Annahme,  dass 
die  r^  definirende  Gleichung  (19)  von  niedrigerem  Grade  als 
(16)  ist,  unstatthaft. 

Aus  dem  eben  bewiesenen  Satze  folgt  aber  sogleich, 

dass  für  ein  irreductibles  Differenticdgleichungsystem  die  mä 
Adjungirung  von  x^y^,  ...y^  irredtictible  Gleichung  (16)  fiir  t^ 
auch  mit  Adjungirung  eines  jeden  speciellen  Integralsystem  F^, . . .  Ym 
irreductibel  bleibt; 

denn  wäre  dies  nicht  der  Fall^  so  würde  das  ursprüng- 
liche System  von  Differentialgleichungen  mit  einem  System 
derselben  Klasse,  welches  aber  zu  einem  niedrigeren  Grade 
gehört,  ein  Integralsystem  gemein  haben,  was  nach  dem 
vorigen  Satze  unmöglich  ist,  und  ebenso  unmittelbar  folgt 
aus  dem  Umstände,  dass,  wie  in  5.  des  dritten  Abschnittes 
nachgewiesen  worden,  die  singulären  Integralsysteme  einer- 
seits algebraische  Beziehungen  zwischen  den  Integralelemeiiten 
bedingen,  andererseits  ein  Theil  ihrer  Elemente  das  voll- 
ständige Integralsystem  eines  Systems  von  weniger  als  m 
Differentialgleichungen  bildet, 

dass  ein  Differentialgleichungsystem  beliebiger  Klasse,  welches 
singulare  Integralsysteme  besitzt,  stets  reductibel  ist. 

Endlich  liefert  die  Zusammenstellung  des  in  1.  dieses 
Abschnittes  bewiesenen  Satzes  mit  der  vorher  gegebenen 
Irreductibilitätsdefinition  unmittelbar  das  Theorem, 

dass,  wenn  ein  irreductibles  System  von  Differentialgleichungen 
m^^  Klasse  mit  einem  Differentialgleichungsystem  höherer  Klasse 
oder  derselben  Klasse,  aber  höheren  oder  desselben  Grades  ein 
Integralsystem  gemein  liat,  dann  auch  sämmtliche  vollständige 
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Integralsysteme  des  irredudibeln  Systems  Integralsysteme  des 
Systemes  höherer  oder  derselben  Klasse  resp,  Grades  sein  werden, 

4.  Sei  wieder  die  Diflferentialgleichung 
(24)  4,,,|£,...g)_0 

dz  d^~~^z 

gegeben,  welche   mit  Adjungirung  von  x^z,  -r-, — :  in 

Bezug  auf  — ^  algebraisch  irreductibel  sein  soll,  und  die  durch 
ax 

das  System 'der  Gleichungen  (41)  und  (42)  des  zweiten  Ab- 
schnittes ersetzt  werden  konnte,  so  wird,  wenn  man  beachtet, 
dass  nach  diesen  Gleichungen  die  Variabein  yiyy2}  -"Vn  die 
0*®,  1*®,  ...w — 1*®  Ableitung  der  Function  z  oder  y^  bedeuten, 
sich  bei  genauer  üebertragung  der  oben  befl^iesenen  Sätze 
Folgendes  ergeben: 

Wenn  eine  algebraische  Differentialgleichung  n*®'  Ordnung 
mit  einer  anderen  gleichartigen  von  niederer  Ordnung,  welche  in 
JBezug  auf  den  höchsten  Differentialquotienten  im  algebraischen 
Sinne  irreductibel  ist,  ein  Integral  gemein  hat,  welches  keiner 
algebraischen  Differentialgleichung  noch  niederer  Ordnung  genügt, 
so  werden  sämmtliche  Integrale  der  zweiten  Differentialglei- 
chung auch  der  ersten  genügen,  oder  es  toird,  um  man  sich  auch 
in  diesem  Falle  ausdrückt,  die  Differentialgleichung  niederer 
Ordnung  ein  algebraisches  Integral  der  ersteren  sein. 

Aus  der  oben  gegebenen  Irreductibilitätsdefinition  eines 
Systems  von  Differentialgleichungen  folgt  ferner: 

Eine  algebraische  Differentialgleichung  w*®'  Ordnung  (24) 
wird  irreductibel  genannt,  wenn  sie  in  Bezug  auf  den  höchsten 
Differentialquotienten  im  algebraischen  Sinne  irreductibel  ist  und 
mit  keiner  algebraischen  Differentialgleichung  niederer  Ordnung 
ein  Integral  gemein  hat. 

Daraus  ergiebt  sich, 

dass  eine  irredt4>ctible  Differentialgleichung  w**'  Ordnung  mit 
keiner  anderen  algebraischen  Differentialgleichung  derselben  Ord- 
nung, aber  in  Bezug  auf  den  höchsten  Differentialquotienten 
niederen  Grades  ein  Integral  gemein  haben  kann,  dass  also  auch 
eine  irreductible  Differentialgleichung  für  Jcein  particuläres  Inte- 
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gral  sich  in  Factoren  zerlegen  lassen  darf^  welche  in  Bezug  auf 
den  höchsten  Differentialquotienten  von  niedrigerem  Crrade  sind, 

und  endlich  der  Satz: 

dasSy  wenn  eine  irreductible  Differentialgleichung  (24)  mit 
einer  anderen  Differentialgleichung  ein  Integral  gemein  hat,  sie 
alle  Integrale  mit  derselben  gemein  haben,  also  ein  algebraisches 
Integral  der  letzteren  sein  muss. 


VI.  Satz  von  der  Erhaltung  der  algebraischen  Beziehnngen 
zwischen  Integralen  verschiedener  Differentialgleichnng- 

systeme. 

1.  Seien  ^irreductibUDiSerentialgleichuiigsjstememiym^y 
...iwa*®'  Klasse  gegeben: 


(1) 


dt  dx       ^QftiQ\^yhQ)y(tl}"'   VQm^Jy 


Wirt  ^  .  .  I 

I 


IQ 

ffiirp  =  l,2,  ...Ä), 

worin  t^^g  als  Losung  der  irreductibeln  Gleichung  n^^  Grades 

definirt  ist 

(2)  6r^  (X,  t^j  y^i  >  •  •  •  y^m^)  =  0 , 

ferner  ein  irreductibles  oder  reductibles  DiflFerentialgleichung- 
system  m^^  Klasse 


(3) 


■^g(x,■l^,^^,...  z  )  dz,  ,  . 


dz^  dx 

worin  Tj  eine  Lösung  der  Gleichung 

(4)  g{x,x,z^,,,,z„^  =  0 

ist;  und  werde  angenommen^  dass  zwischen  den  Elementen 
der  den  irreductibeln  Systemen  zugehörigen  Integralsysteme 
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(5) 


2/217  2/22?  •  •  •  2/2 //i2    ' 


.yki,yk2f'*'ykmj^ 

und  den  Elementen  eines  Integralsystemes  der  DiflFerential- 
gleichungen  (3) 

^1 7  ^2  >  •  •  •  ^wi 
m  algebraische  Beziehungen  von  der  Form 

(6)  ®i {x,  y,  ^1)  =  0 ,  ©2(3;,  y,  ^g)  =0,  •  •  •  (^„.{x,  y,  ^„0  =  0 

bestehen,  worin  y  kurz  das  gesammte  System  (5)  repräsentiren 
soll,  und  @i,...  @m. ganze  Functionen  der  eingeschlossenen 
Grössen  bedeuten.     Führen  wir  zunächst  die  den  Systemen 

y  entsprechenden,  durch  die  Gleichungen  (2)  definirten  Grössen 

^11 7  ^12  5  •  •  •  ^1* 
ein  und  ersetzen  die  Gleichungen  (6)  durch  die  mit  Adjungirung 
aller  dieser  7- Grössen,  der  x  und  y  irreductiblen  Gleichungen 

(7)  9i(^7y7Mi)=0,g2(Ä;,^,7,^2)=0,--.g^(a;,y,^>^)=0, 

die   wir   der   weiteren    Betrachtung   zu    Grunde  legen.     Da 

z^,  ..*  ßm  algebraische  Functionen  der  Grössen  Xj  y,  t  sind,  so 
kann  man  nach  den  Auseinandersetzungen  des  zweiten  Ab- 
schnitts eine  algebraische  Function  2\  von  x^y ,  t  bestimmen, 
welche  als  Lösung  der  mit  Adjungirung  von  ic,«/,  t  irreduc- 
tiblen Gleichung 

(8)  -T«  +  f[(x,  y,  t)  T--1  +  ...  +  fn{x,  y,i)^0 

definirt  sein  mag,  und  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  sich 

durch  diese  und  durch  x,  y,  i  die  Grössen  0^^  z^y-  ^m  rational 
ausdrücken  lassen  in  der  Form 

(9)  ^^=Bi{x,yJ,Ti),^^^R2{x,y,l,Ti),'''^rn=Rm(xjyJ,f^)^ 

woraus  wieder  durch  Differentiation  mit  Hülfe  der  Gleich- 
ungen (1)  und  der  Gleichung  (8)  nach  wiederholt  dagewesenen 
Schlüssen 
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folgt,  wenn  r^r^f  ...r^n  wiederum  rationale  Functionen  be- 
deuten. Bemerkt  man  femer,  dass  das  r^  der  Gleichung  (4), 
wie   im  zweiten   Abschnitte  gezeigt  worden,    eine  rationale 

F„ocüoo,on,,i„...  ;..§,..  4 


r. 


(     -        -       dz,         dz\ 


(11)  -1  —  '     V-»»!,      -m,     dx>  dx 

oder  nach  (9)  und  (10) 

(12)  i,=^r{x,y,t,f,) 

wird,  worin  /  und  r  rationale  Functionßn  bedeuten,  so  folgt 
durch  Einsetzen  der  Werthe  (9),  (10),  (12)  in  das  Gleichung- 
system (3),  wenn   man  beachtet,    dass    man   jede    rationale 

Function  von  1\  vermöge  der  Gleichung  (8)  in  eine  ganze  Func- 
tion n — 1*®°  Grades  in  T^  verwandeln  kann, 

oder 

(14)     $,,  (x,  y,  i,  T,)  =  ^^  {x,  y,  1,  TJ    (für  ^  =  1 , 2,  •  •  •  m) , 

worin  ^^  und  1^^^  ganze  Functionen  n — V^^  Grades  in  T^  und 

rationale  Functionen  von  x^  y,  ^bedeuten.   Da  aber  die  Gleichung 

(8)  mit  Adjungirung  von  x^y^t  irreductibel  sein  sollte,  so 
wird  nach  bekannten  algebraischen  Sätzen  die  Gleichung  (14) 
eine  identische  sein  müssen,  und  somit  jede  Lösung  von  (8) 
auch  (14)  oder  (13)  befriedigen,  was  offenbar  dasselbe  ist,  als 

wenn  wir  sagen,  dass,  wenn  Ta  eine  beliebige  Löstmg  von  (8) 
bedeutet,  und  man  bildet  nach  (9)  die  Ausdrücke 

(15)  0ia  =BJ^X,yjt,Ta\z^a  =  B^{x,yXTa)r'^ma=B^^^ 

auch  diese  ein  Integralsystem  der  Diffe^-entialgleichungen  (3)  sind. 
Beachtet  man  jedoch  weiter,  dass,  da  die  Gleichung  (14) 
eine  identische  sein  muss,  die  Coefficienten  gleich  hoher  Po- 
tenzen von  Tj,  welche  rationale  Functionen  von  x^y^t  sind, 
einander  gleich  sein  müssen,  diese  Gleichheit  aber  Gleichungen 
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zwischen  x,  y,  t,  also  vermöge  (2)  algebraische  BeziehuDgen 

zwischen  den  y  und  x  festsetzen  würden,  so  werden  diese 
Gleichheiten,  wenn  mr  die  Annahme  machen,  dass  weder  zwischen 
den  y  eines  Systemes  von  (1)  eine  algebraische  Beziehung  statt- 
finde —  was  schon  nach  den  früheren  Untersuchungen  in  der 
Voraussetzung  der  Irreductibilität  der  Differentialgleichungen  (1) 
eingeschlossen  ist  —  noch  dass  die  y  der  verschiedenen  irreduc- 
tibeln  Systeme  unter  einander  algebraisch  verbunden  sind,  eben- 
falls identische  sein  müssen,  also  auch  bestehen  bleiben,  wenn 

man  statt  der  Integralsjsteme  y  irgend  beliebige  andere  In- 
tegralsysteme der  Differentialgleichungen  (1)  setzt.  Da  man 
aber  zur  Herleitung  der  Gleichungen  (13)  und  (14)  nur  durch 
Differentiation  der  Ausdrücke  (9)  mit  Benutzung  von  (1)  und 
Einsetzen  in  (3)  gelangt  ist,  so  werden  die  Ausdrücke  (9) 
noch  Integrale  des  Differentialgleichungsystems  (3)  bleiben, 

wenn  man  y  und  also  das  davon  abhängige  t  durch  beliebige 
andere  Integralsysteme  von  (1)  und  die  dazugehörigen  ^-Werthe 
ersetzt.     Wir  erhalten  somit  den  folgenden  wichtigen  Satz: 

I.  Sind  die  m  Elemente  eines  Integralsystems  der  Differential- 
gleichungen (3),  (4)  algebraische  Functionen  der  Elemente  von 
Integralsystemen  beliebig  vieler  Systeme  irreductibler  Diffe- 
rentialgleichungen (1),  (2),  und  bringt  man  diese  algebraischen 
Beziehungen  auf  die  Form 

(16)  z^=B,{x,y,i,T\),z^  =  B^(x,yJ,T^)r'Zrn==Brn(x,y,lT,\ 

worin  T^  eine  Lösung  einer  mit  Ädjungirung  von  x^y^t  irre- 
dttctibeln  Gleichung  (8)  ist,  und  i?, ,  JBg , . . .  Bm  rationale  Functionen 
bedeuten,  so  werden  die  Ausdrücke 

(n)z,  =  B,(x,y,t,T),z,=B,(x,y,t,T),'-Zrn  =  Bm(x,y,t,T\ 

worin  die  y,  t  beliebige  Integralsysteme  der  Differentialgleich' 
ungen  (1),  (2),  und  T  für  diese  beliebigen  Integralsysteme  eine 
jede  Wurzel  der  Gleichung  (8)  bedeuten  darf  wiederum  Integral- 
Systeme  der  pifferentialgleichungen  (3),  (4)  darstellen,  wenn  an- 
genommen unrd,  dass  zwischen  den  ersteren  Integralelementen  y 
der  verschiedenen  irreductibeln  Differentialgleichungsysteme  keine 
algebraische  Beziehung  stattfindet, 
oder  anders  ausgedrückt. 
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wenn  man  m  algebraische  Beziehungen  zwischen  den  Ele- 
menten eines  Integralsystems  (3),  (4)  und  Integralsystemen  von 
beliebig  vielen  irreductibeln  Differentialgleichungsystemen  (1),  (2) 
in  der  Form  hat 

(18)  F,(x,  y,  ^1,  •• .  ^„0  =  0,  F^{x,  y,  z^,---  z„,)  =  0, •  •  • 

F„,(x,y,Zi,'-'  z,n)  =  0, 

so  bleiben  diese  algebraischen  Beziehungen  erhalten,  wenn  man 

für  die  y  beliebige  Integralsysteme  der  irreductibeln  Differential- 
gleichungen, für  die  Werthe  Zi,...Zm  6*w  passendes  Integral- 
System  der  Differentialgleichungen  (3)  substituirt,  falls  wiederum 
die  obige  Annahme  erfüllt  ist, 

2.  Nehmen  wir  nunmehr  an^  dass  nicht  m  algebraische 

Beziehungen  zwischen  z^^,  ^efg, . . .  Zm  und  den  y  bestehen,  son- 
dern sei  jetzt  allgemein  vorausgesetzt,  dass  nur  m  —  X  solcher 
algebraischer  Beziehungen 

(19)  9?i  (x,  y,z^,'"  ^m)=0,   92 (^;  y^  ^1,  •  •  •  ^m)  ==  0, . .  • 

(prn-x(x,y,Zi,'"  Z,n)  =0 

existiren,  so  dass,  wenn  m  —  A=i/  gesetzt  wird, 

(20)  Zi=a^(x,y,Zy+i,-"Zm),  z^  =  ai(x,y,Zv-^u  ••- Zm),- 

Zv  =  a^(x,y,Zv^i,  "•  Zm) 

ist,  worin  a^, ...  av  algebraische  Functionen  bedeuten,  und  an- 
genommen wird,  dass  nicht  ausserdem  zwischen  a;,^,^,.  4.1,...  ;8^m 
eine  algebraische  Beziehung  besteht.  Gestalten  wir  zunächst 
diese  Gleichungen  mit  Zuziehung  der  ^-Grössen  in  die  mit 

Adjungirung  von  x,  y,  7,  Zv+i,  >^.Zm  irreductibeln  Gleichungen 

(21)  (i^{x,y,\Zr,^^,''-Zrn,Z^)  =  Or''%v{x,y~t,Z^^l,'''Zrn,Zr)  =  0 

um,  in  denen  fli, . . .  fly  ganze  Functionen  bedeuten,  bemerken 

femer,  dass   vermöge  (4)  und  (20)    sich  r^  als  die  Lösimg 

einer  mit  Adjungirung  von  x^y,!,  Zv^^x,  •-•  Zm  irreductibeln 
Gleichung 

(22)  9  {X,  J/,  t,  Zr+ly  •  •  •  ^m,  1^1)  =  0 
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darstellen  lässt,  und  bestimmen  eine  algebraische  Function 
2\  von  Xj  ffy  t,  Zyj^i  y  '  '  '  0m^  die  als  Lösung  der  mit  Ad- 
jungirung  von  x,  y,  t,  0y^i ,  . ,.  Zm  irreductibeln  Gleichung 

(22)  T-  +  f\{x,  y,  ~t,  ^,+1,  . . .  l,:)  T--^  +  •  •  • 

definirt  sein  mag^  und  die  Eigenschaft  hat,  dass  sich  durch  sie 

und  durch  x,  y,  t,  Zv^iy .  . .  ^m  die  Grössen  z^y  Z2,  - .  *  Zv  und  r^ 
rational  ausdrücken  lassen  in  der  Form 

(23)  ^i=i?j(a;,t/;^,^v+i,...^„o2\),  z<.^=B^{x,yyty Zv^i, ...ZnijT^), 

Zy  =  Bv{x,  y ,  ty  Zv^ip  .  .  .  Zmy  T^ 


•  •  • 


und 

(24)  Ti  =.B{x,  y,  1,  gy+i,  . . .  Zm,  2\). 

Durch  Differentiation  der  Gleichungen  (23)  folgt  nach  (1), 
(3),  (22)  und  (24) 

(25)  

dz  —    _    _  _        

--l=^ry{Xy  y,  ty  Zy^iy  ...Zmy  ^i); 

worin  r^ ,  .  .  .  r^  wiederum  rationale  Functionen  bedeuten, 
und  somit  durch  Einsetzen  der  Werthe  (23)  und  (25)  in  die 
ersten  v  Gleichungen  des  Systemes  (3) 

(26)  rf,{Xy  y,  i,  Zv+i  y..,Zmj  T^)  =  r^(^,  J/,  t,  z^^iy . ..  Zm,  T^) 

(für  /x  =  1,  2,  . . .  v), 

worin  t^  eine  rationale  Function  bedeutet,  oder  aus  wieder- 
holt angegebenen  Gründen 

(27)  ^^{Xy  y,  ty  Zy+iy . . . z„, y  T ^)  =  ^{x y  yy  ty  Zr^iy  ..,Zm,  T^, 

worin  ^^  und  \)^  ganze  Functionen  n  —  V^^  Grades  in  T^ 
und  rationale  Funct^nen  von  Xy  yy  t,  Zv+i,  •  -  *  Zm  bedeuten. 
Da  aber  die  Gleichung  (22)  mit  Adjungirung  von  Xy  y,  ty  Zv^i, 
. . .  Zm  irreductibel  sein   sollte,   so  wird  (27)  wieder   in  dem 


1i',  Eneust  Kuffiul. 

h'iusiH  idenübch    Mfin    miLbc^ii.    daäs  die  Coef&ienuai  gleich 

li<jii*fr  VoXeazen  ron  T^  stuf  beid^i  Seiten  einander  gleich 
fejfjd,  utid  e»  wird  al»o  auch  jede  Losung  der  Gleichung  [22) 
il'iH  OJeithung  (21)  oder  (2h*  befriedigen,  was  offenbar  das- 

>!^\\>H  hi,  aU  wenn  wir  sagen,  dass,  trewii  Ta  eine  beiidfige 
Jj'/mng  der  Gleichung  (22)  bedeutet^  und  man  bUdei  nadi  (23) 
die  Auüdrueke 


Zia  =  /*i  (^,  y,  ^  ^»j-i ,  . . .  r»,  Te) 


r2>^; 


aticAt 


'»Ä 


lUix,  y,  ^,  ^,^.1,  . . .  z,^j  T^), 


^1«  y    ^2<«  y    •  •  •  ^»«  >     *y+l  7    •  .  •  ^1 


m 


a^  Integrdbystem  der  Differentialgleichungefi  (3)  darstellen 
werden. 

Beachtet  man  jedoch  weiter,  dass,  da  die  Gleichungen 
(27)  identische  sein  mfissen,  durch  Gleichsetzen  der  Coeffi- 

cienten  gleich  hoher  Potenzen  Yon  T^  sich  algebraische  Be- 

ziehungeu  zwischen  x^  y,  ?,  ^y  +  i,  . . .  ^m  ergeben  würden, 
was  oben  ausgeschlossen  war,  da  nur  m  —  A  =  v  alge- 
braische Beziehungen  zwischen  x,  y,  z^y  ...  Zm  stattfinden 
sollten,  so  werden  die  einzelneu  Coefficienten  der  l\-Potenzen 

10  (27)  auch  in  Bezug  auf  z^-i-i ,  • . .  ^m  identisch  sein  müsseu, 
und  wenn  wir  noch,  wie  oben,  die  Voraussetzung  hinzufügen, 

dass  auch  die  y  nicht  unter  einander  in  algebraischer  Be- 
ziehung stehen,  auch  in  diesen  Grössen  identisch  sein.  Be- 
merkt man  aber,  dass  die  letzten  m  —  v  Differentialglei- 
chungen des  Systemes  (3)  für  das  particulare  System  Zi,  ,..0m 
vermöge  der  Beziehungen  (23)  und  (24)  in 


(21)) 


'  dx~  ^  ^^^^'    y^    ^'   ^"-^^^    •  •  •  ^m,    ^i) 


■=  Qm^v\^f    V)    t)    3v-\-\  ;    •  •  •  ^m;  -^i) 


dx 
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übergehen^  worin  q^,  ...  Qm—v  rationale  Functionen  bedeuten, 
dass  femer  die  identischen  Gleichungen  (27)  nur  durch  Diffe- 
rentiation der  Ausdrücke  (23)  mit  Benutzung  von  (1)  und 
Einsetzen  in  (3)  entstanden  sind,  so  werden  offenbar  die 
Ausdrücke    (23)    noch    Integrale    des    Dififerentialgleichung- 

systemes  (3)  bleiben,  wenn  man  die  y  und  die  davon  ab- 
hängigen t  durch  beliebige  andere  Integralsysteme   von  (1) 

und  die   dazu  gehörigen  ^-Werthe  ersetzt,    und  zugleich  für 

'^y^i,  ...0m  und  das  zugehörige  Tj' ein  beliebiges  anderes 
Integralsystem  des  Differentialgleichungsystems  (29)  und  das 

dazugehörige  T^  substituirt. 

Wir  finden  somit  den  ganz  allgemeinen  Satz  von  der 
Erhaltung  der  algebraischen  Beziehungen  zwischen  Integralen 
von  Differentialgleichungsystemen: 

II.  JEs  seien  Je  irreductiUe  Differentiälgleichungsysteme  der 
m^,  m^,  ...  mjfc*®^  Klasse  in  der  Form  gegeben 

(30) 

(für  9=1,  2,  •••/;), 

worin  tiQ  als  Lösung  der  irreductiheln  Gleichung  n^  Grades 
definirt  ist 

(31)  G^^3(a;,  ^^,y^i,y^2,--y^,mP=0, 

und  mögen  zwischen  h  Integralsystemen  dieser  h  Differential- 
gleichungsysteme 

unter  denen  algebraische  Beziehungen  nicht  stattfinden  sollen*)^ 
und  einem  Integralsystem 


*)  Diese  Bedingung  ist  nach  den  früheren  Untersuchungen  stets 
von  selbst  erfüllt,  sobald  es  sich  nur  um  ein  irreductibles  System  von 
Differentialgleichungen  in  den  Grössen  y  handelt. 
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(h)  Zif  Zi,  .  .  .  Zm 

eines  hdidngen  irreduetibeln  oder  reductibdn  (audk  in  gesonderte 
Systeme  zerfallenden)  Syskmes  von  DifferentiaJgleidningen 

cg(x,  X,,  z^,  ..,z\  dz,  . 


(32; 


worin  T|  aU  Lösung  der  irredadiblen  Gleichung  definirt  ist 

(33)  g(x,  T,  z^,  ...^„)  =  0, 

V  und  nur  v,  worin  v  <  f»,  aigdyraisehe  Beziehungen  von  der 
Form  statthaben 

(34)  9),  (a;,  y,  5, ,  •  •  •  5^)  =  0,  -  •  •  ^^(a:,  y,  ^,,  •  •  •  5m)  =  0, 

w?mw  g?i ,  . . .  9^  ^aw;8?e  Functionen  der  eingeschlossenen  Grössen 

bedeuten,  und  y  der  Kürze  halber  die  Gesammtheit  der  Inte- 
gralsysteme  (a)  darstellen  soll.     Diese  Beziehungen  (34)  bleiben 

nun  erhalten,  wenn   man  statt  y  tmUkürliche  andere  Integral- 

Systeme 

der  Differentialgleichungen  (30)  einsetzt,  vorausgesetzt  dass  man 
nur  statt  des  Integralsystemes  (b)  ein  oder  auch  verschiedene 
passende  Integralsysteme   der  Differentialgleichungen  (32)  sub- 

stituirt.     Um  die  zu   einem   beliebig  gewählten  Systeme  der  y 

zugehörigen  z  zu  finden,   verfahre  man  folgendermassen:   Man 

stelle  aus  den  Gleichungen  (34)   und  (33)  z^,  z^,  . . .  Zv  und 

r,  als  Lösungen  algebraischer,  mit  Ädjungirung  von  x,  y,  t,  Zv^x^ 
. . »  Zm  irreductibler  Gleichungen 

(35)  g,  (.r,  y,  t,  Zv^i,.,,Zm,  ^i)=0,  ...9v(^,  y,  t,  Zv-^i,  ".Zmy0v)=O, 
(30)  flC-^,  ?/,  i,  z,^u  •  •  •  ^nn  i-i)  =  0 


VI.  Satz  von  der  Erhaltung  der  algebraischen  Beziehungen  etc.     79 

daVy  bestimme  eine  Grösse  T^  als  Lösung  einer  mit  Adjungirung 
von  Xj  y,  ty  0v-\-i,  . . .  ^m  irredudibeln  algebraischen  Gleichtmg 

(37)  F(x,  y,  1,  0,^1,  ,.~Zm,  T)==0 

derart  y  dass  sich  z^  ß^}  •  •  •  ^r  ^wd  r^  rational  durch  T,  wnd 
die  übrigen  Grössen  in, der  Form 

(38)  ^i  =  2?i(a:,  y,  t,  ZrJ^i,.,.Zm,T^y  *"0v=liv{Xj  y,  t,  ^v+i,  ^m,  ^i) 
und 

(39)  ti  =  B(x,  y,  1,  0^+1  y  . . .  ^m;  T^) 

ausdrücken  lassen*) y  setzt  diese  Werthe  für  z^,  . . ,  z^y  r^  für 
z^y  . . .  Zyy  %i  in  die  m  —  v  letzten  Differentialgleichungen  des 
Sy Sternes  (32)  eiw,  so  dass  sich,  wenn  g^y  ...  Qm—y  rationale 
Functionen  bedeuten, 


(40) 


dz^i^  .        —  —    —  —      — 

-^^  =  Qii^f  Vj  ^}  ^y-hi  ^  •  •  •  ^m,  ^i) 


=  Qm—v(Xj   y,    t,    Zt,^iy    .  .  .  Zjnj   1\) 


dx 

ergiebty  worin  T^  nach  (37)  durch  die  Gleichung  definirt  ist 

(41)  F(xy  y,  ty  Zy^iy  , . .  Zm ,  T^)  =  0, 

so  werdeny  wenn  man  für  y  und  die  zt4gehörigen  t  unlTkürliche 

Integralsysteme  y'  und  f  der  Differentidlgleichungsysteme  (30), 
(31)  setzt,  ferner  irgend  ein  Integralsystem 

^V+l?     ZyJ^<iy     ,    »    >   Zm 

der  Differentialgleichungen  (40)  bei  mllkürlicher  Festsetzung  des 

Zweiges  der  Wurzel  T^  der  Gleichung  (41)  wählt,  die  aus  deny 
den  Gleichungen  (38)  analogen  Formen 

Z\  =  B.^{Xy    y\    t',    Z'v^iy    Zy^2y    .  .  .  ^m;     T'^ 

(42)  _ 

Zy    =    ItviX,      y\      t',      Zy^iy       Zy^2     ,      '    '    '    Zm  )       T  l) 

*)  wie  in  dem  zweiten  Abschnitte  gezeigt  worden. 


**y 


t,rst/^  EAfiieL 


ßkenyyr^^eiiendem    Werthe   t<m   z\^ ^   guiommtem    mit  z^^\j 

, . « ^1  dfvty^im  IniegrdUy-yiem  der  Ghid^Hin^m  '32  .  •  3o\  biUem^ 
irekA^  für  Snhii^tmning  jenes  vriUiürl^ckiit  hnrfjraUysiewis  der 
y  gtieUi  ixerden  mtiO^  damit  die  peu^ieHem  cigdfraisAen  Bda- 
tir/nen    34;  erhalten  UeAen^ 

%0   Legen  wir  wieder  zum  Zwecke  spaterer  ABwendung 
eine  ViSerenihklgleiehnng  m**  Ordnung 


(4?.) 


^V^'^  dx^    d^^^      '     ax'^^ 


zu  Grande y  so  kann  für  diese  das  irredactible  Differential- 
gleiehangsystem,  in  welchem  z  =^  z^  gesetzt  wird,  snbstitairt 
werden 


(dz, 
dx 


=  ^^ 


dz^ 

dx 


iW) 


«  • 


oder 


dz 


m — 1 

dx 


=  Z, 


m 


f(x,^.,^„.-^„,^)=o, 


dx 

z, 

«» 

m                1 

dx 

• 

m 

2m 

m 

dx 

^l 

worin 

F( 

XjZ^j  • 

•^i«7'^i)  =  0ist; 


es  werde  angenommen,  dass  ein  Integral  der  Gleichung  (43)^ 
also  ein  Integralelement  des  Systems  (44)  %^  eine  alge- 
braische Function 


(45) 


ii  =  a)(rc,  1^1,  1^2?  •••^?i) 


von  X  und  ife  Functionen  von  x:  ri^,  ri^j  > --%  sei,  welche 
Integrale  der  resp.  algebraischen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung 

(46)  F,  {x,y„  g)  =  0,    F,{x,  y,,  ^|)  =  0,  .•• 


^'•(^'J'*''9  =  0 


oder  der  Systeme 
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(47) 


dx  ^  dx  ^  dx        ^ 


sind,  welche  irreductibel  sein  sollen,  d.  h.  nach  den  früheren 
Definitionen,  welche  keine  algebraischen  Integrale  besitzen, 
und  für  welche  die  zweiten  Gleichungen  (47)  mit  Adjungi- 
rung  von  x  und  resp.  y^ ,  yg ,  • . .  y*  in  Bezug  auf  t  alge- 
braisch irreductibel  sind.  Wird  nun  der  früheren  Voraus- 
setzung entsprechend  angenommen,  dass  zwischen  den  Inte- 
gralen 1^1 ,  1^2 ,  •  -  'Vk  ^^^  irreductibeln  Systeme  (47)  nicht 
schon  unter  einander  eine  algebraische  Beziehung  besteht  — 
was  unbeschadet  der  Allgemeinheit  vorausgesetzt  werden 
darf,   da  man  sonst  eine    der  Functionen  i^i ;  - ' '  Vk  i^^ttels 

einer  solchen  algebraischen  Beziehung  aus  (45)  eliminiren 
konnte  und  eine  algebraische  Beziehung  zu  nur  k  —  1  Inte- 
gralen zu  Grunde  zu  legen  hätte  —  und  bemerkt  man,  dass 
aus  (45)  mittels  (47)  sich  auch 

dx         ^2;     dx   ^  ^^^     '"     dx     ~^'^ 

als  algebraische  Functionen  von  x,  i^j ,  i^a ;  •  •  •  ^*  ergeben, 
so  sind  alle  Bedingungen  des  Satzes  I.  dieses  Abschnittes 
erfüllt,  und  wir  erhalten  somit  das  folgende  Theorem: 

Gesteht  zwischen  einem   Integrale  g^   der  Differentialglei' 
chting  w*®'  Ordnung 

(48)  f(x,,J/,  ...^  =  0 

V         '  dx'  dx'''/ 

und  Je  Integralen  ij^,  ly^,  . . .  1^;^  der  resp.  h  irreductibeln 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

(49)  F,(^,y.,g')=0,     F,(^,y,/jj)  =  0,... 

eine  algebraische  Beziehung 

(50)  q){x,  ri^,  ri^,  -"i]^,  &)  =  0; 

so  unrd  unter  der  Voraussetzung^  dass  nicht  schon  zwischen  rj^y 

Koenigeberger,  Lehrbuch.  6 


82  Erstes  Kapitel. 

rj2f  ' ' '  Vk  ^*^  ^  ^^^  algebraische  Relation  existirty  diese  Be- 
ziehung (50)   erhalten  hleiben,  wenn  man  für  rj^^  ijg,...?;^ 

beliebige  andere  Integrale  der  irredttctibeln  Differentiälglei' 
chungen  (49)*)  und  für  Ji  cm  passendes  Integral  der  Differen- 
tialgleichung  (48)  setzt  ^  und  zwar  findet  man  das  in  jedem 
Falle  für  g^  zu  setzende  Integral,  indem  man  (50)  durch  den 

mit  Ädjungirung  von  x,  %,  %?  •  •  •  ^a>  ^i?  ^2>  •  •  •  ^*>  worin 
^ ,  ?2>  •  •  •  ^*  öfws  ^1 ,  ^2  ?  •  •  •  4  tZwrcÄ  Einsetzen  von  ri^,  %, 
'  "%  /^^  Vii  y^}  •  •  •  y*  hervorgehen,  irreductibdn  Factor 

(51)  9i(rr,  i?i,  ri2,  "'Vk>     *i>  h,  •••4,  Q  =  0, 
ersetzt **)\  jede  Lösung  der  Gleichung 

(52)  gi(a;,  ri[,  ^?2,  . . .  i?^,     ^i,  ^2,  . . .  ^i,  ti)  =  0, 
wonw  j^i ,  . . .  1^'a  c^^  willkürliches  Integralsystem  von  (49)  6^- 
deuten,  liefert  für  gi  m  Integral  der  Differentialgleichung  (48), 
welches  mit  rfi,  nf^,  •••''?*  zusammen  der  Gleichung  (50)  Genüge 

leistet 

4:.  Es  werde  femer  hier  der  später  häufig  zur  An- 
wendung kommende  Fall  hervorgehoben,  in  welchem  ein 
Integral  der  DiflFerentialgleichung  m^'  Ordnung 

(53)  f(^,.,  g,  ...g)  =  0 

eine  algebraische  Function  von  x  und  von  Quadraturen 


*)  Es  mag  bemerkt  werden,  dass,  um  die  Bedingung  der  Irreducti- 

bilität   zu   erfüllen,    diese   Differentialgleichungen   nur   in  Bezug   auf 

dy  dyj^ 

-^ ,  •  •  •  -^ —  algebraisch  irreductibel  zu  sein  brauchen,  da  die  zweite 

cioc  a  sc 

Bedingung  für  die  Integrale,  nicht  Differentialgleichungen  niederer 
also  0^^'  Ordnung  zu  genügen,  also  nicht  algebraische  Functionen  von 
X  zu  sein,  schon  in  der  obigen  Voraussetzung,  dass  zwischen  rii ,  rj^ , 
'  '  '  rik  uiid  X  keine  algebraische  Beziehung  stattfinden  sollte,  mit  ent- 
halten ist. 

**)  indem  durch  Differentiation  von  (61)  sich  f ^ ,  f 3  ,  •••?,„  rational 

durch  ä;,  1?! ,  .  .  .  i?;j. ,  <i  ,  .  .  .  *;t  ^^^  fi  ausdrücken ,  und  somit  das  T 
der  Gleichung  (8)  fi  selbst  ist. 


'? 


(56)  i^  =  /-.W-.-i-» 
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(54)(//i(«)4=..'  (/^^(^)4=.'  •  •  •  (//**(^)4=.. 

ist,  worin  /i(s),  AC^);  •••/iC^)  algebraische  FuuctioDen  von 
s,  und  Si^  $2^  *  •  *  ^ib  algebraische  Functionen  von  x  bedeuten, 
wobei  angenommen  wird,  dass  unter  diesen  Quadraturen 
selbst  nicht  algebraische  Beziehungen  stattfinden,  also  auch 
sie  einzeln  nicht  durch  algebraische  Functionen  darstellbar 
sind.     Setzt  man 

(55)  ^^  =  {fM^'l^.„> 

so  folgt 

dy  ds 

Joe  ^  ^^  W  dx 

und  wenn  man  die  beiden  algebraischen  Functionen  $^  und 
/^(5^)  von  X  in  bekannter  Weise  rational  durch  eine  alge- 
braische Function  tg  von  x  ausdrückt,  welche  die  Lösung 
einer  irreductibeln  Gleichung  der  Form  ist 

(57)  fd  +  n^(x) r?->  +  -  +  fr^(i(.'>)  =  0  =  <p^(x,  t) , 

in  welcher  /i^,  --•fvgQ  rationale  Functionen  bedeuten,  so 
dass  sich 

(58)  Sg  =  r^(Xy  tg) ,    fg{sg)  =  Rg(x,  ^ 

ergiebt,  worin  r^  und  R^  ebenfalls  rationale  Functionen  dar- 
stellen,  so  erhält  man    ebenfalls    in  Form   einer  rationalen 

Function 

ds 

(59)  /'^Wsf  =  t^(«,  ^?)- 

Setzt  man  nun   die  Differentialgleichungen  (56)   in  die 
Form 


(60) 


q)i(x,  0  =  0,     q>2{x,  0  =  0,     '"g>j^(oo,  4)  =  0, 

welche  nunmehr  die  wesentliche  Gestalt  der  Normalform  haben, 
so  ergiebt  sich  wiederum  nach  dem  Theorem  I.  mit  Berück- 
sichtigung der  in  3.  gemachten  Auseinandersetzungen  und  der 
Bemerkung,  dass   sämmtliche  Integrale  je  einer  Differential- 
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gleichung  (60)  sich  für  eine  bestimmte  Losung  t^  nur  um  eine 
willkürliche  additive  Oonstante  unterscheiden,  der  folgende  Satz: 
Ist  ein  Integral  i^  einer  Differenticdgleichung  m^'  Ord- 
nung (53)  algebraisch  mit  den  Quadraturen  (54)  durch  die 
Gleichung  verbunden 

m<o(x, {fnis)  ds\^,^, . . .  (fn(s)  t?s).^.^,?i) = 0, 

worin  o  eine  ganze  Function  bedeutet^  so  bleibt  diese  Beziehung 
erhalten^  wenn  man  für  die  Quadraturen  jedes  beliebige  Integral 
der  Differentialgleichungen  (60),  die  wieder  Quadraturen  alge- 
braischer Functionen  sind,  setzt,  wenn  man  nur  für  g^  ein 
passendes  Integral  der  Differentialgleichung  (53)  substituirt,  und 
zwar  findet  man  das  in  jedem  Falle  für  g^  zu  setzende  Integral^ 
indem  man  (61)  durch  den  mit  Adjungirung  von 

^;  {ffi  («)  ^s),=,, ,  . . .  (JA(s)  ^^).=,;t  ,t,,t^,...tjt 

■ 

irreductiblen  Factor 

ersetzt;  jede  Lösung  der  Gleichung 

(63)  gi  [x,Jxi{x,t^dx-\-Ci,''Jxk(x/k)dx+Ck,t[,t2,..JkftT^^ 

worin  t[,  ...  4  beliebige  Lösungen  der  zweiten  der  Gleichungen 
(60)  und  Ci,  . , ,  Ck  willkürliche  Constanten  bedeuten,  liefert  für 
i[  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (53),  welches  mit  den 
in  (63)  enthaltenen  Quadraturen  der  Gleichung  (61)  Genüge 
leistet 

Ist  endlich  die  Diflferentialgleichung  (53)  selbst  von  der 
ersten  Ordnung  und  zwar  die  Quadratur  einer  algebraischen 
Function,  so  wird  einerseits  unter  der  oben  gemachten  Be- 
dingung, dass  nicht  schon  zwischen  den  Quadraturen  (54) 
eine  algebraische  Beziehung  stattfindet,  der  eben  ausgespro- 
chene Satz  erhalten  bleiben,  andererseits  wird  sich  aber  auch 
die  allgemeine  Form  eines  algebraischen  Zusammenhanges  o 
zwischen  Qtmdraturen  algebraischer  Functionen  bestimmen  lassen. 
Denn  sei 
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eine  solche  irreductible  algebraische  Beziehung,  in  welcher 
F(s)y  fi{s),  ...  fk  (s)  algebraische  Functionen  von  s,  und 
S,  Si,  S2,  -  >  •  Sk  algebraische  Functionen  von  x  bedeuten^ 
oder  wenn 

(65)  {fF{s)dsl^,  =  J,    (//i(^)^^U.  =*!-.. 

•gesetzt  werden, 

(66)  o  (x,  J,  ii ,  ig ^  ...  4)  =  0, 

so  bleibt  diese  erhalten,  wenn  für  i^ ,  ig ,  ...  4  irgendwelche 
andere  Integrale  der  zugehörigen  Differentialgleichungen,  also 
auch,  da  sie  Quadraturen  sind, 

gesetzt  werden,  worin  c^,  Cg ,  . , .  Ck  wülhürliche  Constanten 
bedeuten,  wenn  nur  für  J  ein  passendes  Integral,  also,  wie 
eine  leichte  Ueberlegung  zeigt,  «7  +  (7  substituirt  wird,  worin 
G  von  Cx ,  ^2 ;  •  •  *  ^A  abhängt.     Setzt  man  also  nach  (66) 

(67)  J^  £l(x,  ij,  4,  . . .  ik), 

worin  £1  eine  algebraische  Function  bedeutet,  so  folgt 

(68)  J-}-  G  =  il(Xy  ii  +  Ci,  ig  +  ^>  "'ik  +c*), 
und  durch  Zusammenstellung  von  (67)  und  (68) 

(69)  Ä(a?,ii  +  Cij^2+^2?  '''ik  +  Ck)=£l(x,ii,i2,  •"ik)  +  C'^ 

da  nun  diese  Gleichung  in  Folge  der  Voraussetzung,  dass 
zwischen  den  Quadraturen  i^,  ig,  ...ik  nicht  selbst  schon 
ein  algebraischer  Zusammenhang  stattfinden  sollte,  eine  in 
diesen  Grossen  identische  sein  muss,  so  folgt  aus  (69)  durch 
Differentiation  nach  ix  und  cx 

^^^  ^(h+cx)  ~  ^h  ~^cx' 

und  somit,  da  diese  Beziehung  wiederum  eine  identische 
sein  muss. 
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(71)  Sl{x,ii,i2r"ik)  =  Cii^  +  C^i2'\ \-Ckik  +  Py 

worin  C^,  Cg,  . . .  C*    Constanten    und   P  eine   algebraische 
Function  von  x  sein  werden^  so  dass  (67)  in 

(72)  J=  C,i,  +  Cii,  + . . .  +  aik  +  P 

übergeht,  und  wir  somit  den  folgenden  Satz  erhalten: 

Zwischen  Quadraturen,  deren  Variahein  in  einem  alge- 
braisdien  Zusammenhange  stehen,  und  die  nicht  schon  in  ge- 
ringerer Zahl  algd)raisch  von  einander  abhängig  sind,  ist  jeder 
irreductible  algebraische  Zusammenhang  in  linearer  Form  mit 
Constanten  Coefficienten  darstellbar,  von  einer  additiven  alge- 
braischen Function  der  unabhängigen  Variabein  abgesehen. 


Zweites  KapiteL 

Charakteristisclie  Eigenschaften  specieller  Arten 
Ton  Differentialgleiclinngsystemen. 

• 

Nachdem  die  allgemeinen  Eigenschaften  aller  algebra- 
ischen Differentialgleichungsysteme  beliebiger  Klasse  behandelt 
worden,  wenden  wir  uns  nunmehr  zur  Ermittlung  der  Eigen- 
schaften specieller,  besonders  wichtiger  Arten  solcher  Systeme, 
ohne  noch  nach  der  analytischen  Form  der  Integralfunctionen, 
wenn  sich  eine  solche  für  den  ganzen  Bereich  der  unend- 
lichen Ebene  der  Yariabeln  gültige  ermitteln  lässt,  oder  nur 
nach  der  Beschaffenheit  derselben  in  den  einzelnen  Punkten 
der  Ebene  zu  fragen. 


I.  Eigenschaften  der  Differentialgleichnngen  der  Mechanik. 

1.  Wenn  n  materielle  Punkte,  deren  Coordinaten  mit 

(a)  ^i;  J/o  ^17      ^2;  Vi}  ^2,      •  •  •  ^n,  J/«,  ^n 

und  deren  Massen  mit  m^ ,  mg, . . .  mn  bezeichnet  werden  sollen, 
von  Kräften  angegriffen  werden,  für  welche  die  nach  den 
Coordinatenaxen  gerichteten  Componenten  der  den  Punkt  m, 
angreifenden  Kraft  X,-,  Yi,  Zi  sein  mögen,  so  liefert,  wenn 
diese  Punkte  von   einer  bestimmten  Anfangslage 

aus  bestimmte  Anfangsgeschwindigkeiten  erhalten,  deren  Com- 
ponenten durch 


8H 
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(tO 


VitXl^'^if       9>ifXi9t2y       >"9>n,Xn,tf 


Ko^oboti  soin  mögen ^  und  wenn  ausserdem  die  Coordinaten 
dor  n  lutttoriüllen  Punkte  noch  der  Bedingung  unterworfen 
nind,  wlUirond  der  Bewegung  den  Je  analytischen  Gleichungen 


0) 


•/'U^nyO^W    ^8;ysi,^2,     ...^n,2/«,^n)=0 


J'\{^\}ifi)^if    *»>yä>^a-     ...iTn,  y»,  ^n)  =  0 


tJonügo  ÄU  loistoii,   das  (r^l/^/iftcr^'sche  Princip  zur  Bestim- 
mung dor  Howogung  die  folgenden  3ti  Differentialgleichungen 


ff».»' 


m. 

M^* 

,rw 

♦V, 

,1?* 

,r : 

rF  rF 


+1 


dF. 


■J^        *N 


*\ 


i^  +  *i!'"+^r:-  +  -  -h'^ 


'.*. 


iL 


cx. 


«M 


,fr 


/.  +  i.  ,   '  +  ^    r^  + 


c  :. 


\\\  \\i>\u^\\  f  \\U^  7.int  K\5^ii^>  und  die  mit  den  t  Gleichungen 
^1"^    '/,;?5^;ft^Vtn.^r.jiVttv>wn.on   Sf*  4*  ^  Gleichraigen   nur 


.r 


w^v.^^r.  t^r.r*^);  ^^.7^  (^<*  irf^eW-^K^r.  i^r5$>»fir.    >"  :nni   c  bestimmt, 
>»^V\-W  ^.iJtJ^  ^^Tx^^^'^r^p^ji  Ä.k   i^f'   O^cciliTi^jer  xmc  o^«n  o^ste 


r        ff         "  '  \  '  f'\  "-    . 


ff 


ho<i<^>  rot« 

i'^R   -^^-r  i  ^►*}<^vJ}iiiiiror    "1     l   ^<c  CtveüiUÄjen  von 

)^,.V^  J;«  OHV»r<'^jnjit<^i  ä)^  r»nv;wi}OT.  vor.  ?»♦•  —  J  «^  ji  Grossen 


<t 


<■.. 


sa<-  «ivi^^^i^n  Us^M,   «'i>is^  \]h  »i»H>t?s<MvM   Ki^säriKiB^  är  äiese 


I.  Eigenschaften  der  Differentialgleichungen  der  Mechanik.      89 


durch  äi,  22;  •••?/*  i^  ^^^  Gleichungen  (1)  eingesetzt  die- 
selben identisch  für  alle  Werthe  von  g^i,  J^,  •••S'/x  befriedigen, 
so  dass  identisch 


(3) 


dFj^  dx,   .   ^F,  dy,   .   aF,  a^, 


^  Vaa;. 
1  » 


(für  s  ==  1,  2,  . . .  ft) 


wird,  und  man  erhält  daher,  wenn  die  Differentialgleichungen 

(2)  mit 

dx^      dy^      dz^ 

dq/    dq,'    dq, 

multiplicirt   und    für   alle  i  zusammen    addirt   werden,    und 
ausserdem 


(4) 
und 

(5) 


2r  /     dx.  dy.  dz.\ 


dt  ~^''  dt  ~y''  dt  ~^' 


gesetzt  wird,  die  ft  Gleichungen 


n 


(6) 


/dx'^  dx. 


dx',  dx.        dy\  dy^    ^    dz\  dz. 


dt   dq    "^  dt    dq 


)  =  ft. 


(7) 


Führt  man  nun  die  lebendige  Kraft  des  Systems 

n 

T  =  l^  »»••  (*••"  +  y*'  +  ^••') 

1 


ein,  so  folgt  für  q^  = 

ar 


dt 


und  somit 
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(9) 


d  dT 

dt  dc[ 


:  ~^'  "^'Kdt  dq\  +  dt  ag;  +  lit  dij 


da  aber 


(10) 


also 

(11) 


+2;  »».•  Y'  dtw,^y''Aiw,^''Ttdi'J'^ 


dx. 


t     » 


dz-      ^       dz^      ^  dz. 


i        t 


dy\       dy^       dz'.       dz. 


dq/      dq^         dq/      d%         dq^ 


ist,  so  geht  (9)  vermöge  (6)  iu 


(12) 


d^  ar 

dt  d% 
oder  da 


=  ft + zj  ^i  (y* 


,  d   ^'^i    ,     ,  d   ^Vi    ,      .  d   ^^ 


Vif  *  I  '       ^^  •' »  [  ^ 


dt  dq^ 


dt  dq^ 


dt  dq 


d' 


(13) 


d  ^ 
dt  dq^ 


a*x 


=  ptt^  ?i'H h 


dqydq^ 
d   ^Vi 


^y'i 


d  ^z.        dz\ 


^    dx^        dx. 


dq^    dt  dq/ 


ist,  in 

(14) 
Über. 


dt  dq^         dq^  '      dt  dq^         dq^ 


7  =  Ö*+  ^      (für  s=  1,  2, 


dea*/' 


^% 


/*) 


Da  sich  nun  aus  (7)  und  (10)  T  als  eine  homogene 
Function  zweiten  Grades  in  q^,  q^y  » -  -q^  ergiebt,  deren 
Ooefficienten  Functionen  von  q^y  q^,  >  *  ^q^  sind,  so  wird  be- 
kanntlich 


(15) 

oder  wenn 


^.„1  ,dT   .       fdT    .  ,      ,   dT 
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(16)  ll-P' 
gesetzt  wird, 

(17)  2T  =  i>,g/+i>2g/  +  ...+p,g; 

sein,  worin  Pd  P27  "'  P/^*^  homogene  lineare  Functionen  von 
g/,  fc?  •••  3iw'  sind,  deren  Coefficienten  von  q^q^i'-^t^  ^.b- 
hängen,  also  von  der  Form  sind 

\Pi  =  «11  ai  +  «12  ^2'  H 1-  «1^  ^i" 

(18)        ••••;••; 

worin  «r,  =  ««r,  so  dass 

(19)' 

lg/  =--  a^i  i>i  +  «^2  P2  H h  a^ija  Pja    ^ 

wird,  worin  ebenfalls  ars  =  cisr  ist.  Nach  den  Gleichungen 
(17)  und  (19)  nimmt  also  T  die  Form  an 

(20)  T  =  A,p,'  +  A,p,'  +  . . .  +  A^f/  +  A,,p,2h  +" 

worin  die  A  bekannte  Functionen  von  QiyQ^}  •"  Qu  s^^^i  "°d 
kann  somit  auch  als  eine  Function,  von  ö'i;  •••  ^a*?  ä?  •••1^^ 
betrachtet  werden,  in  welchem  Falle  sie  durch  (T)  bezeichnet 
werden  soll;  dann  wird  nach  (15)  oder 

(21)  T=J;g;|^_T 

1  ■'* 

die  totale  Differentiation  der  von  den  q,  und  q,'  abhängenden 
Gleichung 

(22)  dT -%:dlf,  -^'^^dq,  =%: dp.  -2|| dq, 
geben,  während  für  T  als  Function  von  pg  und  g«  aufgefasst 

(23)  dT^2  '-^  ^P'  +$  ^  ^^' 

folgt,  und  somit  durch  Vergleichung  von  (22)  und  (23) 
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aus  (24),  (14)  und  (16)  ergiebt  sich  somit  für  5  =  1 ,  2,  •  •  •  f* 

r9r,\  d%_d{T)      dp^  a(r) 

^"^^^  'dt  —  W.'    'dt—^'"  T^' 

worin  Qg  als  Function  der  Coordinaten  eine  bekannte  Func- 
tion von  Qi,  '»*  Qfi  ist.  Bezeichnen  wir  somit  jetzt  die  lebendige 
Kraft  als  Function  von  q^,  '"Qfi,Piy  "»Pfi  aufgefasst  wieder 
mit  T,  so  wird  das  d' Älemberff 8che  Differentialgleichungsystem 
zweiter  Ordnung  (2)  sich  durch  das  Differentialgleichung- 
system 2(1^'  Klasse  ersetzen  lassen: 


dq,  _  dT     dq^  _dT 
dt          cpi'   dt          cPi^ 

dp,        f)        cT     dpt 
dt  ~  '«^i        83, '  dt   ~ 

<ii^        dT 

Q, 

dt  ~~  cp^ 
■    dt        V,.       g 

(26) 


in  welchem  t  die  unabhängige,  qif  *  >  -  Qu,  Piy  --  •  Pfi  iiQ  ab- 
hängigen Yariabeln  bedeuten. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass,  wenn  das  Kräfte- 
system eine  Kräftefunction  U  besitzt,  wenn  also  eine  Function 
U  aller  Coordinaten  existirt  von  der  Beschaffenheit,  dass 

/Q7\  ^        du      ^       du      ^        dU 

(J7)  ^*=ä^.^     ^'^dV,'    ^'^dJ, 

ist^  dann  Q^  nach  (4)  in 


(.^ö;         ^'  -^Aao;,  äg,  "^  dy,  dq,  "^    dz,  dqj  ""  dq^ 

übergeht,  wenn  U  ebenfalls  als  Function  von  q^y^q^i  dar- 
gestellt wird,  und  das  Differentialgleichungsystem  (26)  nimmt 
dann  die  Form  an 

dq^^dT^      dq^^^_T_  dg^^^lT 

dt       dpi'     dt        dPi^  dt        dp^ 

(29)  ^ 

^^a_c[_ar    dp^^du_d_T      dp^^^u     gy^ 

dt       dqi      dqi^     dt        dq.^       dq^'         dt         dq^       dq^^ 

setzt  man  endlich 

(30)  T-U=H, 
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worin  -ff  eine  Function  von  g^,  ...  ff;«,  i^u  •••JP/'^  ^^^  ""^  ^^^* 
Hamilton^ sehe  Function  genaniit  wird,  und  bemerkt,  dass   ü 
von^i,  .-.Piii  unabhängig  ist,  so  kann  man  diesem  Dififerential- 
gleichungsysteme  noch  die  Form  geben 

dq^  dH      dq^  dH  d%  dH 


(31) 


dt  dpi^     dt  dp^^  dt  dp^ 

dp,  dH      dp^  dH  dPi^c  dH 


dt  dqi'     dt  dq^*  dt  dq^ 

3.  Wenden  wir  auf  dieses  Differentialgleichungsystem 
2ft*®'  Klasse  die  in  dem  Abschnitte  IV.  des  ersten  Kapitels 
entwickelte  Theorie  des  letzten  Multiplicators  an,  so  ist  zu- 
nächst klar,  dass  jede  Constante,  also  z.B.  die  Einheit,  ein 
Multiplicator  unseres  Systemes  (26)  ist,  da  die  nach  IV.  1. 
noth wendige  Beziehung 


'"''+'^  +  ■■■+'^-0 


dvi     ^     dy^     ^  dy^ 

in  unserem  Falle  in 


m 
m 


/' 


Übergeht  und,  da  ^,  von  2?,  unabhängig  ist,  in  der  That  identisch 
erfüllt  ist. 

Daraus  folgt  aber  nach  dem  in  jenem  Abschnitte  IV.  be- 
wiesenen Satze,  weil  ein  Multiplicator  des  Systems  bekannt 
ist,  der  Satz, 

dasSy  wenn  man  für  das  Differentialgleichungsystem  2ft*®' 
Klasse  eines  mechanischen  Problems  2fi — 1  Integrdlfunctionen 
kennt,  sich  die  Auffindung  der  letzten  Integraifunction  auf 
Quadraturen  zurückführen  lässt 

3.  Legen  wir  jetzt  unter  Voraussetzung  einer  Kräfte- 
function  das  Differentialgleichungsystem  2ft*®'  Klasse  (31)  zu 
Grunde, so  wollen  wir  den  folgenden Pöissow'schen Satz  beweisen: 

Sind 

j^wei  Integrdlfunctionen  des  Differentialgleichungsystems  (31),  so 
tmrd  hehauptet,  dass  auch 
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(33) 


eine  Integralfunction  jenes  Systemes  ist. 

Da  Dämlich  nach  der  durch  die  Gleichung  (3)  des  Ab- 
schnittes IV.  des  vorigen  Kapitels  gegebenen  Definition  einer 
Integralfunction  die  beiden  Gleichungen 


(34) 


dt  ^ 


\dq^   dt    "^  dp^  dt)        ^ 


dt^ 


f'  \^2,   dt    "^  dp^   dt )   ^^ 


identisch  erfüllt  sein  müssen^  so  wird  vermöge  der  Differential- 
gleichungen (31)  auch 


(35) 


^^ 


d<p  dH        dtp  dH 


M 


dt  ^jLu  \ 


^3,  ^P, 

dq^   dp,  dp,  dq^ 


d^  aH\  _Q 


identisch  bestehen^  und  somit  durch  partielle  Differentiation 
nach  qa  und  pa 


Jl'L.jL  y^/gy    d^H      ,      d*q>     dH       dtp     d^H 

_      ^V       ^  =  0 


(36) 


a^ 


dp,dp^  dqj  ' 

und   ähnliche  zwei  Gleichungen   aus   der  zweiten  Gleichung 
von  (35). 

Nun  ist  aber 


d  d(p 


d'q> 


d*(p     ^Q,    ,      d*(p      dPs' 


^""'^     dtdq,         dtdq,^^\dq,dq,    dt  ^  dp,  dq^    dt) 

oder  nach  (31) 
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^     ^       dtdq^        dtdg^'^^  [dq^dq^  dp^       cp^dq„  dqj 


und  ebenso 

^^^^      dt  dp  ~  dt  dp 


;+2-(: 


d\     dH         d^q>      dH 


dq^dp^  dp^       dp^ 


und  zwei  ähnliche  Gleichungen  für  die  ^-Function,  und  diese 
Beziehungen  gehen  mit  Benutzung  von  (36)  offenbar  über  in 


(40) 


d  dtp 
didq'^ 


,  _  "Sl  f'^     g'g    _  d^     d'H  \ 
^\dq,  dp^dq^       dp^  ^3,^W 

±d^^  _  y^ /a^     d^H    __  dqpi^     d^H  \ 


und  die  beiden  ähnlichen. 

Soll  aber  (tp,  tfi)  eine  Integralfunction  der  Differential- 
gleichungen (31)  sein,  so  muss  nach  (33) 


(41) 


dt 


ft 


dq>    d    dtp        dip    d    dq> 
'^  Wa  ä~t  dp^"' df^  dt  dq 


identisch  erfüllt  werden;  in  der  That   wird  diese  Gleichung 
vermöge  (40)  und  der  beiden  ähnlichen  für  die  ^-Function  in 

^\d^  'S!  (^    g'g    _  d^     d^H  \ 
,   a^^/a^      d^H        d(p      d^H  \ 

"^  ä g^ -^  \a  ?,  ap,  ai>^     ai),  a  g,  a pj 


a^    a«jff      dip    d^H 


a«,  ap,ai?^     ai),  dq.dp^ 


;) 


_  a;^  "^^  /a^    a'H  _  a^    a»g  \  I  ^  ^ 
apa-^'  \^ff,  ^p,  ^3a     ap,  ag,  agj  j 

übergehen,  und  diese  Gleichung  wird,  wie  man  unmittelbar 
sieht^  identisch  erfüllt,  indem  die  Goefficienten  von 
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d^H  d^H  d^H 


dp^dp^'      dp^dq^'       dqjq„ 

einzeln  Null  werden;   somit  wäre   der  oben   ausgesprochene 
Satz  erwiesen. 

Da  man  nun  aus  (9,  V')  und  q>  wieder  eine  Integral- 
function  ableiten  kann^  u.  s.  w.,  so  würden  sich  nach  dem  oben 
ausgesprochenen  Satze  aus  zwei  Integralfunctionen  des  Diffe- 
rentialgleichungsystems 2  ft^' Klasse  alle  2 fi  Integralfunctionen 
ableiten  lassen^  wenn  sich  nicht  bei  der  Bildung  Identitäten 
oder  frühere  Integralfunctionen  ergeben  könnten. 


II.  lieber  diejenigen  Differentialgleichnngsysteme  m^'  Klasse, 
für  welche  in  jedem  Punkte  die  allgemeinen  Integralsysteme 
von  m  particnlären  Integralsystemen  nnd  willkürlichen  Con- 
stanten algebraisch  abhängen. 

1.  Man  wird  im  Folgenden  für  diejenigen  Differential- 
gleichungsysteme, für  welche  die  allgemeinen  Integralsysteme 
sich  durch  so  viel  particuläre  Integralsysteme  und  so  viel 
willkürliche  Gonstanten,  als  die  Zahl  ihrer  Klasse  anzeigt, 
algebraisch  ausdrücken  lassen,  auf  Grund  dieser  Eigenschaft 
die  Natur  ihrer  Integrale  vollständig  zu  ergründen  im  Stande 
sein,  und  wir  wollen  deshalb  die  Formen  solcher  Differential- 
gleichungsysteme zu  erforschen  suchen,  welche  die  eben  an- 
gegebene Eigenschaft  besitzen. 

untersuchen  wir  zunächst  die  algebraischen  Differential- 
gleichungsysteme erster  Klasse 

worin  9  eine  algebraische  Function  bedeutet,  und  legen  zwischen 
dem  allgemeinen  Integrale,  einem  particnlären  und  der  will- 
kürlichen Constanten  die  algebraische  Beziehung  zu  Grunde 

(2)  y  =  f(yx,e), 

SO  darf  zunächst  offenbar  angenommen  werden,  dass  y^  nicht 
eine  algebraische  Function  von  x  ist,  da  sonst  vermöge  (2) 
sämmtliche  Integrale  algebraisch  wären. 
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Durch  DiflFerentiation  von  (2)  nach  x  folgt  nun  mit  Hülfe 
von  (1) 

und  da  diese  Gleichung  der  eben  ausgesprochenen  Annahme 
gemäss  eine  in  x,  y^  und  c  identische  sein  muss,  so  ergiebt 
sich  durch  Differentiation  nach  y^  und  c 


(4) 


aV       ,         s  _dq>(x,f)  df 

dy,  de  ^^^'  y^^  ~       df      dc^ ' 


und  durch  Elimination  von  ^\f  y  wie  eine  leichte  Rechnung 
durch  Verification  zeigt, 

^f(yi,c) 
(5)  ip{x,y,)^M^j^, 

^yi 

vv^orin  M  eine  algebraische  Function  von  x  und  c  bedeutet 
da  nun  q)(Xy  y)  von  c  frei  ist^  so  kann  man  c  =  0  setzen  und 
erhält^  indem  y^  durch  y  ersetzt  wird, 

(6)  9(^;y)  =  V'(2/)x(^), 

so  dass  die  Differentialgleichung  (1)  die  Form  annimmt 

(7)  g  =  Hy)  xi^), 

worin  ^  und  %  algebraische  Functionen  bedeuten.  Sind  nun 
y  und  y^  die  beiden  obigen  Integrale  (2)  der  Differential- 
gleichung (1),  so  wird  nach  (7) 

(8)  J^  =  A^ 

sein,  und  somit  diese  Differentialgleichung  in  y  und  j/^  der 
Forderung  gemäss  eine  Integralgleichung  der  Form  (2)  be- 
sitzen müssen.     Dies  würde  der  Fall  sein,  wenn 

(9)  t{y)==y 

wäre,  indem  die  Differentialgleichung  (8)  dann  die  Form  an- 
nähme 

Koenigsbergeri  Lehrbuob.  7 
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(10)  y^dy  —  ydyi^'O, 
welcher  in  der  That  die  Beziehung 

(11)  y  =  cyi 

genügt,  die  also  zugleich  die  Beziehung  zwischen  zwei  Inte- 
gralen der  Differentialgleichung 

(12)  g  =  yx(p) 

liefern  würde,  welche  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung 
erster  Klasse  genannt  wird.  Wir  werden  aber  später  sehen, 
dass  die  Differentialgleichung  (8)  auch  noch  in  andern  Fällen 
als  (9)  durch  einen  algebraischen  Zusammenhang  zwischen 
y,  y^  und  einer  willkürlichen  Gonstanten  c  befriedigt  werden 
kann  und  zwar  dann  und  nw  dann^  wenn  durch  eine  al- 
gebraische Substitution 

(13)  y  =  ^{ri) 

eine  Transformation  des  Differentials  (8)  in  der  Form  mög- 
lich ist 

^    ^       ^(3/)       n  '^(y)         1/(1— ^«)(i— Ä*ry«) ' 

worin  Ä  und  Je  Gonstanten  sind,  von  denen  die  letztere  auch 
verschwinden  darf. 

Wir  finden  somit  als  nothwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung dafür,  dass  für  ein  Differentialgleichungsystem  erster 
Klasse  das  allgemeine  Integral  eine  algebraische  Function  eines 
particulären  und  einer  willkürlichen  Constanten  ist,  die,  dass 
dasselbe  von  der  Form 

(^^)Ä=^2/%(^)     oder  |j=>/(i37y7r3Fl^-a:(^), 

oder  durch  algehraische  Substitutionen  aus  diesen  Formen  ab- 
geleitet  ist, 

2.  Gehen  wir  jetzt  zu  einem  Differentialgleichungsysteme 
zweiter  Klasse 


(16) 


^  =  9i{^,yi,y3) 


IL  üeber  diejenigen  Differentialgleichungen  m^^  Klasse  etc.      99 


über^  worin  97^  und  (p^  algebraische  Functionen  bedeuten^  und 
verlangen  wir  nunmehr,  dass  die  Elemente  des  allgemeinen 
Integralsystems  wieder  nur  yon  den  entsprechenden  Elementen 
zweier  particulärer  Fundamentalsysteme 

VlU  yi2,       und    ^21,  ^22 

und  zwei  willkürlichen  Gonstanten  algebraisch  in  der  Form 
abhängen 

I2/2  ^^  /2(yi27  ^22?  ^1  9  ^2)7       ' 

SO  wird  man  genau  wie  oben  unter  entsprechenden  Voraus- 
setzungen zu  der  nothwendigen  Form  des  Dififerentialgleichung- 
systems  (16) 


(18) 


^  =  ^ii(yi)  Zii(^)  +  ^12  W  X12W 
^  ==  ^21  (yi)  Z2i(^)  +  ^22(^2)  %^{^) 


geführt.     Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber 

(19)        j  dj/ii  =  ^11  (j/ij)  Xu  (^)  cZa;  +  i/;i2  (1/^2)  X12  (^)  ^^ 

und  hieraus,  sowie  aus  den  drei  entsprechenden  Gleichungen 
für  die  zweiten  Integralelemente 

^Vi        dy^i       äy^i 

*ii(yi)  ^11(^11)^11(2/21)  =0 
^12(2/2)^12(2/12)^12(2/22) 

(20) 

^2/2       0^2/12       ^2/22 

^21  (2/1)  ^2i  (2/11)  ^21  (2/21)        =  0  , 
^^22(2/2)  ^22(2/12)  ^22(2/22) 

und  es  müssen  diese  beiden  Differentialbeziehungen  resp.  durch 
die  Gleichungen  (17)  befriedigt  werden.  Indem  wir  nun  an- 
nehmen, dass  zwischen  y^^^  y^i,  j/x27  2/22  i^^cht  selbst  schon  eine 
algebraische  Beziehung  stattfindet,  so  folgt  leicht*)  mit  Rück- 

*)  Eine  eingehende  üntersachung  dieser  Frage  würde  die  Eennt- 
nisB  der  Elemente  der  Theorie  totaler  Differentialgleichungen  mit 
mehreren  nnabhängigen  Variabein  erfordern,  die  wir  hier  noch  nicht 
als  hekannt  voraussetzen  wollen. 

7* 
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sieht  darauf,  dass  die  Ausdrücke  für  y^  uud  t/2  zwei  willkür- 
liche Constanten  enthalten,  dass  das  DifiFerentialgleichungsystem 
(18)  die  Form  haben  muss 


(21) 


^^  =  yi  Zii(^)  +  Vi  «12  (a;) 


<*yi  _ 


während  die  dazugehörige  Integralrelation  (17)  in 


(22) 


W2  =  «^l  yi»  +  C«  ^22 

übergeht,  oder  aus  (21)  durch  algebraische  Substitutionen 

(23)  y.  =  ci(ri),   y,  =  <o,(Y,) 

entstanden  sein  muss. 

Schliesst  man  so  weiter^  so  findet  man  allgemein , 
dass  unter  allen  algebraischen  Differentialgleichungsystemen 
n^'  Klasse  im  Allgemeinen  nur  die  in  der  Form 

^  =  Ai  Vi  +  A2  y%  4 h  ^mVn 


(24) 


dx 
dx 


^21  yi  +  ^22^2  H h  -^2»  y» 


-J^  =-  Änl  y,   +  Ani 


H 1-   Annyn 


enthaltenen,  oder  die  durch  algebraische  Substitutionen  aus  diesen 
transformirten  Differentialgleichungsysteme  die  Eigenschaft  be- 
sitzen, dass  die  Elemente  des  allgemeinen  Integralsystems  sich 
durch  die  entsprechenden  Elemente  von  n  particulären  Integral- 
systemen und  n  willkürlichen  Constanten  algebraisch  amdrücken 
lassen,  und  zwar  lauten  die  Relationen  für  das  System  (24) 


(25) 


Vi   =-^1^11   +^2^21   + 
^2  =  ^12/12  +  ^22/22  + 


+  Cn  ynl 
+  Cn  yn2 


Vn  =  ^1  yin  +  ^2  2/2/1  H ["  Cnynn  • 
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Die  eben  erwähnte  Eigenschaft  der  Differentialgleichung- 
systeme  (24)  begründet,  wie  wir  sehen  werden,  ihre  Wichtig- 
keit in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen,  und  wir 
werden  uns  später  mit  der  Untersuchung  der  allgemeinen 
Eigenschaften  jener  Differentialgleichungsysteme  eingehend 
beschäftigen. 


III.  Ueber  die  Rednction  homogener  Differentialgleicbnng- 
systeme  anf  Systeme  niederer  Klasse. 

1.  Die  durch  die  Gleichungen  (24)  des  vorigen  Abschnittes 
dargestellten  Differentialgleichungsysteme  haben  in  rein  alge- 
braischer Beziehung  die  Eigenschaft,  dasS  jede  ihrer  Differen- 
tialgleichungen in  Bezug  auf  die  abhängigep  Variabein  und  die 
resp.  in  ihnen  vorkommenden  Differentialquotienten  homogen 
vom  ersten  Grade  ist,  und  in  dieser  Eigenschaft  ihrer  Form 
bilden  sie  nur  specielle  Fälle  von  der  grossen  und  häufig  vor- 
kommenden Gattung  der  homogenen  Differentialgleichung- 
systeme, welche  die  wesentliche  Eigenschaft  besitzen,  dass  sie 
sich  vermöge  Quadraturen  stets  auf  algebraische  Differential- 
gleichungsysteme niederer  Klasse  zurückführen  lassen. 

Sei  ein  Differentialgleichungsystem  n*®'  Klasse  vorgelegt 


(1) 


©2(^,2/1,  y^j'-Vn,  £7  =  0 


in  welchem  ©j, ...  @„  homogene  Functionen  der  Grössen  x,  y^j 
^2;  •  •  •  y»  ^^^-P-  ^^^  ^1  >  ^2;  •  •  •  *^n*^*^  Grade  bedeuten,  so  wird,  wenn 

(2)  X  =  X.ly   y^=  XZ^  ,    y2  =  XZ^y    ..'yn  =  XZn 

gesetzt,  und  die  erste  Gleichung  durch  a;*"^ ,  ...  die  letzte 
durch  x^n  dividirt  wird,  ein  System  von  Gleichungen  sich 
ergeben 
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oder 


(3) 


bringt  man  diese  Gleichnngen  in  die  Form 


(4) 


^^  =  «lC^l»    Hy    •"    ^n) 


X  -^  =  an{Xy  Zu  Z^j  ...  Zn)j 


worin  a^^  • .  •  a»  algebraische  Functionen  bedeuten,  so  folgt 
durch  Division  je  zweier 


(5) 


dz^ 
dZi 

dz. 


—  -^2  \ßi}  ^2y  '  '  '  ^«/ 


^=^3(^1,  ^2?  ••  .  ^n) 


dz. 


\dz^ 


-^n  (^1;    ^2?    •  •  •    ^»)? 


worin  wiederum  A^,  > , .  An  algebraische  Functionen  sind, 
und  es  ist  somit  die  Integration  des  vorgelegten  Differential- 
gleichungsystems n^'  Klasse  zurückgeführt  auf  ein  solches 
n  —  1**"  Klasse.  Sind  die  w  —  1  Integralgleichungen  dieses 
Systems  gefunden 


(6) 


fl(^l,   ^2»    •  ••   ^n)  =  «1 
Ui^lf    ^27    •  •  •    ^n)  =  «2 
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SO  liefert  deren  ZusammenstelluDg  mit  der  ersten  Differential- 
gleichung (4)  die  Beziehung 

oder  vermittels  der  früher  definirten  Quadratur 

/dx /*  dZi  _, 

^      J^(^"«"---««-x)  "' 

woraus  g^,  und  somit  nach  den  Gleichungen  (6)  auch  02)  ^s? 
,..  0n  und  daher  nach  (2)  auch  j/^,  y^f  *••  Vn  ^^^  Functionen 
Ton  X  und  den  n  willkürlichen  Constanten  a^,  a^,  ...  a»  be- 
stimmt sind.     Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

Die  Integration  eines  jeden  in  Bezug  auf  die  unabhängige 
und  die  cibhängigen  Variabein  homogenen  Differentialgleichung- 
Systems  n^  Klasse  ist  auf  die  Integration  eines  Differentialgleichung- 
system n  —  1*®'  Klasse  und  auf  eine  Quadratur  mriickfuhrhar. 

2.  Sind  jedoch  die  Gleichungen  (1)  in  Bezug  auf  die  ab- 

hängigen  Variabein y^,  ...yn  und resp.  "5^,  ^, ...  -^  homogen 
und  zwar  vom  Wj,  Wg,  ...  w»*®*^  Grade,  so  wird,  wenn  man 

setzt,  die  erste  Gleichung  von  (1),  wenn  -p=t/j — -^ 
gesetzt,  und  die  Gleichung  durch  y^"»  dividirt  wird,  in 

(10)  5'i(^,^2;^8;"^»,^^)==0  oder  ^^"öiCa?,^  %-^n) 

übergehen,  wenn  a^  eine  algebraische  Function  bedeutet;  da 
aber  die  n  —  1  folgenden  Gleichungen  von  (1)  vermöge  (9) 
die  Form  annehmen 

(1  dy\ 

so  wird  sich  vermöge  der  Annahme  der  Homogeneität,  wenn 
durch  y^r  dividirt  und  berücksichtigt  wird,  dass  nach  (9) 
und  (10) 

(^^^V,d^=di  +  '''V^d^    ^^^^    ^d^=ä^+^'-«l(^^^2,%    -^n) 

ist,  das  System  von  n-1  Differentialgleichungen  ergeben 
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(13) 


82(3;,  g^,  e^,  •••^»,^)  =  0 
83(3;,  z^yZ^,  ■    •■3«,  ^)  =  0 

Q„(x,  Zi,  Zs,---  Zn,  /^j  =  0  . 


Siud  aber  n —  1  Integralfuuctionen  dieses  Systemes  n 
Klasse  gefunden 


—  1 


ter 


(14) 


12  (^?    ^2}    ^3? 


0n)  =  «3 


,\n(0C,    ^2>    ^37    '  '  '    ^n)  =  ««  , 


SO  geht  (10)  in 

(15)  j  ^  =j  Fix,  «2;  •  •  •  «n)  dx  +  «1 

über,  woraus  j/^,  also  nach  (14)  und  (9)  auch  y,^,  j/s,  ...  y« 
als  Functionen  von  x  und  den  n  Constanten  a^,  a^,  ...  ocn 
bestimmt  sind;  es  folgt  somit, 

dass  jedes  in  Bezug  auf  die  abhängigen  Varicibeln  und  deren 
Differentialqu^otienten  homogene  Differentialgleichungsystem  n*®' 
Klasse  reducirhar  ist  au f  ein  Difffrentialgleichungsystem  n — 1^' 
Klasse  und  eine  Quadratur, 

Es  mag  hierzu  der  specielle  Fall  einer  Differentialgleichung 
m^'  Ordnung 


(16) 


4.''i.-S)-» 


hervorgehoben  werden,  welche  in  den  Grössen 


dx"" 


homogen  sein  soll;  es  unrd  sich  die  Integration  dieser  Glei- 
chung von  der  Integration  einer  Differentialgleichung  n  —  1*®' 
Ordnung  und  einer  Quadratur  abhängig  machen  lassen,  da  das 
System  von  Differentialgleichungen 
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dx 
dx 


(17) 


y-i 


Vs 


dx 


=  y. 


f{^,yi,y2>  -yn,  -ji)^^ 


der  Bedingung  des  oben  ausgesprochenen  Satzes  genügt. 

3.  Wir  wollen  endlich  noch  die  Möglichkeit  der  Reduction 
für  ein  DiflFerentialgleichungsystem  nachweisen,  für  welches 
die  Bedingungen  der  Homogeneität  in  der  früheren  Definition 
nicht  erfüllt  sind,  welches  aber  die  unabhängige  Variable 
mit  den  abhängigen  Yariabeln  und  den  Differentialqüotienten 
in  ähnlicher  Weise  verbunden  besitzt.  Sei  nämlich  das  System 
von  der  Form 

®i(^' yii  ^y^j  •  •  •  ^«yn,  xp^^^ ^)  =o 


(18) 


®2(^'  yi;  ^^y^.  "^  XPn  y^,  a^+1  ^1)  =  0 

&n{x^  yu   X^yzy    '"   XPn  y„,  a?^„+l -^  j  =  0  , 


worin  p^,  p^,   .  .  .  pn,    wenn    wir    die    Systeme   algebraisch 
voraussetzen,    rationale   Zahlen    sein  müssen,   so  setze  man 


(19) 


xPiy,  =;?!,     a^y,  =  4fg,  •••  «Pny,  =  ;?,, 


woraus  sich 


oder 
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(2(>) 


^  dx       ^^'^' 

hr 

----2,» 

dz^ 

[^  dx         -^*^rif 

^- 

> 

and    durch   DiTiäion   aller  darcfa.  die  erste   ein   Differential- 
gleiehnngBjstem  n—V^  Klasse  ergiebt 


(2\) 


sind  die  Integrale  dieses  Systems  in  der  Form  gefunden 

Ati^ij  ^t9  "■  '^•)  =  «4 

(22)  

f»(^i^  ^2>  •••  ^»)  =  a«, 
so  geht  die  erste  Gleichung  Yon  (20)  in 


(23) 


J  '^=jF{^u  ^7  '•  a«)  +«1 


über,  wodurch  ^^^  also  nach  (22)  und  (19)  auch  y^,  y^?  •  •  •  y» 
durch  ;r  und  n  willkürliche  Constanten  ausgedruckt  sind; 

das  Differentialgleichungsystem  (18)  der  n*^  Klasse  ist 
somit  stets  auf  ein  Differentialgleichungsystem  n  —  1*®'  Klasse 
und  auf  eine  Quadratur  reducirbar,  • 

Man  sieht  sogleich  wieder,  dass  sich  jede  Differentialglei- 
chung  n**'  Ordnung  von  der  Form 


(24)  r(f,    % 


X 


d*y 


dx 


2  9 


Od 


n — 1 


dx" 


}-"■ 


worin  f  eine  ganze  Function  der  eingeschlossenen  Grössen 
bedeutet;  wie  durch  Umsetzen  in  ein  System  n^'  Klasse 
unmittelbar  ersichtlich  ist,  auf  eine  Differentialgleichung 
n — !*•'  Ordnung  und  eine  Quadratur  zurückführen  lässt,  und 
da   sich  jede   in  Bezug   auf  die  beiden  Yariabeln  x,  y  und 
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die  Differentialien  derselben  dx,  dy,  d^y,  .  . .  d^y  homogene 
Gleichung 

(36)  F{.,y.%    g,     ■g)-0 

offenbar  in  die  Form  (24)  umsetzen  lässt^  so  folgt, 

dass  jede  in  Bezug  auf  ihre  Variabein  und  die  Differen- 
tialien derselben  homogene  Differentialgleichung  auf  eine  Diffe- 
rentialgleichung niederer  Ordnung  und  eine  Quadratur  redtwirt 
werden  Jcann. 
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Ueber  die  Eigenschaften  der  linearen  Differential- 

gleiclinngsysteme. 


I.  lieber  die  simultanen  Fnndamentalsysteme  von  Integralen 
linearer  Differentialgleichnngsysteme. 

1.   Wir  werden  ein  Dijferentialgleichungsystem  n*®'  Klasse 
ein  lineares  nennen^  wenn  dasselbe  die  Form  hat 


(1) 


-j^  =  Äniyi  +  An2  J/2  +  •  •  •  +  ^««  J^n  +  -^«»+1  ? 


«<;önw  -4«^  Functionen  von  x  bedeuten*),  und  zwar  wird  dieses 
System  ein  homogenes  lineares  genannt,  wenn 

(2)  Äin^l   =  Ä2n-\-l  =  •••==  Ann-\-l  =  0 

ist. 

Betrachten  wir  zunächst^  um  die  Beziehungen  zwischen 
den  allgemeinen  und  particulären  Integralsystemen  fest- 
zustellen, ein  homogenes  System  von  der  Form 


*)  Wenn  wir  nur  algebraische  lineare  Differentialgleichungsjsteme 
betrachten,  so  werden  Ä^^   algebraische  Functionen  von  x  bedeuten 

mÜRsen;  doch  werden  die  nachfolgenden  Untersuchungen  unabhängig 
Ton  dem  algebraischen  Charakter  der  Goefficienten  des  linearen  Diffe* 
rentialgleichungsystems  durchgeführt  werden. 
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(3) 


(dy, 
dx 

dVi 
dx 


=  Al  Vi   +  A2  2/2-1 h  AnVn 

=  Ai  yi  +  ^22  J/2  H 1-  -42»  y« 


^2/n 

SO  ist  zunächst  klar,  dass  wenn 

'2/10  ^12?  •  •  •  yin 


(A) 


y2u  2/22?  •  •  •  2/2« 


.VXV    yX2f    '  '  '    Vxn 

particuläre  Integralsysteme  des  Differentiälgleichungsystemes  (1) 
darstellen,  nothwendig  auch 

^yn  +  %y2i  +  "'  +  ^xyxi 
,^,  'iyi2  +  '2y22  +  "'  +  'xy^2 


worin  c^y  c^,  ...cx  willkürliche  Constanten  bedeuten,  ein  Integral- 
System  desselben  Differentialgleichungsystems  bilden, 

wie  durch  Einsetzen  der  Systeme  (A)  und  (B)  in  das 
Dififerentialgleichungsjstem  (1)  unmittelbar  hervorgeht. 

Seien  nun  w  particuläre  Integralsysteme  durch  ihre  Werthe, 
welche  sie  in  einem  beliebig,  aber  fest  gewählten,  nicht  sin- 
gulären  Punkte  x  =  Xq  annehmen,  bestimmt,  wie  es  die  früheren 
allgemeinen  Untersuchungen  ergaben,  und  seien  die  iür  x^^Xq 
festgesetzten  Werthe  j/J^,  was  stets  möglich  ist,  so  gewählt, 

dass  die  Determinante 


C4) 


1)0 


y'n  y%"'  y\n 


yir  ifi^"'  y% 


2n 


t.  Ä  ■■■^ 


nn 
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von  Null  verschieden  ist,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass  jedes 
Integralsjstem  von  (1)  in  den  Formen 

=  Ci  !/ii  +  Ca  y»!  H h  c«  y»i 


(5) 


Vi 


y%  =  ^1  yi2  +  ^2  ^22  H f-  c«  y«2 


^nn 


.Vn  =  Cj  yi„  +  Cg  y2«  H h  c»  y« 

enthalten  ist;  denn  einerseits  bilden  die  Formen  (5),  wie  oben 
gezeigt  worden,  stets  Integralsysteme,  andererseits  kann  jedes 
Integralsystem  durch  dieselben  dargestellt  werden,  da,  wenn 
Vii  y%y  •  •  •  Vn  för  x  =  Xo  die  willkürlich  gewählten  Werthe 
y?'  y2;  "-y^  annehmen  sollen,  vermöge  der  Annahme,  dass 
die  Determinante  (4)  nicht  verschwindet,  die  Constanten  c^, 
...Cn  stets  so  bestimmt  werden  können,  dass  den  Gleichungen 


ß) 


k  =  «iy?.  +  <'2»?,+  --  +  «.y:. 


nn 


Genüge  geschieht. 

Man  nennt  nun  eine  ZusammensteUung  von  n  einem  nickt 
singiMren  Punkte  Xq  zugehörigen  Integralsystemen 


(H) 


Vn  yi2  •  •  •  ym 

y2i  y22  •  •  •  y2« 


Vni  yn% 


y 


nn  f 


deren  Determinante  (4)  von  Null  verschieden  ist,  ein  simultanes, 
dem  Punkte  Xq  zugehöriges  Fundamentalsystem  von  Integralen, 

und  es  folgt  somit, 

dass  in  der  Umgang  eines  bdidngen  nicht  singulären 
Punktes  sich  die  Elemente  des  allgemeinen  Integralsystems  als 
homogene  lineare  Functionen  mit  n  constanten  Coefficienten  aus 
den  entsprechenden  Elementen  von  n  simultanen  Fundamental- 
Systemen,  die  diesem  Punkte  zugehören,  darstellen  lassen. 
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Nach  den  Auseinandersetzungen  des  Abschnittes  III. 
Eap.  1  hängt  die  Natur  der  Integrale  des  Differential- 
gleichungsystemes  (1)  in  irgend  einem  Punkte  der  rr-Ebene 
von  der  Eindeutigkeit  und  Endlichkeit  der  rechten  Seiten 
dieser  Gleichungen  in  diesen  Punkten  ab^  und  da  dieselben 
ganze  lineare  Functionen  von  y^y  y^,  •  *  »yn  sind^  so  wird 
die  Natur  der  Integrale  nicht  von  den  Anfangswerthen  dieser 
letzteren  Grossen  abhängen,  sondern  lediglich  durch  den 
Charakter  der  Functionen  Äaß  von  x  bestimmt  sein.  Schliessen 
wir  also  nach  den  oben  ausgeführten  Betrachtungen  irgend 
ein  einfach  zusammenhängendes  Flächenstück  T  der  a;-Ebene 
ab;  innerhalb  dessen  keine  Verzweigungspunkte  der  Functionen 
Aaß  liegen,  tragen  ferner  in  diesen  Raum  diejenigen  Punkte 
ein,  fflr  welche  die  Äaß  unstetig  werden,  und  umgeben  diese 
mit  unendlich  kleinen  Curven,  so  entsteht  eine  mehrfach  zu- 
sammenhängende Fläche  r,  welche,  wenn  wir  je  eine  der 
kleinen  Curven  durch  irgend  einen  Querschnitt  mit  dem 
Bande  der  Fläche  T'  verbinden,  wiederum  ein  einfach  zu- 
sammenhängendes Flächenstück  T''  wird;  und  wir  wissen, 
dass  dann  die  Fortsetzungen  irgend  eines  zu  einem  Punkte 
Xq  der  Fläche  T'  gehörigen  simultanen  Fundamentalsystems 
innerhalb  dieser  Fläche  T'  jedenfalls  simultane  Integral- 
systeme, und  innerhalb  T"  eindeutige  simultane  Integral- 
systeme bleiben*). 

*)  Es  mag  schon  hier  bemerkt  werden,  dass,  wenn  Aaß  alge- 
braische Functionen  von  x  bedeuten,  man  nach  den  Anseiuander- 
Setzungen  des  zweiten  Abschnittes  von  Kap.  1  eine  algebraische 
Function  t^  wird  bilden  können,  durch  welche  sich  die  s&mmtlichen 
Aafi  mit  Hülfe  rationaler  Functionen  von  x  rational  und  ganz  aus- 
drücken lassen;  sei  nun  t^  die  Lösung  der  mit  Adjungirung  von  x 
irrednctibeln  algebraischen  Gleichung 

und 

-^"^"^     F{x)     ' 

worin  F^ß(x^  tj)  eine  ganze  Function  von  x  und  t^ ,  und  zwar  in  Bezug 

auf  die  letzte  Grösse  vom  v  —  1^^  Grade,  F(x)  eine  ganze,  allen  Aaß 
gemeinsame  Function  von  x  ist,  so  wird  das  lineare  Differential- 
gleichnngsystem  die  Form  annehmen: 
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Es  ist  aber  auch  leicht  zu  sehen  ^ 

dass  ein  simultanes  Fundamentalsystem  von  Integralen  "bei 
beliebiger  Fortsetzung  über  die  Fläche  T'  hin  auch  ein  simultanes 
Fundamentalsystem  bleibt 

Bildet  man  nämlich  die  Determinante  aus  den  simul- 
tanen Fundamentalsystemen 


(7) 


ym 

2/2» 


J/nl  J/n2 


•       •        • 


y 


nn 


SO  ergiebt  sich  durch  Differentiation  nach  x 


dyi 
dx 

dVi 
dx 


F^i(x,t,)         F^^(x,t,) 

Vi  H — TPf^\     Vi  + 


Fix) 

Fii(x,t,) 
F{x) 


2/1+-' 


F{x) 
Fii{x,t,) 


F{x) 


2/2  + 


F^J^ 
"^     F(x)     ^» 

"^     F(x)     ^« 


^2/n       F^^ixJ,)         F^^x^t,) 

Vi  +       TPf^S       2/2  + 


dx  F{x)     ^'  •      F{x)     ^^   '  •      F(x) 

CoDstruirt  man  nun  die  Eiemann'sche  Fläche  $  für  die  algebraische 
Function  t,  und  trägt  auf  dieser  alle  Werthe  von  x  auf,  welche  die 
eine  oder  die  andere  der  beiden  Gleichungen 

fo{x)^0,    F(x)^0 

befriedigen,  und  umgiebt  diese  mit  unendlich  kleinen  Curven,  so  ent- 
steht die  mehrfach  zusammenhängende  Biemann'ache  Fläche  $',  und 
es  werden  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  und  bekannten  Prin- 
cipien  der  l^temann^schen  Theorie  offenbar  die  Fortsetzungen  eines  zu 
einem  Punkte  Xq  der  Fläche  $'  gehörigen  simultanen  Integralsystems 
über  die  ganze  Biemann' 6che  Fläche  c^'  hin  stets  simultane  Integral- 
systeme bleiben,  und  das  Differentialgleichungsystem  selbst  wird  für 
alle  geschlossenen  Umläufe  auf  der  i^tmann'schen  Fläche  zu  seiner 
früheren  Gestalt,  die  für  den  Ausgangswerth  Xq  zu  Grunde  gelegt 
wurde,  zurückkommen;  yerwandelt  man  endlich  noch  durch  Quer- 
schnitte, welche  yon  den  ausgeschlossenen  Punkten  nach  der  Be- 
grenzung der  Fläche  $'  führen,  diese  Fläche  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende 0",  so  werden  die  Elemente  des  simultanen  Integralsyst^ms 
bei  einem  beliebigen  geschlossenen  Wege  der  Yariabeln  x  innerhalb 
der  Fläche  ^"  stets  zu  ihren  Ausgangswertben  zurückführen. 
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dB 
dx 


dyxi    dx     '    dy^x     dx     ' 


+ 
+ 


dD  dyi^    I     *^^   '*2'28 


a^i,    dx     ^    dy 


dB   dy^    , 
dx   "^ 


+ 


+ 


dB    äy^i 


dx 


SS 


^yni 

dB     dyn2 

^y 


n2 


dx 


oder    nach    bekannten    Eigenschaften    der    Zerlegung    einer 
Determinante 


(8)if- 


^yii 

dx 

^12  •  • 

-ym 

dytx 

dx 

^22  •  • 

-y^n 

•     • 
dx 

•              • 

yn%  •  • 

m             • 

^ynn 

+ 


<*yu 


J/n 

dx 

•J/m 

2^21 

dx 

•^2» 

• 

ym 

•     •     • 

•  • 

dx 

•     • 

+  •••*), 


und  daher  mit  Benutzung  der  Dififerentialgleichungen  (3) 
für  die  particulären  Integralsysteme  nach  Zerlegung  der  De- 
terminanten 


(9) 

d^            (-^11   "1    -^22 

oder 

yn  yi2  •  •  •  !/in 

(10) 

D  = 

y%i  ^22  •  •  •  y^n 

y«i  yn2  •  *  *  ynt 

+  Ann)B 


==  C  .  ö/(^"+^"+*"+^«» )''■'. 


*)  Durch  wiederholte  Differentiation  ergiebt  sich  der  Ausdruck 


dTB 
dx"^ 


=  V 


r\ 


j/^^    A| !  A^  l  •  •  .  An  • 


yä^^   2/^t^^ 


y 


2n 


yä»  j/iV  .  • .  yiy 


wenn 


gesetzt  wird. 

Koenigsberger,  Lehrbuch. 


d^y  ^  j^) 


B 
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Da  diese  Determinante  nun  für  x  ^=^  Xq  nicht  verschwinden 
sollte,  so  darf  die  Constante  C  nicht  Null  sein;  da  nun  ferner 
für  irgend  ein  anderes  x  die  rechte  Seite  von  (10)  nur  dann 
verschwinden  könnte,  wenn  die  Quadratur  im  Exponenten, 
also  auch  die  Function 

also  jedenfalls  eine  der  Grössen  -4^,  A^^y  . , .  Ann  unendlich 
wird,  diese  Werthe  von  x  aber  nach  den  früheren  allgemeinen 

Betrachtungen,  da  sie  ^,  ^,  •  •  •  unendlich  gross  machen, 

zu  den  singulären  Werthen  gezählt  wurden,  die  aus  der 
Fläche  T'  ausgeschlossen  waren,  so  wird  die  Determinante, 
wenn  sie  für  x  =  Xq  von  Null  verschieden  war,  für  jedes  x 
innerhalb  des  Gültigkeitsbereiches,  also  auch  bei  der  Fort- 
setzung der  Integrale  von  Null  verschieden  bleiben,  selbst 
wenn  man  dieselben  um  die  singulären  Punkte  herum,  diese 
ausschliessend,  in  der  Fläche  T'  fortsetzt  —  die  Integral- 
systeme bleiben  somit,  wie  bewiesen  werden  sollte,  bei  allen 
Fortsetzungen  in  T'  simultane  Fundamentalsysteme,  wenn 
sie  es  überhaupt  für  einen  Punkt  dieser  Fläche  waren. 

3.  Nachdem  nachgewiesen  worden,  dass  die  Elemente 
eines  jeden  Integralsystemes  sich  als  lineare  homogene,  mit 
denselben  Constanten  behaftete  Functionen  von  n  simultanen 
Fundamentalsystemen  darstellen  lassen,  wird  leicht  einzu- 
sehen sein, 

dass  beliebige  n  +  1  Integralsysteme  der  Jüifferentialglei- 
chungen  (3)  stets  in  einem  linearen  Zusammenhange  von  der 
angegebenen  Beschaffenheit  stehen  müssen; 

denn  seien  diese  w  +  1  Integralsysteme 


(c) 


Vn         ^12  •    •    •    V^n 

V21  V22  •    •    •    V^n 

Vn-{-ll   ^n-fl2   •    .    .    Vn  +  inf 


SO  bestehen  mit  Beziehung  auf  ein  simultanes  Fundamental 
System  die  Gleichungen 
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(11) 


Vin=Cnyin-\ \-Cuynnr"Vn-{-ln^=Cn-{.nyin-\ l-Cn-^lnPnn, 


und  durch  Zusammenstellung  der  w  -f-  1  ersten  Gleichungen, 
der  n  +  1  zweiten  Gleichungen  etc.  eines  jeden  Systemes 
von  (11)  ergeben  sich  durch  Elimination  der  resp.  Grössen 
yia,  yiay  •  •  •  yna  die  linearen  Relationen: 


(12) 


'Ginn  +  ^2^21  -I h  C'n+l  ^n+ll  =  0 

^^1^12  +  C^2%2   H h  C«+l  ^«+12  ==  ^ 


Es  braucht  kaum  hervorgehoben  zu  werden,  dass  auch 
umgekehrt 

ein  simultanes  Integralsystem  (H)  ein  simultanes  Fnnda- 
mentalsystem  sein  wird,  wenn  n  Gleichungen  von  der  Form 


(13) 


+  Caynl  =  0 
+  ^»J/«2  =  0 


.qyi«  +  <^22/2/»  + h  Cnynn 


0 


/wr  Äeme  endlichen  bestimmten  Werthe  der  Constanten  c^^  c^^ 
. .  .  Cn  statthaben  können. 

Endlich  ist  aber  leicht  einzusehen,  dass  für  zwei  simul- 
tane Fundamentalsysteme  von  Integralen 


Vn  yi2  *  '  '  yi» 

J/21   ^22    *    •    •    ^2« 


^11    ^12    •    •    •    Vin 

und        1^21  ^22  •  •  •  V2n 


ym  yn2 


y 


nn 


Vni   Vn2 


n 


•    *inn  j 


welche  nothwendig  durch  die  Beziehungen  verbunden  sind 

8* 
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VlQ    =  ^11  yiQ    +  ^12  2/2^  H f-  ClnVnQ 

rm    =  ^21  yiq    +  ^2  ^2^  H h  (^inVnq 

die  Determinante 


'11 


Cjg    .    .    ,    Cin 


^21    ^22    •    •    •    ^2n 


^nn 


^nl   ^n2    . 

ww  ^wK  verschieden  sein  musSy 

da  sich  im  entgegengesetzten  Falle  aus  dem  letzten 
Gleichungsystem  eine  lineare  homogene^  mit  constanten  Coeffi- 
cienten  versehene  Beziehung  zwischen  den  Grossen  i^i^,  1^2^, 
. . .  rjnQ  ergeben  würde,  was  dem  Charakter  der  Fundamental- 
integrale widerstreitet. 

3.  Betrachten  wir  jetzt  eine  lineare  homogene  Differen- 
tiaJgleichufig  n^'  Ordnung  von  der  Form 


(14) 


dx' 


dx' 


"^2 


dx 


n— 2      »^ 


+  A-iff  +  uiny  =  0, 


in  welcher  Ä^y  -^g ,  ...  -4»  Functionen  von  x  bedeuten,  so 
setzt  sich  diese  durch  die  Substitutionen 


dy 


(15)      y  =  y>,    if 


in  das  lineare  homogene   Differentialgleichungsystem  erster 
Ordnung  um 


(16) 


dx  ~y^ 

dVi 


dx 


=  2/3 


^3/n-1 


y« 


dx 


=  —  AnVi  —  -^«-1^2  —  •  •  •  —  Aj^yn , 
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und  es  Dimmt  somit^  da  in  diesem  Falle 

(17)       Ai^  =  A22  =  "  •  =^  An^l  n-1  =  0,       Ann  =  —  ^i 

ist,  die  obige  Beziehung  (10)  vermöge  der  Substitutionen  (15), 
wenn  i^^,  i^g,  * . .  ly«  w  particuläre  Fundamental -Integrale  der 
Differentialgleichung  (14)  bedeuten,  für  die  also  nach  der  oben 
gegebenen  Definition  im  Punkte  x  =  Xq  die  Determinante 

n— 1. 


(K) 


(,„)o  (11-)  &) . . :  (f;^M 


nicht  verschwinden  darf,  die  Form  an: 


(18) 


'^  dx    dx^ 


^^  dx    dx^ 


n— 1 


Vi 


dx""-^ 


^2  da?    f^ic*    *       ^^ 


V2 


n—1 


dxn—l 


=  (7e"-"/^i  ^*. 


Fehlt   der  Diflferentialgleichung  (14)    das   zweite  Glied, 
ist  also  A^  ==  0,  so  wird  diese  Determinantengleichung  in 


(19) 


Übergehen. 


^1  dx 

dri^ 
^3  J^ 


d 


n— 1 


Vi 


dx"" 


^2 


dx 


n— 1 


d 


n—1 


»7« 


dx 


n—l 


=  c 


f  "♦»•  rj  ^  :!r.^ri»r  D:r''*r<^ntia.j>[«2ii:iiir  » 14'  wird  häufig 
^J!/^  t'ofuif  ui  vff',\('}.(^  d^ü  zweite  Glieti  feLIt,  aU  die  ycrmal- 
ff/fm  \>^/.('\(.\^x.(^ j   r^xA   e^  iat   leicht  zu   sehen. 


(2h  ^  y^e    \^'*'\ 


(l'iA  Pifßrenüahjlefdoniy  (14)  in  eine  andere  homogene  lineare 

dfrHdhm  (yrdnvng  ton  der  yr/rmalform 

Uhfrfiihrlj 

da  die  w  —  1**  Ableitung   von   z  nur    aus   den    beiden 
Au<»drncken 

rt--.  (•     \J  —  AiC  r  +  •  •  • 


ly  dx""  *  fZa; 


liorvorgolit,  und  sich  somit  beim  Einsetzen  in  (14)  die  Posten, 
woU'lio  mit  -    behaftet  sind,  wegheben. 

4.  Wir  "woUoii  die  Not^nalform  eines  linearen  Iwmogenen 
l>iff\rvufialfflvichiUi(^si/$teins  cbefifalls  diejenige  nennen^  fiir  ivdehe 
die  Ihirmilmude  [W)  vinvs  iyiniuUanen  Fundamentälsysteins  von 
hdf)f^>drh  vin<r  (\m$tan(ai  gkieh  ist;  es  folgt  somit  aus  (10), 

</«r,<s  dif"  Xorfnidform  eines  solehefi  Systems  bestimmt  ist 
diOth  die  J^c^uhnng 

Tiu  7.W  «iohoiK  duiH^li  wolcho  Substitutionen  ein  lineares 
bvMUv>gvui\«j  OirtVivutialg^loiobuug^ystem  auf  seine  Normalform 
^wUu  irt  w*M\}on  k^iuu  sou.o  man 

^U^m  iiv^ht  da^  $v$t<*m  ^S^  in 


(24) 
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=  ^2,  ^i  +  (^22  —  äl)  ^2  H \r  ^2n^n 


dx 


jj  =  A„,z,  +  ^,,4r,  +  .  . .  +  (a.  -  ^)4r. 


Über,  und  nimmt  also,  wenn 

(A.-J-|)  +  K-^l)+-+(A.-£)-o 

oder 

gesetzt  wird,  vermöge  der  Substitutionen 

(25)  y,=et/^'"+-  +  '-'')%„  ...y,=  et^^"+-+^-)''\, 
die  Normalform  an: 


(26) 


dx 


j^  =  ^nl ^1  +  ^7,2^2  i h  \^n» J^n- 


6.  Nachdem  nun  die  Beziehung  der  zu  einem  Punkte 
Xq  gehörigen  allgemeinen  Integralsysteme  zu  n  particulären 
Systemen  für  homogene  lineare  Diflferentialgleichungsysteme 
festgestellt  worden,  wird  es  leicht  sein,  einen  ähnlichen  Zu- 
sammenhang für  nicht  homogene  lineare  Differentialgleichung- 
systeme von  der  Form  (1)  zu  entwickeln.     Sei  nämlich 

Vi }  Vi  7  '  '  •  Vft 

ein  particuläres  Integralsystem  von  (1),  so  wird  sich  durch 
Einsetzen  desselben  und  Subtraction  der  resp.  Gleichungen, 
wenn 
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(27)     iJi  —  Vi=  Yi,  iji—  iJi^Yi,  .'.y„-i]^  = 
gesetzt  wird,  ergeben 


~^'J'  -^11  ^1  4"  -^12  -^2  + 


(28) 


^^             -^21  -M  +  ^22  -^2  4"   • 

■■+Ä,„  r„ 

^-I±-A„tY,+A,,Y,  +  -. 

•+^,„r,; 

seien  nun  n  simultane  Fundamentalsysteme   dieses  linearen 
homogenen  Diflferentialgleichungsystemes  (28) 

^11    ^12    •    •    •    ^1» 
■"21    -"22    •    •    •    -"2» 


Hni    H. 


«1    ■'-*n2 


•  Jrz« 


nn; 


so  werden  sich  nach  dem  Früheren  die  allgemeinen  Integral- 
systeme von  (28)  in  der  Form  darstellen  lassen 

^  Fl  ==  CilZii  +  C2H21  H h  CnHnl 

/00\  ^*    "^  ^^^12  +  ^2-^22  H +  CnHn2 


und  sich  somit  durch  Zusammenstellung  mit  (27);  wenn  das 
System  (3)  das  adjungirte  System  von  (1)  genannt  wird,  der 
folgende  Satz  ergeben: 

Sind  rii,  i^g  >  •  •  •  ^n  irgend  ein  Integralsystem  eines  linearen 
nicht  homogenen  Differentialgleichungsystems,  und  bedeuten  Y^, 
Fg ,  ...  Yn  das  allgemeine  Integralsystem  des  adjungirten 
homogenen  Systemes  von  Differentialglächungen,  so  lassen  sich 
die  allgemeinen  Integrale  des  ersten  Systems  in  düer  Form  dar- 
stellen 

yi  =  ^1  +  ^1 ;  2^2  =  '»?2  +  ^2 V  •  •  •  y»  =  ^»  +  y«; 

worin  Y^ ,  Y^,  ...  Y»  sich  durch  n  simultane  Fundamental" 
Systeme  des  adjungirten  Differentialgleidiungsystems  in  der  Form 
(29)  ausdrücken  lassen. 
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Bemerkt   man    aber   zugleich,    dass    für  n    particuläre 
Integralsysteme  von  (1) 

Vn    ^12    •    •   •   Vln 
^21    ^22    •    •    •    ^2» 


nach  der  Gleichung  (27) 

Vn  —Vl  =  ^11  J    %2  —  ^2  =  ^12  ;    •  •  •  Vln—Vn=Hin 

(30) 

yrird,  so  folgt  aus  (27),  (29)  und  (30) 

^1  — ^l  =  Cl(^ll-^l)  +  ^(^2l— %)H \-Cn{rinl—Vl) 

/OiX     ^2  —  ^2  =  ^1(^12— ^2)  +  ^2(%2— ^2)-! hc«(l?«2— ^2) 

{Öl) 

.Vn—  Vn  =  Ci  (Vln—  Vn)  +  ^3(^2»—  Vn)  H h  ^n  (Vnn  —  1?»)  , 

woraus  folgt, 

dass  sich  die  Elemente  des  allgemeinen  Integralsystems 
eines  Systems  nicht  homogener  linearer  Differentialgleichungen 
n*^  Klasse  linear  durch  w  +  1  simultane  Fundamentalsysteme 
ausdrücken  lassen. 

6.  Um  zunächst  bei  den  allgemeinen  Eigenschaften  der 
linearen  Diflferentialgleichungsysteme  zu  bleiben,  werde  be- 
merkt, dass  nach  der  durch  Gleichung  (6)  im  IV.  Abschnitte 
des  ersten  Kapitels  gegebenen  Definition  des  Multiplicators 
eines  Diflferentialgleichungsystems  derselbe  für  das  System  (1) 
durch  die  Gleichung  bestimmt  ist 

(32)         ^  +  Jf(^,,  +  A,  +  -..  +  A„)  =  0, 

und   da   die   Functionen   -4^ ,  A22 ,  • . .  Ann  lediglich   von  x 
abhängen,  so  folgt, 

dass  für  jedes  lineare  Differentialgleichu/ngsystem  ein  Multi- 
plicator  tmd  zwar  in  der  Form 
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belcannt  ist, 

und  daraus  wiederum  nach  dem  in  dem  angeführten 
Abschnitte  bewiesenen  Satze, 

dass,  wenn  man  für  ein  lineares  Differentialgleichung- 
System  n^'  Klasse  n  —  1  Integralfunctionen  Jcennt,  dann  die 
letzte  Jntegralfunction  durch  Quadraturen  gefunden  werden  kann. 

Endlich  ist  aber  auch  früher  gezeigt  worden,  dass  die 
singulären  Integralfunctionen  die  Multiplicatoren  des  Systemes 
unendlich  gross  machen,  und  es  folgt  somit,  da  die  rechte 
Seite  von  (33)  nicht  für  beliebige  Werthe  des  x  unendlich 
werden  kann, 

dass  lineare  Differentialgleichungsysteme  singulare  Integrale 
üherhawpt  nicht  besitzen  Icönnen, 

wie  sich  schon  aus  der  früheren,  unmittelbar  an  die 
Jacöbi-Weierstrass' sehe  Normalform  der  Diflferentialgleichung- 
systeme  geknüpften  Betrachtung  ergiebt,  da  die  Function 
^(^j  Vif  2/2;  ' '  *  Vnj  0  ^^  Falle  der  linearen  Diflferential- 
gleichungsysteme  nur  von  x  und  t  abhängig  ist. 

7,  Wir  können  nun  die  Untersuchung  der  linearen 
Differentialgleichungen  dadurch  vereinfachen,  dass  wir  zeigen, 
dass  die  Aufsuchung  der  Integralsysteme  nicht  homogener 
linearer  DiflFerentialgleichungsysteme  (1)  stets  auf  die  Er- 
mittlung derjenigen  für  das  adjungirte  homogene  lineare 
Differentialgleichungsystem  zurückgeführt  werden  kann.  Sei 
nämlich 

Vi)    Vif    '  •  '  Vn 

ein  particulares  Integralsystem   des   adjungirten  Differential- 
gleichungsystems (3),  so  werden  die  Substitutionen 

(34)  2/1  =  ^1^1  J    ^2  =  ^2^2;    "yn  =  Vn^n 

die  Differentialgleichungen  (1)  in 

u  91  dz 


dt}^  dz^ 
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oder  mit  Berücksichtigung   der  für  ^i,  ^2;  •••  Vn  geltenden 
Differentialgleichungen  (3^  in 


(35) 


V, 


Vi 


+  Au  -^  (.Hn  —  «i)  +  ^1,  +  1  -- 


^  =  ^„,  l  (0,  -  0„)  +  A,  ^  (;., - ;er„)  +  .. 


71  i 

überführen  und  somit^  wenn  die  erste  dieser  Gleichungen  ein- 
zeln von  den  n  —  1  folgenden  abgezogen ^ 

gesetzt^  und  berücksichtigt  wird^  dass 

A  /(  A  — 1  /< 1 

ist,  das  nachfolgende  lineare DiflFerentialgleichungsystem  liefern: 


(37) 


dx 

du^ 
dx 


==  jB,i  %  +  Bi2  tfg  +   •  •  •  +  Bin  — iWn-l  +  -Blw 


=  ^21  ^1   +  -^22  ^'2  H h  B2n-lUn-l   +  -B 


2/» 


t2ti 


n  — 1 


c?a; 


=  JB„  — llWl  +  ^Bn  — 12^2H h^n— ln-lW»-l+  Bn-lnj 


also  ein  DiflFerentialgleichungsystem  w  —  l*®'Klas8e,  in  welchem, 
wie  unmittelbar  zu  sehen,  die  Bin,  Bzn,  ...  Bn—u  homogene 
lineare  Functionen  der  Grössen -4in-fi,  -42«-fi,  ...  -4«»+!  sind, 
also  Null  werden,  wenn  die  letzteren  Grössen  verschwinden, 
d.  h.  das  ursprüngliche  System  selbst  ein  homogenes  lineares 
war.     Wir  erhalten  somit  den  folgenden  Satz: 

Die  Kenntniss  eines  partictdären  Integralsystems  eines 
homogenen  linearen  Differentialgleichungsystems  n*®'  Klasse  er- 
möglicht sowohl  die  Zurückführung  dieses  auf  ein  homogenes 
lineares  System  n  —  1*^  Klasse,  als  auch  die  Zurückführung 
derjenigen  nicht  homogenen  linearen  Differentialgleichungsystemc 
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auf  solche  von  einer  um  eine  Einheit  niedrigeren  Klasse,  von 
welchen  das  erstere  System  das  adjungirte  ist 

Man  sieht  zugleich ,  dass^  wenn  man  ein  Integralsystem 
von  (37)  gefunden  hat,  aus  der  ersten  der  Gleichungen  (35), 
die  in  die  Form  gebracht  werden  kann 

*^^^)   dS""'^!^  J^i  +  ^i3?f^2H h^m^t^n-i  +  ^m+i^, 

und  den  entsprechenden  folgenden  Gleichungen  z^,  z^,  ...^n, 
also  nach  den  Gleichungen  (34)  auch  y^,  y^,  ...  y«  durdh 
Quadraturen  hergeleitet  werden  Jcönnen. 

Aber  dieser  Satz  lässt  sich  noch  verallgemeinern;  seien 
nämlich  zwei  particuläre  Integralsysteme  von  (3)  bekannt^ 
so  kann  man  zunächst  vermöge  eines  derselben  das  System  (1) 
sowie  das  System  (3),  wie  eben  gezeigt  worden,  auf  zwei 
andere  lineare  Differentialgleichuugsysteme  n  —  1*®"^  Klasse 
reduciren,  und  man  sieht  unmittelbar,  dass  diese  beiden  Systeme 
sich  nur  durch  die  von  den  abhängigen  Variabein  freien  Glieder 
von  einander  unterscheiden,  also  wieder  zu  einander  adjun- 
girt  die  Form  (37)  und  die  dazugehörige 


(39) 


dx 
dx 


^21  ^1  +    ^22  ^2  +  •  •  *  +  ^2n-l  ^n-l 


du     ^ 


=  -Bn— 11  Wi  +  ^»—12  «*2  H ["  ^n— 1  n— 1  «*n— 1 


dx 

haben  werden. 

Sei  nun  das  zweite  gegebene  particuläre  Integralsystem 
von  (3) 

Vif    %?    .  •  •   ^n; 

SO  werden  den  Gleichungen  (34)  gemäss  die  aus 

(40)  ^1  =  -»^l  Si  ,    ^2  =  '^2  ^2;    •  •  •    Vn  =  Vn  tn 

sich  ergebenden  Werthe  von  ^^^  t^,  ...  g„  ein  particuläres 
Integralsystem  des  adjungirten  Systemes  von  (35)  liefern,  und 
es  wird  sonach  mit  Hülfe  der  Substitutionen  (36)  ein  parti- 
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culäres  Integralsystem  der  Differentialgleichungsystems  n  —  1*®' 
Klasse  (39)  bekannt  sein.  Kennt  man  aber  ein  solches,  so 
kann  man  nach  dem  obigen  Satze  die  Anzahl  der  Differential- 
gleichungen der  Systeme  (37)  und  (39)  wiederum  um  eine 
Einheit  erniedrigen,  u.  s.  w.,  so  dass  sich  hieraus  der  folgende 
Satz  ergiebt: 

Kennt  man^  von  einem  homogenen  linearen  Differential- 
glekhungsysteme  w*®'  Klasse  m  particuläre  Integralsysteme,  so 
kann  man  mit  Hülfe  derselben  dieses  Differentialgleichungsystem 
sowie  jedes  andere  nicht  homogene  lineare,  von  welchem  das 
erstere  das  adjtingirte  ist,  in  ein  anderes  lineares  Differential- 
gleichungsystem  n — m*®'  Klasse  überführen,  und  zugleich  erhält 
man  zu  jedem  Integralsystem  des  transformirten  Differential- 
gleichungsystems ein  Integralsystem  des  ursprünglichen  durch 
Qtuidraturen. 

Da  nach  diesem  Satze  die  Kenntniss  von  n  simultanen 
Fundamentalsystemen  des  adjungirten  Systemes  die  Integration 
des  nicht  homogenen  linearen  Differentialgleichungsjstems  auf 
Quadraturen  zurückzuführen  gestattet^  so  ergiebt  sich  der  Satz^ 

dass  die  Integration  eines  nicht  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichungsystems  stets  auf  die  Integration  des  adjungirten 
Systems  und  auf  Quadraturen  zurückführbar  ist. 

8.  Wir  wollen  jedoch  eben  diesen  Satz  noch  in  anderer 
Weise  durchführen,  um  bei  dieser  Gelegenheit  eine  für  die 
Behandlung  von  Integrationsproblemen  von  Differentialgleich- 
ungen wichtige  Methode  auseinanderzusetzen,  die  unter  dem 
Namen  der  Variation  der  Constanten  bekannt  ist. 

Seien 

%1       ^12       •  •  •    V^n 


n  simultane  Fundamentalsysteme  von  Integralen  des  Diffe- 
rentialgleichungsystemes  (3),  so  dass  dessen  allgemeines  In- 
tegralsystem in  der  Form  darstellbar  ist 

(41)  

'  y«  =  ^1  ^1«  +  ^2  ^2«  H [-  Cn  rinn, 
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worin  c^,  c?2,  . . .  Cn  willkürliche  CoDstanteii  bedeuten^  so  wird 
behauptet, 

dass  man  die  Grössen  c^,  Cg,  . . .  c«  durch  Quadraturen  so 
als  Functionen  von,  x  bestimmen  kann,  dass  dieselben  Formen 
(41)  mit  Beibehaltung  der  Werthe  von  t^u, . . .  t^n»  die  allgemeinen 
Integralausdrücke  eines  jeden  nicht  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichungsystemes  (1)  sind,  von  welchem  (3)  das  adjun- 
girte  ist. 

Bildet  man  nämlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  Cyj 
. , ,  Cn  zu  bestimmende  Functionen  von  x  sind,  aus  (41)  die 
Beziehungen 


(42) 


^Vi  _^   ^^11 


dx 


dx 


+<^%+-+c„ 


dri 


nl 


dx 


dx 


+  nn 


dc^ 
dx 


de  ^^n 


dx 


dx 


dx 


drj 


In 


1    dx 


+  C, 


dr} 


2n 


dr} 


dx 


+ h  ^n  -j^  +  V 


fln 


dCi 
dx 


de  ^^n 


dx 


so  gehen  dieselben,  wenn  die  Functionen  c^,  Cg? 
folgenden  Bedingungen  gemäss  bestimmt  werden, 


Cn  den 


(43) 


dCi    .  dCj    ,  ,  dc^ 


n 


dx 

dCi 
^^~dx 


+ 


dx 

dc^ 
dx 


dx 
dc^ 


dx 


l2rt+l 


dCj 


de, 


de. 


^1« 77^  +  ^2« tt!  H \'nnn';T^=  ^««H- 


dx 


dx 


dx 


in  die  Gleichungen 


(44) 


dx  —"^  dx  ^'^^  dx  ^      +^»  dx  -r^i''+i 


[  dx         ^   dx     *     '   dx     '  '     "   Ux     '  ^ 
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+  Ain  rinn)  +  -4i„-f-i 


+  -4l»J/rt  +  ^ln-\-ly 


Über;  berücksichtigt  man  aber,  dass  die  r^aß  particuläre  Inte- 
gralsysteme von  (3)  sind,  so  nimmt  z.  B.  die  erste  Gleichung 
die  Form  an 

+  ^2  (^11  Vn  +  ^12  ^222  H h  ^m  V2n)  H 

oder  vermöge  (41) 

ä  =  ^11  J/i  +  ^12  ^2  +  •  ■ 

und  ähnlich  die  anderen  Gleichungen, 

so  dass  die  in  (41)  aufgestellten  Integralformen,  in  welchen 
c^,  . . .  Cn  so  als  Functionen  von  x  zu  bestimmen  sind,  dass  sie 
den  Gleichungen  (43)  genügen,  zugleich  Integralsysteme  der 
Differentialgleichungen  (1)  liefern. 

Endlich  ist  einerseits  leicht  zu  sehen,  dass  sich  aus  den 
Gleichungen  (43),  in  denen  die  vi  und  A  bekannte  Functionen 

de  ^^n 

von  X  sind,  die  Grössen  -r^ ,  -  * —j-  als  Lösungen  linearer 
Gleichungen  in  der  Form  bestimmen 


(45) 


und  zwar  in  eindeutiger  Weise,  da  die  Determinante 


^11  ^21  •  •  •  nm 


^12    ^22    • 


nn2 


Vtn    V^n    •    •    •    Vnn 

der  Voraussetzung  simultaner  Fundamentalsysteme  wegen  nicht 
für  X  ==  Xq,  also  gewiss  nicht  für  jedes  x  verschwinden  kann, 
und  dass  sich  somit  c^,  c^,  ...  Cn  durch  Quadraturen  in  der 
Form  ergeben 

(46)    Cy^  =  /  jPi  {x)  dx  +  \,  C2  =  /  F^(x)  dx  +  Jc^,  •  •  • 

Cn=J  Fn(x)dX  +  kn'^ 

andererseits  folgt,  dass  die  vermöge  (41)  in  der  Form 
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(47) 


y^ 


Vi  =  nnj  Fl  ip)ä^  +  %ij  F^{x)dz  H 

+  nnij  Fn(x)dx  +  Jc^fjn  +  *2i?2i  H h  *  l^^a 

=  ni^JF^{^)dx  +  ri^JF^{x)dx  H 

y«  =  i?i»  /  F^{x)dx  +  1^2,  /  jP2(a;)rfa:  H 

+  rinnj  Fn{x)dx  +  ^jl^m  +  ^2^2»  H h  i«1?,» 

darstellbaren  Integrale  des  Differentialgleichnngsystemes  (1) 
vermöge  der  n  willkürlichen  Constanten  \^  \^  >  •  >Jcn  die 
allgemeinen  Integralsysteme  darstellen. 

Es  sind  somit  die  Fragen  der  Integration  linearer  Diffe- 
rentialgleichungsysteme überhaupt  zurückgeführt  auf  die  ana- 
logen Fragen  für  homogene  lineare  Systeme. 

9.  Wir  wollen  nun  die  eben  erwiesenen  Sätze  auf  die 
speciellen  Differentialgleichungsysteme  übertragen^  welche  einer 
linearen  Differentialgleichung  höherer  Ordnung  von  der  Form 

in  welcher  Ä^,  Ä^,  ...  Än^i  Functionen  von  x  bedeuten, 
äquivalent  sind.     Da  dieses  System^  wenn 

(49)        y  =  yi,    ^  =  y,,    ^^  =  y„  ...^^  =  y, 

gesetzt  wird;  in 
dyi 


(50) 


dx 


Vi 


dx  ^* 


•     •     • 


dx      ""*'" 
dy^ 


^ 
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(51) 


''l  +  A^,  +  ...  +  A„..%  +  A.y  =  0 


dx 


dx' 


die  m  (48)  adjungirte  genannt  wird,  aus  dem  Vorher- 
gehenden sich  ergeben, 

dass  die  Kenntniss  von  m  particulären  Integralen  der 
Differentialgleichung  (51)  die  Iteduction  der  Differentialglei- 
chung  (48)  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  n  —  m*®' 
Ordnung  gestattet 

Setzt  man,  wenn  y^  ein  particuläres  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung (51)  bedeutet,  der  Substitution  (34)  gemäss, 
worin  y^  durch  y,  rj^^  durch  y^  zu  ersetzen  ist, 

(52) 


y  =  Vi«, 


so  wird  sich,  weil 


(53) 


dy 
dx 

d^ 
dx^ 


dy^      _L.       ^^ 
dx        '    ^^  dx 


dx^       "*"       dx    dx    '    ^^  dx^ 


ä^y        d^y. 


m— 1 


n— 2 


n   d^'-^y,  dz  _^  n(n--JL)  d^->,  d^ 

2       ^^«-2    dx' 


aj«         da;"      ^    1    dx""-^   dx^      1. 


H \-yi 


da?'* 


ist,  durch  Einsetzen  in  (48)  oder  (51)  mit  Berücksichtigung 
der  identischen  Gleichung 


^Vr 


— 1 


cT-^y, 


dyi 


da; 


'^  +  Ar—^l+--+A„-,Y:-  +  A.y,^0 


dx 


die  lineare  Differentialgleichung 


m— 1 


(54)   J^  +  ^i  J^  +  "'+  Sn-i  ^  =  ^n+1  oder 


dx 


=  0 


ergeben,  welche,  wenn 

dz 


(55) 


da; 


=  w    oder    z 


=  /  wdfic 


gesetzt  wird,  in 

Koenigsberger,  Lehrbuch. 
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<^>C>)    f^!  +  -B,  f^i  +  -  •  •  +  -B.-.««  =  A,+^  oder  =  0 

Qbergefat,  »o  dass  darcb  ZasaminensetzoDg  von  (52)  und  (55) 
die  tStihstitutum 


(^•'>7)  y  =  yiA 


Jie  Differentialgleichungen  (48)  tinJ  (51)  tn  andere  gleichartige 
verwandelt,  deren  Ordnung  um  eine  Einheit  kleiner  ist. 
Ifii  ein  Integral  u^  der  Differentialgleichung 

m)       f  "l"  +  5. 5S  +  •  •  •  +  ^-1«  =  0 

dir  da; 

bekannt^  so  folgt  daraus  einerseits^  dass 
fr>9)  yg  =  2/i  /wi^a: 

ein  particuläres   Integral    der  Differentialgleichung  (51)    ist, 
andererseits  dass  wiederum  die  Substitution 


(60)  u  =  Ui  I V 


dx 


die  Differentialgleichung  (58)  auf  eine  gleichartige  n  —  2*®' 
Ordnung 

"")        1-°  +  ^'.  l?=f  +  ■  ■  +  c.-.»  -  0 

redncirt;  die  Kenntniss  eines  particulären  Integrales  v^  dieser 
Differentialgleichung  liefert  einerseits  wieder  durch  die  Sub- 
stitution 

(()2)  v  =  Vi  /  wdx 

eine  weitere  Reduction  der  Ordnung  der  Differentialgleichung, 
andererseits  für  die  Differentialgleichung  (58)  ein  zweites 
particuläres  Integral 

{{VX)  t«2  =  Mj   iV^dXy 

und  für  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  (51)  ein  drittes 
particuläres  Integral  in  der  Form 

(04^  »3  =  Vi  f^^  ♦*!  hi^^y 


,  ... 
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ähnlich  ergiebt  sich  ein  viertes  particuläres  Integral  von  (51) 

(65)  ^4  =  ^1/  dx  Wj  I  dxv^  I  w^dx 

u.  s.  w.,  so  dass  also  ein  System  von  particulären  Integralen 
der  Differentialgleichung  (51)  in  den  Formen 

(a)  yiyifi  f  u^dXj  y^  i  dxu^  l  v^dx,  y^  j  dxu^  j  dxv^  j  w^dx 

dargestellt  werden  kann. 

Wir  behaupten  nun,  dass  n  auf  diese  Weise  hergeleitete 
Integrale  ein  Ftmdamentalsystem  der  Differentialgleichung  (51) 
bilden. 

Da  nämlich  nach  der  in  diesem  Abschnitte  gegebenen 
Definition  eines  Fundamentalsystems  von  Integralen  einer 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  den  Gleichungen  (13) 
gemäss  nur  nachgewiesen  zu  werden  braucht,  dass  zwischen 
solchen  n  particulären  Integralen  keine  homogene  lineare 
Relation  mit  constanten  Coefficienten  bestehen  kann,  so  nehme 
man  an,  es  bestünde  eine  solche  Relation,  z.  B.  von  der  Form 

(66)  c^yi  +  ^22/1  hh^x  »f  C32/1  jdx  u^  iv^dx 


+  c^y^  I  dx  u^  j  dx  v^  I  w^  dx=^0, 


dann  ergiebt  sich  durch  successive  Differentiation,  nachdem 
zuerst  durch  y^ ,  sodann  durch  u^ ,  dann  durch  v^ ,  u.  s.  w. 
dividirt  worden,  der  Reihe  nach 

(67)  Cg^i  +  C3W1  /  v^dx  +  C4W1  I  dx  Vi  j  w^dx  =  0 

(68)  Cgt?!  -f:  ^4^1  I  iVidx  ==  0 

(69)  c^w,  =  0, 

wonach  C4,  also  nach  (68)  auch  C3,  ebenso  C2  ^^^  ^1  ^®^" 
schwinden  müssten,  was  mit  der  Annahme  (66)  nicht  ver- 
träglich ist. 

Wir  fugen  noch  hinzu,  dass  die  Determinante  des  auf 

diese   Weise  gebildeten  Fundamental  Systems 

9* 
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(70) 
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Vi 

y^  »."  •  • .  yj-'^ 

«1 

«/  «,"...  «<— ») 

»1 

<  »,"  . .  .  t/,— ») 

«. 

</  t,"  .  .  .  <<— « 

sich  in  eine  sehr  einfache  Form  bringen  lässt.     Da  nämlich^ 
wie  aus  (53)  unmittelbar  zu  ersehen, 


*         y^    dx     ^        * 


(71) 

ist,  und  nach  Gleichung  (18) 

(72)  2)  =  «--^^"", 

also  die  analoge  Determinante  fQr  die  Differentialgleichung  (58) 

(73)  A  =  CiC~-^*"" 
ist,  so  folgt  aus  (71),  (72),  (73) 


(74) 


A  =  ^yi-".^5 


bezeichnen  Dg  und  c^   die   analogen  Grössen    für   die  Diffe- 
rentialgleichung (61),  so  folgt 

(75)  A  =  J  «i-<"-^>  A  =  J  y.-«i-("-»)D , 

u.  s.  w.;   beachtet    man   endlich^    dass    die   letzte   homogene 
lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung  lautet 

(76)  T.  +  G,t^O, 

und  die  dazugehörige  Determinante  das  particuläre  Integral 
t^  selbst  ist,  so  folgt 

oder  für  die  Determinante  (70)  des  angegebenen  Fundamental- 
Systems 

(77)  2)  =  hy,""  «</-!  Vi«-^  «<;i'»-3 . . .  ^/, 
worin  k  eine  Constante  bedeutet. 
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II.    üeber  die  symmetrischen  Functionen  simultaner  Fnnda- 
mentalsysteme  von  Integralen  linearer  Differentialgleichnngen. 

1.    Um  zunächst  die  Beziehungen  zwischen  den  Ooeffi- 
cienten  eines  homogenen  linearen  Differentialgleichungsystems 


(1) 


dx 

äy% 

dx 


=-^1^1  +  ^22^2  + 


•     •     • 


+  ÄinVn 


dx 


=  Aniyy^  +  ^„2^2  H h  ÄnnVn 


ZU  einem  simultanen  Fundamentalsysteme  von  Integralen 

Vn  2/12  ••  •  ym 

/ON  3/21    ^22    •    •    •    y2n 


VnX  yn2        '    *    ynn 

festzustellen,  wollen  wir  in   die  A*®  Differentialgleichung  des 
Systems  (1) 

(3)  y'x  =  A,^yi  +  Ky^  +  '"  +  A,^yn 

der  Reihe  nach  die  n  Fundamentalsysteme  von  Integralen  (2) 
einsetzen^  so  dass 

yn  =  Äxiy^i  +  ^^2^12  H h  ^a»yin 


ffin 


y'ra  =  Äxiynl  +  ^i2yn2  H +  ^^ny, 

wird,  dann  folgen  für  die  Coeffidenten  die  Ausdrüche 


iP)Äx^ 


yn  j/12  •  •  •  yi/t-i  yn  yi/u+i . . .  yin 

^21  ^22  •  •  •  y2/*-l  J/2;i  y2//+l  .  •  .  2/2n 


y«l  yn2  •  •  .  yn^—1  yn;i  yn/i+1 .  .  •  ynn 


yn  2/12  ••  •  ym 

^21  ^22  •  •  •  y2n 


ynl  yn2  •  .  .  ynn 


welche  somit  für  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung 
n*®'  Ordnung 
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(6) 

ff+Ä.l-J,  +  ...  +  4^4i  +  A.,^<,, 

da 

?«  = 

'Vi,  ya  —  yi,---yn  —  yi<""*',  A— r+i  —     Ar 

ist,  in 

Vi  vi-  ■  ■  yi'"-^-"  yi'-'+'> .  •  •  y/"> 

yiyi'--y/"~" 

(7)    Ar  =  i- 

_,^  :..'...,..--.■—...,.-. 

• 
• 

•      •       •       •      > 

1  Vn  Vn. . .  »<„"-'-*'  y<;-'+i) . . .  yi,»> 

y.y»'--.y<.''-" : 

Übergeht. 

3.    Wir  wollen  eine  symmetrische  Function  der  Elemente 
eines  simultanen  Fundamentaisystems  von  Integralen 

Vn  yi2  '  •  •  yin 

(8) 


jede  rationale  Function  aller  dieser  Grössen  und  deren  Ab- 
leitungen nennen^  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass,  wenn  man 
das  Fundamentalsystem  (8)  durch  ein  anderes  Fundamental- 
system 

(9) 


ersetzt,  diese  Function  bis  auf  einen  constanten  Factor  un- 
verändert bleibt 

Es  ist  aus  der  Herleitung  der  Beziehung  (5)  ersichtlich, 
dass  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  dieselbe  bleiben  muss, 
wenn  statt 'des  Systemes  (2)  ein  anderes  Fundamentalsystem 
gewählt  würde,  dass  somit 

die  Coefficienten  des  Differentialgleichungsystefns  (1)  sym- 
metrische Functionen  der  Elemente  eines  simultanen  Fundamen- 
talsystems von  Integralen  sind. 

Betrachten  wir  —  was  bekanntlich  ohne  Einschränkung 
geschehen  darf  —  nur  ganze  symmetrische  Functionen,  so 
darf  offenbar  für  dieselben  angenommen  werden,  dass  sich 
die  Ableitungen  sämmtlicher  Grössen 

yia  ,   yia,    '  '  '  yna 


II.  Ueber  die  symmetrischen  Functionen  etc. 
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bis  zu  derselben  pc^^  Ordnung  erheben,  da  der  Definition 
der  symmetrischen  Functionen  gemäss  eine  Yertauschung 
zweier  Horizontalreihen  von  (8)  ein  der  Ordnung  nach  anderes 
simultanes  Fundamentalsystem  von  Integralen  liefert,  aber 
der  Werth  der  Function  sich  nur  um  eine  multiplicatorische 
Gonstante  ändern  soll,  und  wir  dürfen  somit  die  ganze  sym- 
metrische Function  kurz  mit 

(a)  i^(2/(?l,J/^l,...^/^^^^  y^2,^/?2,...^/^^f^...ye»>y(•«^•••y^^0 

bezeichnen. 

Da  das  System  (9)  ebenfalls  ein  simultanes  Fundamen- 
talsystem sein  sollte,  so  muss  nach  I. 

CIO)  ^^^  "^  ^^^  ^^^  +  ^^2  ^22  + h  <^Qn  ^n2 


Vqn  ==  Cq\  0in  +  C^2  ^2»  +  '  *  *  +  C^n  ^ 

sein,  worin  die  Determinante 


(11) 


D  = 


^11    ^12    •    •    •    ^1« 
^21    ^22    •    •    •    ^2n 


^nl    ^n2    •    •    '    C 


nn 


von  Null    verschieden   ist,    und  es   wird   der  Definition  der 
symmetrischen  Functionen  zufolge  die  Beziehung 


/(p») 


o 


(12)  F{y^i,  . . .  «/<?•>,  y^2,  ■■■  r^f,  •  •  •  y?»,        .^, 

bestehen  müssen,  worin  H  eine  Constante  ist,  welche  von 
^11,  . . .  Cn»  abhängt.  Wäre  es  nun  möglich,  die  Grössen 
Cii,  ...  Cnn  derart  zu  bestimmen,  dass  H  =  0  wird,  so  würde 
auch  die  linke  Seite  von  (12),  also  die  vorgelegte  Function 
gegen  die  Annahme  verschwinden,  es  dürfen  daher  die  Werthe- 
Systeme  der  c,  welche  der  Gleichung 

(13)  .if=0 

genügen,  nicht  mit  der  Bedingung  in  Einklang  zu  bringen 
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sein,  dass  das  System  (9)  ebenfalls  ein  simultanes  Funda- 
mentalsjstem  ist,  d.  h.  sie  müssen  die  Determinante  B  (11) 
zu  Null  machen,  und  andere  Werthesysteme  der  c,  welche 
der  Gleichung  (13)  genügen,  dürften  nicht  existiren;  daraus 
folgt  aber,  dass 

(14)  H  =  Tc'JD^ 

ist,  worin  m  eine  ganze  positive  Zahl,  und  h  eine  von  den 
Cii ,  ...  Cnn  unabhängige  Constante  bedeutet.     Da  aber  für 

^H  =*  Vn  }    ^12  =  Vii  >    •  •  •  ^nn  =  ifnn 

H=  1,  ausserdem  wegen 

auch  D  =  1  wird,  so  folgt,  dass  die  von  den  c  unabhängige 
Constante  k  den  Werth  1  hat,  und  somit  nach  (14) 

(15)  H=D^ 
wird,  und  die  Gleichung  (12)  in 

(16)  F(y^i,  ...2/<,?'>,  y^2,  ...2/^r^  ...2/^»,  •••J/^n"0- 

=  D-F(^^l,    ...Z[P^\     V,    ...Z^P^\     .,.Z^n,     -..^^^."O 

übergeht. 

Zunächst  ist  klar,   dass   die   Function  F  eine  homogene 
Function  m^^  Grades  in  Bezug  auf  die  Elemente 

und  deren  Ableitungen  sein  muss;  denn  setzt  man  in  (10)  für 
dieses  bestimmte  q 

(17)  c^  =  l^      Ca„  ==  1  ,      Cga  =  0,      Cta  =  0, 

SO  geht  die  Determinante  (11)  in 

(18)  B  =  l 

über,  während  (16)  die  Beziehung  liefert 

(19)  F(A V, . . .  ^^^{^\  A V>  •  •  •  ^^l^'^y . . .  A V, . . .  A/^^«^) 
=X"^F(0^x,  . . .  z^^^\  a^,  . . .  ^^f^>,  . . .  V.  •  •  •  4»"^)' 

worin  diejenigen  0,  deren  erster  Index  von  q  verschieden  ist, 
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rechts  und  liuks  die  Einheit  zum  Factor  haben^  es  ist  somit 
die  Homogeneität  nachgewiesen. 

Sind  nun  Pu  p^y  • '  'Pn  entweder  alle  oder  zum  Theil 
gleich  oder  grösser  als  die  Einheit^  so  kann  man  aus  dem 
Diflferentialgleichungsystem  (1)  die  ersten,  und  daraus  wieder 
die  höheren  Ableitungen  als  homogene  lineare  Functionen 
der  Integrale  selbst  ausdrücken  mit  Coefficienten,  welche 
ganze  Functionen  der  Aaß  und  deren  Ableitungen  sind,  und 
wenn  man  diese  Ausdrücke  in  die  Function  (a)  einsetzt,  so 
wird  diese  in  eine  ganze  Function  der  Form 

(b)  *(yii,  yi27  •  •  •  yi«>  y^u  »22?  •  •  •  2/2«, . . .  j/«i;  y^,  - . .  vn^) 

übergehen,  in  welcf^er  ganze  positive  Potenzen  der  Aap  und 
deren  Alileitungen  enthalten  sind,  und  die  nach  bekannten  Deter- 
minanteneigenschaften für  lineare  Substitutionen  offenbar  wieder 
eine  im  oben  angegebenen  Sinne  symmetrische  sein  wird,  also 
der  Bedingung  genügen  mrd 

(20)  ^(Vn  7    .  .  .  2/ln  ,    ^21»    •  •  •  y2»  ,   .  .  .  ynl  ,   ...  j/nn) 

=  Z)"*^(^H,    >'*Zin,    ^21,    ...^2/ij    '"Znly    "  » Znn)' 

Es  könnten  hierbei  nun  zwei  Fälle  eintreten;  entweder 
kommen  in  (b)  von  dem  Integralsysteme  y^ ,  ^12,...  yin 
nicht  alle  Elemente  vor,  und  dann  dürfen  nach  der  oben 
gemachten  Bemerkung  auch  von  den  andern  Integralen  des 
Fundamentalsjstems  die  entsprechenden  Elemente  nicht  vor- 
kommen, oder  es  sind  alle  Elemente  des  Fundamentalsystems 
in  (b)  enthalten.  Im  ersteren  Falle  wird  die  Gleichung  (20) 
die  Form  annehmen 

(21)  0(yii,:yi2,...yi«-<j?y2ny22;---y2«-j,...y«i,yn2,...y»n-d) 

=  D^  ^(^n  ;  •  •  •  ^1«;  ^20   •  •  •  ^2n,  •  •  •  ^nl?  •  •  .  ^nn)  i 

fixiren  wir  nun  irgend  einen  Werth  ^  von  x,  und  setzen  für 
das  Integralsystem  (9)  im  Punkte  |  die  bestimmten  aber 
willkürlichen  Werthe 

Sil  ?    S12 ;    •    •    •    bin 
S21 ;    S22  >    •    •    •    S2n 


(22) 


Snl  f    onS ;    •    *    *    ann 
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festy  so  kann  man  offenbar  die  Werthe   c^ ,  €^29  •  •  •  ^i»  ^^ 
bestimmen;  dass  den  n  —  d  Gleichungen  Genüge  geschieht: 

^11  Sil    +  ^12  ^1    H h  ^1»  t»i  =  0 

(23)  ^"  ^^^      +  ^12  ^22     +  •  •  •  +  ^1»  5n2  =  0 


,  Cji  fi»_(J+  Ci2  52n-dH +  Cin  tnn-d  =  0, 

während  man  die  übrigen  Caß  des  Systemes  (11)  so  bestimmt, 
dass  D  von  Null  verschieden  ist.  Bezeichnet  man  nun  die 
dem  X  '^  1^  entsprechenden  Werthe  des  Fundamentalsystems 
(8)  mit 


(24) 


^11 ;  ^12  >   •   •   •   ^1« 
^21  9    ^22  ?    •    •    •    Vin 


SO  wird  nach  (23)  und  (10) 

%i  =  ^12  =  •  •  •  ==  Vm-d  ==  0 

sein,  und  es  liefert  somit  die  Gleichung  (21)  vermöge  (10) 
die  Beziehung 

(25)      ^(0,  0,  .  .  .  0;  %1  7  ^22  ;  •  •  •  V2n—d  ,  .  .  .  1?nl  ,  1?n2  ,  .  .  .  tinn—d) 
^^^^  -^     ^\©ll;    •  •  •  »1»  j    »21  7    '  *  •  »2»  j    •  •  •  b»l  7    •  •  •  ^nn)' 

Da  aber  wegen  der  durch  die  Gleichung  (19)  aus- 
gesprochenen Homogeneität  die  linke  Seite  von  (25)  ver- 
schwindet, so  wird  es  auch  die  rechte,  und  da  D  von  Null 
verschieden  war,  so  wird 

y^o)  Vy^i^y    ,  .  .  5i„,    ^217    •  •  •  b2n?    •  •  •  bnl;    •  •  •  inn)  *=  0, 

und  somit,  da  die  Werthe  (22)  beliebige  zu  a;  =  J  zugeord- 
nete Anfangswerthe  der  Integrale  waren,  auch 

und  nach  (21)  die   für  diesen  Fall   vorgelegte  symmetrische 
Function 

^  (yil  7  ^12  7  •  •  •  yin^d ,  ^21 7  2/227  •  •  •  y2n-cf,  •  •  •  ^»1,  y«2,  •  •  •  Vfin-^i) 

identisch  verschmnden,  eine  solche  also  gar  nicht  existiren. 
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Wenn  jedoch  in  (b)  alle  Integralelemente  der  simultanen 
Fundamentalsysteme  vorkommen,  so  wird,  wenn 


(27)    ^  = 


J/21  J/22 


Vin 


Vn!  yn2    '   '    '    V 


nn 


A  = 


^11    ^12    •    •    •    ^1» 


^21    ^22    •    •    •    ^2» 


^nl    ^n2     •    •    •    ^ 


nn 


gesetzt  wird,  vermöge  der  Substitutionen  (10)  bekanntlich 

(28)  ^  =  D  .  ^1 

sein,  und  wenn  somit 

(29)  ^(2/111    yi2>  '  '  '  Vln^  y%i^  y».   •  •  -   y^n^   •  •    •  Vnl^  Vn^^   '  '  •   Vnn) 

=  ^(yn9  yi2>  ' ' '  yuj  y^i,  y^^j  •  •  •  yan,  •  •  •  y»i,  yn2,  •  •  •  ynn) 

gesetzt  wird,  sich  vermöge  der  Beziehungen  (20)  und  (28) 


ynly    yn2,    •  •  •    ynn) 
^nly    ^n2,    •  •  •    ^nn) 


(30)     ß(t/ii,  1/12,  •••  yiny 

=  £1(011,  ^12?  •  •  •  ^1»? 

ergeben. 

Nimmt  man  nuii  wieder  zu  x  ^=  ^  für  das  Fundamental- 
sjstem  (9)  das  ganz  willkürliche  numerische  System  (22)  an^ 
das  nur  der  Bedingung  unterliegen  soll,  dass  die  Determinante 

»11     »12    •    •    •    Sl» 


©nl    bn2    •   •    •   & 


nn 


von  Null  verschieden  ist,  so  wird  man  aus  .(10)  die  Constanten 
der  Determinante  (11),  die  nur  von  Null  verschieden  sein 
sollte,  so  bestimmen  können,  dass  die  Elemente  des  Funda- 
mentalsystems (8)  beliebig  vorgeschriebene  Werthe  annehmen, 
und  es  wird  somit,  während  die  rechte  Seite  von  (30)  den- 
selben Werth  behält,  indem  die  Werthe  von  0aß  =  taß  die- 
selben bleiben,  auch  die  linke  Seite  unverändert  bleiben 
müssen,  wiewohl  die  Argumente  beliebig  vorgeschriebene 
Werthe  annehmen.     Daraus  folgt  aber,   dass  die  durch  die 
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Gleichung  (29)  definirte  Function  Ä  von  den  Argumenten  un- 
abhängig sein  muss^  und  dass  somit ,  wenn  berücksichtigt 
wird,  dass  nach  I.  1.  (10)  dieses  Kapitels  - 

ist, 


dx 


ist,  worin  K  von  j/j^,  "-y-an  unabhängig  und  nur  die  sonst 
in  ^  vorkommenden  Grössen  enthält.  Fassen  wir  dieses  Re- 
sultat mit  dem  oben  för  den  Fall,  dass  auch  noch  die  Ab- 
leitungen detr  Integralelemente  in  die  symmetrische  Function 
eintraten,  erhaltenen  zusammen,  so  ergiebt  sich  der  folgende 
Satz: 

Jede  ganze  symmetrische  Function  der  Elemente  eines  simul- 
tanen Fundamentalsystems  von  Integralen  eines  linearen  homo- 
genen Differentialgleichungsystems  (1)  und  deren  Ableitungen  ist 
gleich  einer  gamen  Function  der  Coefficienten  der  Differential- 
gleichungen und  deren  Ableitungen  multiplicirt  mit  einer  positiven 
ganzzahligen  Potenz  von 

Für  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  n*®'  Ordnung 

wird  aho  jede  ganze  symmetrische  Function  der  Elemente  eines 
Fundamentalsystems  von  Integralen  und  deren  Ableitungen  gleich 
einer  ganzen  Function  der  Coefficienten  der  Differenticdgleichung 
und  deren  Ableitungen  sein^  multiplicirt  mit  einer  positiven  ganz- 
zahligen  Potenz  von 

—/a,  dx 
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ni.  lieber  die  vielfachen  LSsnngen  der  linearen  Differential- 
gleichungen beliebiger  Ordnung. 

1.  Um  die  Analogie  der  linearen  homogenen  Differential- 
gleichungen 

mit  den  algebraischen  Gleichungen,  die  sich  bereits  in  der 
Reduction  der  Ordnung  derselben  vermöge  bekannter  Lösungen 
und  in  der  Darstellung  der  symmetrischen  Functionen  durch 
die  Coefficienten  der  Gleichung  zeigte,  noch  deutlicher  her- 
vortreten zu  lassen,  sei  y^  ein  particuläres  Integral  der  DiflFe- 
rentialgleichung  (1),  und  es  werde  auf  diese  die  Substitution 
gemacht 

(2)  y  =  yi^, 

so  dass  mit  Hülfe  der  Gleichungen  I.  (53)  die  Differential- 
gleichung w*®'  Ordnung  in  z  resultirt 

(3)  (n«^,<'-i)+  («-1)^1  y.<»-«)  +  ••  •  +  2  A-^y/  +  X-iy,)|| 

oder  wenn 

gesetzt  wird,  die  Differentialgleichung  n  —  1**'  Ordnung 

(4)  (»yi<»-i)  +  (n  -  1)  A,y^(-^)  +  -  +  2A-2y/  +  ^„-ly.)  « 

Diese  DifiPereutialgleichung  würde,  wenn 

(5)  ny,(»-»)  +  (n -  l)A,y,^'>-*)  +  ••  •  +  2^^, j//  +  A-iy,  =  0 

ist,  durch  die  Substitution 
//?N  du 

sogleich  in  eine  Differentialgleichung  n  —  2*®'  Ordnung  über- 
gehen, und  wir  finden  somit, 
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dass,  wenn  ein  particuläres  Integral  y,  der  Differential- 
gleichung (1)  m  gleicher  Zeit  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung 

(^^   "£'--  +("  -  ')^'  S-  +    •  +  2^-g  +^-J'  =  0 

isty  die  Substitution 

(8)  y=^y^jdxjvdx 

die  gegebene  Differentialgleichung  w**'  Ordnung  auf  eine  andere 
homogene  lineare  n — 2*®'  Ordnung  reducirt. 

Da  in  diesem  Falle  die  Differentialgleichung  (1)  mit  (7) 
das  Integral  y^  gemeinsam  hat^  so  folgt  nach  der  oben  ge- 
gebenen Definition  von  der  Irreductibilität  einer  Differential- 
gleichung, dass  die  obige  Annahme  nur  für  reductible  lineare 
Differentialgleichungen  statthaben  kann. 

Weil  die  Gleichung  (7)  aus  (1)  hervorgeht,  wenn  man 
die  Differentialquotienten  wie  Potenzen  differentiirt  und  die 
Coefficienten  A  als  Constanten  betrachtet,  so  werden  wir  in 
Analogie  zu  den  bekannten  Sätzen  in  der  Theorie  der  al- 
gebraischen Gleichungen  y^  eine  doppelte  Integrallöstmg  der 
Differentialgleichung  (1)  nennen  ^  wenn  sie  zugleich  der  Diffe- 
rentialgleichung (7)  genügt 

Wenn  aber  (1)  und  (7)  ein  gemeinsames  Integral  haben, 
so  wird  man  die  erste  dieser  Gleichungen  n  —  2  mal,  die 
zweite  n — 1  mal  nach  einander  differentiiren  können,  und  er- 
hält auf  diese  Weise  2w — 1  in  den  2w — 1  Grössen 

homogene  lineare  Gleichungen,  deren  Coefficienten  ganz  und 
rational  aus  den  Grössen  ^j,  ^g?  -  •  -  An  und  deren  Ab- 
leitungen bis  zur  n — 1^^  Ordnung  hin  zusammengesetzt  sind, 
und  durch  Elimination  der  Grössen  (9),  d.  h.  durch  Gleich- 
setzen der  Determinante  jenes  homogenen  linearen  Gleichung- 
systems gleich  Null, 
eine  Gleichung 

(10)  F(A„  A^,.-Ä„,  A'^,A'^,.-Ä:,-A^r'''  Ä^r'\-^'r'')-o, 
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in  welcher  F  eine  ganze  Function  der  eingeschlossenen  Grössen 
bedeutet  y  als  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür ^ 
dass  die  gegebene  homogene  lineare  Differentialgleichung  eine 
doppelte  Lösung  hat 

Die  Function  F  wird  die  Discriminante  der  Differential - 
gleiehung  genannt. 

2.  Wenn  nun  y^  eine  doppelte  Lösung  von  (1),  also  zu- 
gleich eine  Lösung  von  (7)  ist,  so  sieht  man  unmittelbar, 
dass  auch 

(11)  y  =  xyi 

eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (1)  sein  wird,  da 

(dy    ^^dy,, 
äx  dx     *^  ^^ 


(12) 


^  =x  ^^  4-  2  ^^ 

dx^  dx^     '         dx 


[dx""  dx""  dx""-^ 


in  die  Differentialgleichung  (1)  eingesetzt  dieselbe  vermöge 
(1)  und  (7)  für  y  =  J/i  befriedigt;  aber  es  ist  auch  umgekehrt 
ersichtlich,  dass,  wenn  y^  und  xy^  zwei  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung (1)  sind,  y^  ausser  (1)  auch  der  Differential- 
gleichung (7)  genügen,  also  eine  doppelte  Lösung  von  (1) 
sein  wird,  und  setzt  man  diese  Schlüsse  fort,  so  wird  man, 
wenn  wir  y^  eine  k- fache  Lösung  einer  homogenere  linearen 
Differentialgleichung 

nennen,  wenn  dieselbe  die  particulären  Lösungen 

Vu  ^yu  ^'yi;  ...^~'yi 

besitzt, 

zu  dem  folgenden  Satze  geführt: 

Jede  homogene  lineare  Differentialgleichung  (13),  welche 
eine  vielfache  Lösung  y^  besitzt,  ist  eine  reductibU,  und  zwar  ge- 
nügt die  X-fache  Lösung  y^  ausser  (13)  noch  zugleich  den 
X  —  1  Differentialgleichungen 


(14) 
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„(„_l)...(„_A  +  2)|-^y,+  («-l)..(«-A+lK£-J+... 

+  (A—  1)  (A- 2)  •  •  •  1  ^„_a+iy  =  0, 
die  aus  der  Gleichung 

(15)  ^«  +.  ^,  ^«-1  +  . . .  +  ^„_,  t+An^O 
durch  successive  Differentiation  nach  t  und  Substitution  von 

^furr 

abgeleitet  werden;  die  Substitution 

(16)  y  =  Pi  I  dx  I  dx  • '  '   iwdx, 

worin  X  mal  auf  der  rechten  Seite  integrirt  wird,  führt  die  Diffe- 
rentialgleichung (13)  auf  eine  lineare  homogene  Differential- 
gleichung n  —  X^^  Ordnung 

(")  ^[i^  +  -^»^^5i=^T  +  ---  +  ^»-^-iäS  +  ^-^«'  =  0 

mrück. 

Wir  werden  im  folgenden  Abschnitte  zeigen,  wie  man 
eine  lineare  DiflFerentialgleichung  von  ihren  gleichen  Lösungen 
freimachen  kann. 


IV.  lieber  die  mehreren  linearen  DiiFerentialgleiehnngen 

gemeinsamen  Integrale. 

!•   Seien  zwei   lineare   Differentialgleichungen  w*®'  und 
^ter  Ordnung  gegeben 

/i\         ^y   I      ^~^y   I         .  dy  ,  r. 

^^^    ^^ ^  +  ^^ Tx^'  +  •  ••  +i>m-i  äl  +  i>- y  =  0 

und 
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worin  iw^n,  und  werde  angenommen,  dass  ein  Integral  y^ 
den  beiden  Differentialgleichungen  gemeinsam  sei.  Differentiirt 
man  die  identische  Gleichung 

(3)      «o^  +  ff.f^,  +  -+2»-ig  +  <?«!/x  =  0 

m  —  n  mal  nacheinander,  so  kann  man  aus  den  so  entstehenden 
Gleichungen  „  „ , . 


.  •  • 


dx"" '      dx""-^^  '  dx"" 

linear  und  homogen  durch 

..      äy^     d^  ^~Vi 

^1'    dx'    dx^  '   "  '  ^^«-1 

und  durch  die  Coefficienten  Qq,  qi,  q^,  ...  qn  sowie  deren  Ab- 
leitungen ausdrücken  und  in  die  ebenfalls  identische  Gleichung 

(4)  „,£^+^,^  +  ...+^„._,g+^„,,  =  o 

einsetzen,  woraus  sich  eine  identische  Gleichung  von  der  Form 
ergiebt 

(5)  .„^V.  +  ,^^r;..  +  ...  +  ,^,^  +  ,„_,y^=,o, 

d.  h.  es  ist  y^  ein  Integral  der  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichung n  —  1*®'  Ordnung 

(6)    r.g;2  +  r.^+...  +  .„.g.  +  ,„i,-0. 

Es  ist  klar,  dass  alle  den  Differentialgleichungen  (1) 
und  (2)  gemeinsamen  Integrale  auch  Integrale  von  (6),  also 
auch  gemeinsame  Integrale  von  (2)  und  (6)  sein  werden; 
wäre  nun' 

also  die  Differentialgleichung  (6)  identisch  *  gleich  Null,  so 
folgte  daraus  offenbar,  dass  alle  Integrale  der  Differential- 
gleichung (2)  auch  (1)  angehören,  weil  die  aus  jener  gebildeten 
höheren  Differentialquotienten  in  (1)  eingesetzt  eine  identische 
Gleichung  liefern  —  ist  dies  jedoch  nicht  der  Fall,  so  ver- 
fahre man  wiederum  mit  den  Differentialgleichungen  (2)  und 

Koenigsb erger,  Lehrbnch.  10 
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(6)  in  der  angegebenen  Weise,  und  leite  daraus  eine  Diffe- 
rentialgleichung 

(7)  So  ^,  +  s,  £-^^  +  ...  +  s„_3  Jl  +  s„_,y  =  0 

her,  welche  aus  denselben  Gründen  alle  den  beiden  Differential- 
gleichungen (2)  und  (6)  gemeinsamen,  also  auch  alle  den' 
Gleichungen  (1)  und  (2)  gemeinsamen  Integrale  selbst  zu  In- 
tegralen haben  wird.  Ist  diese  wiederum  identisch  dadurch,  dass 

ist,  so  gehören  alle  Integrale  von  (6)  auch  (2)  an,  und  da 
jede  gemeinsame  Lösung  von  (2)  und  (6),  wie  aus  der  Her- 
leitung ersichtlich,  auch  (1)  angehört,  so  würden  in  diesem 
Falle  alle  Integrale  von  (6)  auch  gemeinsame  Integrale  von 
(1)  und  (2)  sein;  ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so  verfahre 
man  ebenso  mit  den  Differentialgleichungen  (6)  und  (7)  u.  s.  w. 
Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  die  linken  Seiten  der  linearen 
homogenen  Differentialgleichungen  (1),  (2),  (6),  (7),  . . .  mit 

nennen  wir  ferner  jPn-i  den  Rest  von  Fm  und  i^„,  Fn-2  den 
Rest  von  Fn  und  jP«— i,  u.  s.  w.,  so  finden  wir,  dass,  wenn 
wir  auf  Fm  und  Fn  die  Methode  der  Aufsuchung  der  succes- 
siven  Reste  anwenden,  wir  entweder  bis  zu  einer  Function  F^ 
gelangen  werden,  weil  ein  Integral  jedenfalls  Fm  und  Fn 
gemeinsam  war,  also  Fq  identisch  Null  wird,  oder  dass 
schon  eine  frühere  Function  Fr  einen  Differentialausdruck 
liefert,  für  den  die  Fortsetzung  der  Operation  Fr—i  identisch 
Null  giebt;  zugleich  folgt  aus  der  obigen  Auseinander- 
setzung, dass  alle  Integrale  der  Differentialgleichung  Fr  =  0 
gemeinsame  Integrale  von  Fm  =  0  und  Fn  =  0  sind.  Aber 
die  gegebenen  beiden  Differentialgleichungen  könlien  auch 
keine  anderen  gemeinsamen  Integrale  haben  als  solche,  welche 
Fr  =  0  befriedigen,  wie  oben  gezeigt  worden,  und  es  folgt 
somit,  wenn  wir  die  oben  angewandte  Methode  der  Auf- 
suchung der  successiven  Reste  der  entsprechenden  Operation 
bei  Potenzpolyi^omen  analog  die  Methode  der  Aufsmhung  des 
grössten  gemeinschaftlichen  Differentialtheilers  nennen,  der  nach- 
stehende Satz: 
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Zur  Ermittlung  derjenigen  Integrale,  welche  iswei  homogenen 
linearen  Differentialgleicfiungen  gemeinsam  sind,  verfahre  man 
mit  den  ieiden  linken  Seiten  derselben  nach  der  Methode  des 
grössten  gemeinschaftlichen  Differentialtheilers;  der  dem  Beste  0 
vorausgehende  Best,  welchem-  der  grösste  gemeinschaftliche  Diffe- 
rentialtheiler  genannt  werden  soll,  gleich  Null  gesetzt,  liefert 
diejenige  homogene  lineare  Differentialgleichung,  deren  Integrale 
sämmtlich  und  allein  gemeinsame  Integrale  der  beiden  vor- 
gelegten Differentialgleichtmgen  sind;  dieser  grösste  gemeinschaft- 
liche Differentialtheiler  selbst  ist  rational  aus  den  Goefficienten 
der  beiden  Differentialgleichungen  und  deren  Ableitungen  eu- 
sammengesetzt. 

Mit  Hülfe  dieses  grössten  gemeinschaftlichen  Differen- 
tialtheilers können  wir  aber  die  beiden  Differentialgleichungen 
(1)  und  (2)  ähnlich  umgestalten,  wie  man  zwei  Polynome 
von  ihrem  gemeinsamen  Theiler  befreit,  wenn  wir  noch  einen 
Hülfssatz  vorausgeschickt  haben  werden,  der  vielfache  An- 
wendung findet. 

2.    Seien  zwei  lineare  homogene  Differentialgleichungen 

und 

gegeben,  worin  v  <,n  und  vorausgesetzt  wird,  dass  sämmt- 
liehe  Integrale  von  (9)  auch  zugleich  Integrale  von  (8)  sind; 
bildet  man  eine  Differentialgleichung  der  Form 

10* 
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worin  P^,  P^,  ...  Pn—v—i,  Pn-^t  noch  zu  bestimmende  Func- 
tionen von  X  bedeuten,  so  ist  zunächst  klar,  dass  sie  eine 
homogene  lineare  Differentialgleichung  n*®'  Ordnung  darstellt, 
welche  die  v  Fundamentalintegrale  y^ ,  y^y  .  . .  y^  der  Diffe- 
rentialgleichung (9),  die  zu  gleicher  Zeit  auch  (8)  befriedigten, 
selbst  zu  Integralen  hat.  Seien  nun  die  n  —  v  übrigen 
Integrale  der  Differentialgleichung  (8),  welche  mit  y^,  y^, 
. . .  y V  zusammengenommen  ein  Fundamentalsystem  dieser 
Gleichung  bilden,  y^+i ,  y^^^ ,  . .  .  y« ,  so  wird  man  die  n  —  v 

Functionen 

P     P  P 

SO  bestimmen  können,  dass  die  Differentialgleichung  n^'  Ord- 
nung (10)  auch  noch  die  Integrale  y^^i ,  3/^+2 ,  » -  »yn  besitzt, 
indem  man  diese  Integrale  nur  einzusetzen  braucht  und  so- 
mit n  —  1/  in  den  P- Grössen  lineare  Gleichungen  zur  Be- 
stimmung derselben  erhält*),  so  dass  nunmehr  die  Differential- 
gleichung (10)  dasselbe  Fundamentalsystem  von  Integralen 

^ 

*)  Dass  die  P-Grössen  durch  diese  linearen  Gleichungen  eindeutig 

bestimmt  sind,  ersieht  man  leicht  daraus,  dass  im  entgegengesetzten 

Falle,  wenn 

gesetzt  wird,  die  Determinante 


(ß) 


-*-  v-\-l        -^  v+l    •  •  •  -^  v\-l 

■y  -yt  X7"(** — '' — ^) 

■^  y-f  2        •'■  »4-2   •  •  •  -^  v-f  2 


Y.    -yr  i7-(n — v — 1) 

fi  91  n 


=  0 


sein  müsste,  und  hieraus  wieder  nach  den  Sätzen  über  die  fundamentalen 
Integralsysteme  linearer  Difierentialgleichungen  die  Existenz  einer  Re- 
lation von  der  Form 

(y)  c.  rH-i  +  ''»^r+2+- ••  +  "«-» ^»  =  0 

sich  ergeben  würde,  in  welcher  c,,  c,,  . . .  c^_y  Constanten  bedeuten. 
Setzt  man  aber 

so  folgte  aus  (a)  und  (y) 

dx  dx 

d.  h.  12  wäre  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (9),  was  der  An- 
nahme nach  unmöglich  ist. 
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besitzt,  wie  die  Differentialgleichung  (8).    Da  aber,  wie  in  Ab- 
schnitt IL  dieses  Kapitels  gezeigt  worden,   die  Coefficienten 
einer    homogenen    linearen    Dififerentialgleichung    durch    ein 
Fundamentalsjstem  von  Integralen   eindeutig  bestimmt  sind, 
so  muss  die  Differentialgleichung  (10)  mit  (8)  identisch  sein, 
also  kann  man  die  Coefficienten  P^ ,  Pg ,  .  . .  P«— r  durch  Ver- 
gleichung  beider  als  ganze  Functionen  der  g,  deren  Ableitungen 
und  derp  finden,  und  wir  erhalten  somit  den  folgenden  Satz: 
Wenn  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  v^^  Ord- 
nung Fy  =  0  alle  Integrale  mit  einer  gleichartigen  Differential- 
gleichung  höherer   Ordnung  P'n  =  0  gemeinsam   hat,   so   lässt 
sich    die    letztere    als    lineare    homogene    Differentialgleichung 
n  —  v^   Ordnung   schreiben,   deren   abhängiges   Argument  Fy 
selbst  ist 

Man  sieht  zugleich,  dass  zur  Herstellung  der  Integration 
der  Differentialgleichung  (8)  zunächst  die  Differentialgleichung 
(9)  zu  integriren  ist,  deren  Fundamentalsystem  y^,  j/g;  •••yv 
sei;  integrirt  man  sodann  die  lineare  homogene  Differential- 
gleichung 

und  seien  deren  n  —  v  Elemente  eines  Fundamentalsystems 

von  Inte&cralen 

Y     Y  Y 

so  sind  zur  Ermittlung  der  noch  fehlenden  Integrale  j/r-fi, 
yy^2 }  •. .  •  y»  die  linearen  nicht  homogenen  Differentialglei- 
chungen 1/*®'  Ordnung 


(12) 


dx  dx 

\V  ,.  j]V — 1 


cCy 


j» — 1 


dx      '    "^*  dx^ 

zu  integriren,   so  dass  das  Integrationsprdblem  der  vorgelegten 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  n^*  Ordnung  zurück- 
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gefuhrt  ist  auf  die  Integration  einer  linearen  homogenen  Diffe- 
rentialgleichung V*®'  Ordnung,  deren  sämmtlicJie  Integrale  der 
ersteren  angehören,  einer  homogenen  linearen  Differentialglei- 
chung n  ■—  v^'  Ordnung^  und  endlich  auf  die  Integration  von 
n  —  V  linearen  nicht  homogenen  Differentialgleichungen  der 
v*^^  Ordnung,  deren  allgetneine  Integrale  sich  aber,  wie  früher 
gezeigt  worden,  aus  den  Integralen  der  Differentialgleichung  (9) 
und  den  Functionen  Y^,  Y^,  ...  Yn^v  vermittels  Quadraturen 
ausdrücken  lassen, 

mit  anderen  Worten 

es  lässt  sich  unter  der  gemachten  Voraussetzung  die  In- 
tegration der  Differentialgleichung  w*^'  Ordnung  auf  die  von  gleich- 
artigen Differentialgleichungen  v*®'  und  n  —  v^^  Ordnung  zurück- 
führen. 

3.  Aus  diesem  Hülfsatze  ergiebt  sich  nun  unmittelbar, 
dass,  wenn  die  beiden  homogenen  linearen  DifiFerential- 
gleichungen  (1)  und  (2)  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Diflferentialtheiler 

besitzen,  weil  sämmtliche  Integrale  dieses  auch  Integrale 
von  (1)  und  (2)  sind,  die  letzteren  beiden  Differential- 
gleichungen sich  in  die  Form  setzen  lassen 


(14)^S  +  Px?i.^  +  -+P„,-^xS  +  P,«-.^.=0 


und 

(15)  ^  +  <2.  ^J5S^  +  -  +  «,-^.  ^  +  «»-.P'.=0, 

sich  also  mit  Hülfe  von  Fr  auf  homogene  lineare  Differential- 
gleichungen der  m  —  r^'^  und  n  —  r^^  Ordnung  zurückfuhren 
lassen. 

4.  Wir  wollen  eine  Anwendung  von  der  Bestimmung 
des  grössten  gemeinschaftlichen  Differentialtheilers  auf  den 
Fall  der  gleichen  Lösungen  einer  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichung machen. 

Hat  die  lineare  Differentialgleichung 
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(16)  ^  +  A,^  +  ---+An-^^  +  Ä.y  =  0 

ein  und  nur  ein  Integral  mehrfach,  also  y^  r-fach,  so  wird 
yi  jedenfalls  auch  der  Differentialgleichung 

(17)  ng^  +  (n-l)A,S5  +  -  +  ^-^  =  0 

genügen,  und  es  wird  der  grösste  gemeinschaftliche  Diffe- 
rentialtheiler,  da  die  Gleichung  (16)  die  Lösungen  y^,  xy^, 
x^yi,  ,.,x^~^yi,  die  Gleichung  (17)  die  Lösungen  j/^ ,  rcy^, 
x^y^y  .,.x^~~^y^  hat,  und  beide  Gleichungen  somit  die  ge- 
meinsamen Integrale 

(18)  y,,  xy„  x^y^,  ...x'-^y^ 

und  keine  anderen  besitzen,  eine  homogene  lineare  Differen- 
tialgleichung r —  1*®'  Ordnung  sein  müssen,  deren  r — 1 
Fundamentalintegrale  durch  die  Grössen  (18)  gegeben  sind. 
Sei  diese  Differentialgleichung 

(19)  ^+5.^  +  ...+5._.g  +  ^,_,,  =  0, 

SO  sind  einerseits  nach  der  obigen  Ausführung  die  Coeffi- 
cienten  als  rationale  Functionen  von  A^,  A^j  . . .  An  und 
deren  Ableitungen  bekannt,  andererseits  müssen,  weil  (18) 
die  Integrale  von  (19)  sein  sollen,  die  aus  (19)  abgeleiteten 
Differentialgleichungen 


(20) 


ir— 3..  ^r— 4. 


(r-l)ir-2)^  +  (r-2){r-S)B,^  +  .:+2B..,y^0 


(,._l)(y_2)...3-2.g  +  (r-2)(,— 3).--2-lB,y  =  0 

sämmtlich  die  Lösung  y^  haben,  und  daher  nach  der  letzten 
derselben 

oder 

-  fB,clx 

(21)  y,=e    '-' 
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sein,  und  somit  y^  bekannt  und  zwar  durch  eine  Quadratur 
einer  aus  den  Grössen  A^,  > .  -  An  und  deren  Ableitungen  rational 
zusammengesetzten  Function. 

Ist  aber  y^  bekannt,  so  kennen  wir  die  r  Integrale 

der  Differentialgleichung  (16),  und  können  somit  nach  den 
früheren  Auseinandersetzungen  diese  Differentialgleichung 
auf  eine  solche  von  der  n  —  r*®"  Ordnung  reduciren;  wir 
finden  somit 

dass,  wenn  eine  lineare  Differentialgleichung  n*®'  Ordnung 
ein  und  nur  ein  Integral  mehrfach  hat,  diese  Differential- 
gleichung von  ihrer  mehrfachen  Lösung  befreit  und  auf  eine 
lineare  homogene  Differentialgleichung  n  —  r*®'  Ordnung  reducirt 
werden  kann,  wenn  jene  mehrfadie  Lösung  r-fach  vorkommt; 
der   Werth  der  letzteren  ist  durch  (21)  bekannt. 

Hat  die  Differentialgleichung  (16)  jedoch  mehrere  Lösungen 
mehrfach,  so  kann  man  im  Allgemeinen  so  wenig  wie  bei  al- 
gebraischen Gleichungen  den  Werth  dieser  mehrfachen  In- 
tegrale durch  diese  Operationen  ermitteln,  aber  man  kann, 
wie  wir  zeigen  wollen,  die  Differentialgleichung  jedenfalls 
auch  von  vielfachen  Integralen  frei  machen. 

Habe  nämlich  die  lineare  homogene  Differentialgleichung 
^ter  Ordnung 

unter  den  Elementen  eines  Fundamentalsystems  von  Integralen 

l/ii?  yi2  7  •  ••yi('i    einfach 
/23\  Vii  y  y22  7  •  •  •  2/2^.   zweifach 


•         • 


yxi ,  yx2,  ...  y^Q^  A-fach , 
so  dass     ^ 

ist,    so   wird   nach   den    früheren  Auseinandersetzungen   die 
Differentialgleichung 
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die  Integrale 


(25) 


2/21  y  Vm  '  "  y^^  einfach 
2/81  j  y32J  '"  V^Q»  zweifach 

•         ••••••  • 

yxi,  yx2,  ...  y^Q   A— -l-fach 


enthalten^  und  somit  der  grösste  gemeinschaftliche  Differen- 
tialtheiler  D  zwischen  (22)  und  (24)  gleich  Null  gesetzt  eine 
lineare  homogene  Differentialgleichung  der  ^2  +  2(>3+3()4+"* 
+  (A  —  l)p;j*®'*  Ordnung  bilden,  für  welche  das  System  (25) 

ein  vollständiges  Fundamentalsystem  von  Integralen  darstellt; 
da  diese  aber  sämmtlich  und  noch  in  höherer  Vielfachheit 
als  Integrale  der  Differentialgleichung  (22)  angehören,  so 
wird  nach  dem  vorher  bewiesenen  Satze  mit  Hülfe  des  grössten 
gemeinschaftlichen  Differentialtheilers  D  die  Differentialgleich- 
ung (22)  in  die  Form  gesetzt  werden  können 

SO  dass  die  Integration  jener  Gleichung  zurückgeführt  ist 
auf  die  Integration  der  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung 

(27)  2>  =  0, 
deren  Ordnung  die 

e,  +  2§3  +  3(.,  +  • . .  +  (A  -  1)q,^ 

ist,  'der  homogenen  Differentialgleichung  (26)  und  auf  Qua- 
draturen. Die  Integration  der  Differentialgleichung  Z)  =  0, 
deren  Integralsystem  vollständig  durch  (25)  dargestellt  ist, 
kann  wieder  auf  die  Integration  einer  Differentialgleichung 

(28)  2>i  =-  0 

zurückgeführt  werden,  deren  linke  Seite  der  grösste  gemein- 
schaftliche Differentialtheiler  zwischen  D  und  dessen  in  be- 
kannter Weise  genommenen  Ableitung  ist,  deren  Ordnung  die 
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und  deren  Integralsystem  durch 

J/si  7  ys2 ;  •  •  •  J/se.  einfach 

2/4!  7  y42  ?  •  •  •  Vig,  zweifach 
(29) 


yxi>  Vxty  '"Vxq,  -1-2-fach 

dargestellt  wird.  Ebenso  lässt  sich  weiter  die  Integration 
der  Differentialgleichung  D^  =  0  auf  die  Integration  einer 
homogenen  linearen  Differentialgleichung 

(30)  A  =  0 

zurückführen,  deren  linke  Seite  der  grösste  gemeinschaftliche 
Differentialtheiler  zwischen  D^  und  dessen  Ableitung  bildet, 
deren  Ordnung  die 

(»4  +  2(.5  +  39e  +  •  •  •  +  a  -  3)(»,'o 
ist,  und  deren  Integralsystem  durch 

yii)  y^2  7  •  •  •  y*Q,  einfach 

Vbi  7  Vb^j  •  •  •  y^9.  zweifach 
(31) 


yxi >  yx2y  "-yx^  ^  —  ^-^^^^ 


dargestellt  wird;  schliesst  man  so  weiter,  so  kommt  man 
endlich  auf  die  Integration  einer  linearen  homogenen  Diffe- 
rentialgleichung 

(32)  D;i-2  =  0, 

deren  Integralsystem  durch  die  einfachen' Loanngen 

(33)  2/n^  yx2^  "-yx^^ 

dargestellt  wird,  und  wir  finden  somit 

dass  eine  lineare  Differentialgleichung  beliebiger  Ordnung 
mit  vielfachen  Lösungen  stets  zurückführbar  ist  auf  gleichartige 
lineare  Differentialgleichungen y  welche  jene  Lösungen  nur  ein- 
fach enthalten. 
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y.  lieber  die  Irrednctibilität  linearer  Differentialgleichnng- 

Systeme. 

!•    Nach  der  in  V.  des  Kap.  1  aufgestellten  Irreductibi- 
litätsdefinition  wird  das  lineare  Differentialgleichungsystem 


(1) 


dx 
dx 


=  -^2l2/l  +  ^2%y%  H h  ^inVf 


dx 


=  Aniy^   +  ^n^Vt  H h  AnnVf 


mit  algebraischen  Coefficienten  dann  und  nur  dann  reductibel 
sein,  wenn  weniger  als  n  Elemente  eines  Integralsystems 


^1)    V2y 


Vn 


der  Differentialgleichungen  (1)  existiren,  welche  das  vollständige 
Integrcdsystem  eines  gleichzeitigen  Systems  von  weniger  als  n 
algebraischen  Differentialgleichungen  bilden,  oder  wenn,  von  dem 
Falle  abgesehen,  dass  das  System  (1)  in  zwei  gesonderte  Systeme 
zerfällt,  zwischen  den  Elementen  ^i ,  ^2 ;  •  •  •  ^«  ^^^^  ^^  mehrere 
algebraische  Beziehungen  bestehen. 

Wir  wollen  unter  der  Annahme  der  Reductibilität  des 
Systemes  (1)  die  Natur  der  algebraischen  Differentialglei- 
chungen 


(2) 


dx 

dY^ 
dx 


/2  W  ■*^1  ?  -'^2 ;   •  •  •  ^m) 


dY. 


untersuchen,  worin  w  <  n  ist,  und  von  welchem 

welche    einen   Theil   des   Integralsystems   i^j ,  ^2 ,  .  -  ,i]n  der 
Differentialgleichungen  (1)  bilden,  ein  particuläres  Integral" 
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System  sein  soll;  zugleich  darf  angenommen  werden,  dass 
nicht  schon  weniger  als  diese  m  Integrale  rj^y  ri^j  .  -  »i^m 
das  vollständige  Integralsystem  eines  algebraischen  Differen- 
tialgleichungsystems bilden,  da  wir  im  entgegengesetzten 
Falle  dieses  letztere  System  statt  des  Systemes  (2)  der  Unter- 
suchung zu  Grunde  legen  würden.  Nach  den  in  dem  er- 
wähnten Abschnitte  bewiesenen  Sätzen  würde  dann  aber 
jedes  vollständige  Integralsystem  der  Differentialgleichungen 
(2)  einen  Theil  eines  vollständigen  particulären  Integral- 
systems von  (1)  bilden,  und  wenn  wir  somit  n  simultane 
Fundamentalsysteme  der  Differentialgleichungen  (1),  von 
denen  eines  auch  t^j  ,  1^2  ?  •  •  •  ^w  als  Theil  enthalten  kann,  durch 


(3) 


2/n  '  2/12 »  •  •   •  yin 

y^i »  2/22  >  •  •  •  y^n 


\ynlj    yn2 


ynn 


darstellen,  so  wird  somit  das  allgemeine  Integralsystem  der 
Differentialgleichungen  (2)  die  Form  haben: 


(4) 


Y2  =  C^y  12  +  ^^22/22  H [-Cnyn2 

9 


(5) 


worin  C^,  C2,  -  ^  ^  Gn  Functionen  der  m  willkürlichen  Inte- 
grationsconstanten  \j\,  . .  .  ^w  des  Systemes  (2)  sein  werden. 
Greifen  wir  nunmehr  n  Particulärsysteme  der  Constanten 
Äj ,  ^2,  ..»hm  heraus,  welche  n  particuläre  Integralsysteme 
von  (2)  liefern: 

yil=C'nJ/ii  +  C2i^2lH |-Cnl2/nl,-'*^lw=C'iiJ/im+C2iy2mH H^'niy 

Y2l=CuyiX+C22y2l  +  -+Gn2ynir^2m==C^^yim+C22y^rn+-+Cn2y 


um 


nm 


SO  konnte  es  sein,  dass  die  Determinante  derselben 
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(6)  z/  = 


Cn 

(^2\ 

•    •    .    (^nl 

Cl2 

^22 

•    •    •    ^w2 

•              ■ 

•               • 

•    •    *    ^nn 

für  jede  Wahl  der  particulären  Systeme  von  Äj ,  Äg ,  . .  ,JCm 
verschwindet;  dann  würde  aber  nach  bekannten  Sätzen  aus 
der  Theorie  der  linearen  Gleichungen  entweder  zwischen 
allen  linken  Seiten  von  (5)  oder  zwischen  einem  Theile  der- 
selben, je  nachdem  die  Unterdeterminanten  von  ^  bis  zu 
einer  bestimmten  Ordnung  hin  verschwinden,  eine  lineare 
Relation  der  Form 

(7)  K,  Ti^  +  K,Y,^+'^'  +  KnYng  =  0 

stattfinden,  d.  h.  es  würde,  da  wir  z.  B.  für  YtQ  das  Element 
des  allgemeinen  Integralsystemes  der  Differentialgleichungen 
(2)  wählen  können,  ein  allgemeines  Integralelenient  dieser  Diffe- 
rentialgleichungen eine  homogene  lineare  Function  von  n  —  1 
oder  weniger  entsprechenden  particulären  Integralelementen  eben 
dieser  Differentialgleichungen  sein. 

Verschwindet  jedoch  die  Determinante  ^  nicht,  so  liefert 
das  System  (5)  die  Grössen  yi^ ,  ya^ ,  ...  y^^  als  homogene 
lineare  Functionen  von  Yi^ ,  Y2Q,  ...  Yn^ ,  und  diese  Werthe 
in  die  q^  der  Gleichungen  (4)  eingesetzt,  geben  das  Element 
Y^  des  allgemeinen  Integralsystems  von  (2)  als  lineare  homogene 
Function  von  n  entsprechenden  particulären  Elementen  in  der 
Form 

(8)  Y^  ==  Z/j  YiQ  +  1^2  ^2^  +  *  •  •  +  ^«  YnQ , 

und  fassen  wir  die  so  gewonnenen  Resultate  zusammen,  so 
erhalten  wir  den  nachstehenden  Satz: 

Hat  ein  System  von  n  homogenen  linearen  Differential- 
gleichungen mit  einem  System  von  weniger  als  n  algebraischen 
Differentialgleichungen  ein  Integralsystem  gemein,  von  dem  nicht 
schon  ein  Theil  einem  algebraischen  Differentialgleichungsysteme 
noch  niederer  Klasse  Genüge  leistet,  so  lassen  sich  die  Elemente 
des  allgemeinen  Integralsystems  jenes  Systemes  algebraischer 
Differentialgleichungen  homogen  und  linear  durch  n  particuläre 


1&8 
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Irdfyfrahyideme  e&en  dwitr  JDiffereniialgleichungtH  m  der  Form 
auffdrikken 


(if, 


Y^  —  //,  y,2  +  ig  y^g  -|- 


+  i.  r-i 
+  i.  r.2 


y»»  =  -^1  Yltn-^-  L^  ^2«  "h  '  '  '  '\~  ^»  ^nm , 


M?/>rm  i| ,  . . .  Ln  Functionen  von  so  vid  Constanten  tedeiäen, 
at»  die  Klasse  des  algebraischen  Differentialgleichungsystems 
anzeigt,  übrigens  aber  atich  zum  Theä  verschunnden  können. 
3«  Es  bleibt  uns  nun  die  Frage  zu  beantworten  übrig, 
wie  ei/n  algebraisches  Differentiälgleichu/ngsystem  (2)  beschaffen 
sein  muss^  wenn  zwischen  dem  allgemeinen  und  einer  bestimmten 
Anzahl  particulärer  Integralsysteme  lineare  Relationen  von  der 
Form 


(10) 


Ym  «=»  L^  Yim  +  L2  Y^m  +  *  *  *  "j"  -^/t  ^ 


jum 


bestehen  sollen.  Zunächst  ist  klar,  dass  ft  nicht  kleiner  als 
m  sein  kann,  weil  sonst ,  L^y  L^j  .  *  -  Lf^  als  selbständige 
willkürliche  Gonstanten  aufgefasst,  die  allgemeinen  Integral- 
elemente Fj,  rjj,  .  .  .  Fm  nicht  die  erforderliche  Anzahl  von 
m  von  einander  unabhängigen  willkürlichen  Gonstanten  hätten ; 
es  muss  somit  fi  «»  oder  >  m  sein.  Sei  ^  =  m,  gehen  also 
die  Beziehungen  (10)  in 


(H) 


/  Y^  «=  LiYJi  +  Z/gr^i  + 

Y^  =  A  Fia  +  -^2^22  + 


-j-  LmYini 
4"  ■^mlm2 


I^  =  /i^  Fim  +  L^Y^m  +  •  •  •  +  ZrmFj 


mm 


über,  worin  L^y  ...  Lm  selbst  als  die  m  willkürlichen  Gon- 
stanton  beiTachtot  werden  können,  und  setzt  man  diese  Aus- 
drücke für  die  allgemeinen  Integrale  in  die  Differential- 
gUichuugen  (2)  ein,  so  ergeben  sich  die  Gleichungen: 
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=  A/l(^>^ll?^12V^lw»)  +  -^2/l(^;^2l7  ^22r"^2m)H 

(13)    /^  (a;,  Zi  Yii+Z/g  F2lH h-^m  I^ml  >  •  *  *  A  ^lm+  ■i's  ^2mH h  -Zim  ^mm) 

=  A/2(^>^ll?^12>***^l"»)  +  ^2/2(^?^2n5^22)""^2m)H 

+  im/2  (^>  -^ml  >  Ymt ,  •  •  •  i^mm) 


(14)    /^(a;,LiYii+L2]r2i+'-*  +  Zrmr"ml,'**iiyim+i2^2mH \- LmYmn) 

=A/''n(^;^ll?^12r"^lm)+J^2/m(^?I^21>^22>*"i"2m)H 

4"  im  /m  (^;  Iml ;  Im2  ,  *  * '  l^mm)  > 

welche  für  beliebige  Werthe  der  constanten  i^ ,  ig  >  '  "  J^m 
bestellen  müssen. 

DiflPerentiirt  man  die  Gleichung  (12)  nach  L^^L^y  "'Lm^ 
so  erhält  man^  wenn  man  zur  Abkürzung 

il  Y^^   +  ig  Fgi  -]-•..-(-  Lm  YtnX  ==  -Zj  , 

(15)         

il  lim  -{-  i2  ^2m  4"  *  *  '  "t"  im  Ymm  ==  -2^ 

setzt,  die  folgenden  Beziehungen: 

df^  (x,  Z^,  ...  Zm)  -17-      ,    ^/i  (aJ,  -^1 ,  ...  Zm)  ^       , 

äz, ^H  + Wz, J^i2  +  •  •  • 

+  ^  / 1  \^f  Zi,  ...  Zm)  ^     ff/r  V       V  V     \ 


(16) 


gÄ 


m 


^fiip^j^i  y  •'  Zm)  ^        »^  dfi  (X,  Z^,  .  .  .  Zm)   ^        ^^ 

dz,  ^21  -r  ^z^  J^22  -1 

+  ^/l  (^>  ^1»  '  «  •  '^wt)  V     ,,^f(,r  V       V  V     ^ 

ö-^  -*^  2m='/  i\J^yJ.^xy'-  22r  ••  -^  2m; 


dZ, 


— dz; —  ^^^^ dz, -^-2  H — 


+   Öf^{x,Z^y,,.  Zm)  V      /•/      TT       V  T^      ^ 


woraus  sich  als  unbekannte  eines  linearen  Gleichungsystems 

dfi(XfZi,  ...  Zm)       dfi{x^Zi,... Zm)  dfi(x,Z^y,.. Zm) 


(17) 


dZ^ 


dZ. 


dZ, 


m 
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als  Ton  L^j  L^,  •  >  *Lm  unabhängig,  durch  die  Grössen  Y^ , 
. . .  Imm  bestimmt  ergeben  würden;  da  aber  den  Grössen 
Z^,  Z^,  ,  . .  Zfn  vermöge  der  Gleichungen  (15)  wegen  der 
Willkürlichkeit  der  Constanten  Xj ,  L^,  .  .  .  Lm  beliebige 
Werthe  zuertheilt  werden  können,  weil  die  Determinante, 
wie  nach  der  Annahme  leicht  zu  sehen,  nicht  verschwinden 
kann,  so  müssen  die  Grössen  (17)  von  ihren  Argumenten 
unabhängig,  und  somit 

fi{x,Ziy...Zm),  ebenso  f^{x,Z^,...Z„),...frn{XyZ^y,..Zr^ 

lineare  Functionen  ihrer  Argumente  von  der  Form  sein: 

Ifl  {^} ^17" '^m)  =  Pj  +  Pn  Z^  +  Pi2  ^2  H h PlmZm 

fm{XjZif,..Zm)  =Pm-Jr  Pmi  Z^  +  Pm2 -^2  "I"  *  *  *  "I"  Pmm  2'«  , 

worin  Pj ,  . .  .  P^ ,  Pj^ ,  . . .  P^^  nur  algebraische  Functionen 
von  X  sind.  Setzt  man  aber  diese  Werthe  in  die  Gleichungen 
(16)  ein,  so  folgt 

(19)  F,,Y,,+P,,Y,,  +  ^-^  +  P,mY,m 

=  A  +  Al^ll  +-^12^12  H h  Plfn  Ylm 

und  daher  P^  =  0,  ebenso  P2  =  •  •  •  =  P«  =  0,  und  es 
gehen  somit  die  Differentialgleichungen  (2)  in 


-J^  =  Al^l    +  ^12^2  H h   PlmYr 


(20) 


m 


~J^  =  P21  ^1  +  P22^2  +  •  •  •  +  P2mYm 


j         =  Pml  J-t  "T   Pm2  ■'^2  "T    *  *  *  "l     Pirtni  J^m 


Über.     Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

Wenn  für  ein  algebraisches  Differentialgleichungsystem  m*®' 
Klasse  die  m  Elemente  des  allgemeinen  Integralsystems  homogene 
lineare  Functionen  mit  constanten  Coefficienten  von  m  particu- 
lären  Integralsystemen  sind,  so  ist  das  Differentialgleichung^ 
System  ein  homogen  lineares. 
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Es  bleibt  somit  nur  noch  die  Frage  nach  der  Beschaffen- 
heit des  Differentialgleichungsystems  (2)  zu  beantworten 
übrig,  wenn  in  den  Gleichungen  (10)  f*  >  w  ist,  und  L^y  Xg, 
. ,  .  Lfi  Functionen  der  m  willkürlichen  Integrationsconstanten 
Jc^y  ifeg ,  , .  .Jcm  sind.  Führen  wir  die  Ausdrücke  (10)  wieder 
in  das  Differential gleichungsystem  (2)  ein,  so  erhält  man 

(21)  /i(^>A  ^11+^2 ^21+"*+-^/u  I^l  r-^l  Yim-^-L^  F2m+-+-^/«  Yfim) 
=  A/l(^;^ll)  ^12>  •••^l»n)  +  -^2/l(^;^2l7  ^22V^2w»)+*" 

und  ähnliche  Beziehungen  für  f^,  . .  .fm» 

Hier  müssen  nun  zwei  Fälle  unterschieden  werden,  indem 
diese  Gleichungen  in  allen  in  ihnen  vorkommenden  Grossen 
identisch  sind  oder  nicht;  ist  das  erstere  der  Fall  —  und 
dies  wird  dann  stets  eintreten,  wenn  das  Differentialgleichung- 
system so  beschaffen  ist,  dass  keine  algebraische  Beziehung 
zwischen  den  Elementen  von  fi  seiner  particulären  Integral- 
systeme besteht  —  so  erhält  man,  wenn  wiederum  zur  Ab- 
kürzung 

(22)  

gesetzt  wird,  durch  Differentiation  nach 

-*■  11  >    ■'•21  ?    •  •  •   -*•/"!  5     -'■12  y    -*-22  ;    •  •  •   ^h^  5    •  •  •  ^Iw  ;     ^'iin  >    •  •  •  Yf^^m 

die  nachfolgenden  identischen  Gleichungen 


(23) 


d/,(«^z, ,  ■ . .  -g^)     8/;(a!,r„,r.„...r^„)  _  a/-,(a;.r„,r„,...ra^) 

'^A(^»  y»!  »   y„g  1.  •  •  •  y»n,) 

Koenigsberger,  Lehrbuch.  11 


162  Drittes  Kapitel. 

Aus  einer  identischen  Gleichung  der  Form 

^/i(^>  -^11»   -^2»  •  •  •    -^Im)  ^/i(^>  -^811   -^22»  •  •  •   ^2m) 


(24) 


8r„  ar, 


81 


ergiebt  sich  aber^  da  man  1^12  =  ^22  >  -^is  ^'^  -^23  j  •  •  •  -^1»»  '^^  -^2»» 
setzen  kann,  dass  der  Differentialquotient  der  Function 
f^(x,  Fji ,  F12 , . . .  Yim)  nach  Y^  genommen  von  dieser  Grösse 
unabhängig  ist,  und  da  dasselbe  für  alle  anderen  Argumente 
und  Functionen  /i ,  . .  .fm  gültig  ist,  so  folgt,  dass  die  rechten 
Seiten  der  Differentialgleichungen  (2)  atich  in  diesem  Falle 
lineare  Functionen  der  abhängigen  Variahein  sein  werden,  das 
Differentialgleichungsystem  (2)  also  tviederum  in  (20)  übergeht,  da, 
wie  leicht  zu  sehen,  wenn  alle  Integrale  eines  nicht  homogenen 
linearen  Differentialgleichungsystems  den  Differentialglei- 
chungen (1)  angehören,  dasselbe  auch  für  das  homogene 
adjungirte  Differentialgleichungsystem  statthat  —  und  dieser 
Schluss  war  nur  dann  nicht  gültig,  wenn  algebraische  Beziehungen 
zwischen  den  Elementen  von  mehr  als  m  und  höchstens  n  par- 
ticulären  Integralsystemen  der  Differentialgleichungen  (2),  also 
auch  zwischen  entsprechenden  Elementenreihen  von  ebenso  viel 
Integralsystemen  des  ursprünglichen  linearen  homogenen  Differen- 
tialgleichungsystems  (1)  bestanden,  da  sämmtliche  Integralsysteme 
der  Differentialgleichungen  (2)  auch  (1)  als  Elemente  von  Inte- 
gralsystemen genügten,  und  unter  einander  durch  die  Be- 
ziehungen (5)  verbunden  sind, 

3.  Stellen  wir  die  eben  gefundenen  Sätze  mit  dem  in  1. 
hergeleiteten  zusammen,  so  erhalten  wir  das  nachfolgende 
Theorem: 

Ist  ein  homogenes  lineares  System  von  n  Differential- 
gleichungen reductibel,  so  wird  dasjenige  System  von  Diffe- 
rentialgleichungen, dessen  Klasse  m  die  kleinste  ist  unter  allen 
denen,  für  welche  ein  vollständiges  Integralsystem  durch  einen 
Theü  eines  vollständigen  Integralsystems  des  gegebenen  Systems 
von  Differentialgleichungen  gebildet  wird,  wiederum  ein  homo- 
genes lineares  sein  müssen,  wenn  nicht  zwischen  analogen  Ele- 
mentenreihen  von  mehr  als  m  und  weniger  als  n  particülären 
Integralsystemen  des  gegebenen  Systemes  linearer  homogener 
Differentialgleichungen  ein  algebraischer  Zusammertha/ng  besteht^ 
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wobei  hervorzuheben  ist,  dass  dieser  algebraische  Zu- 
sammenhang nicht  eine  algebraische  JBemhung  umsehen  den 
Elementen  eines  Integralsystems  darstellt,  da  ein  solcher,  wie 
oben  gezeigt  worden,  unter  der  Annahme  der  Reductibilität 
für  jedes  Dififerentialgleichungsystem,  also  auch  für  das  DiflFe- 
rentialgleichungsystem  (1)  stattfinden  muss,  sondern  einen  alge- 
braischen Zusammenhang  umsehen  gleichartigen  Elementen  ver- 
schiedener Integralsysteme. 

Man  erkennt  hieraus,  dass  im  Allgemeinen  Integrale 
linearer  Differentialgleichtingsysteme  immer  nur  wieder  in  irre- 
ductibler  Weise  linearen  Differentialgleichungsystemen  angehören 
Tcönnen. 

4.  Wenden  wir  den  eben  gefundenen  Satz  auf  den  Fall 
von  zwei  homogenen  linearen  Difi*erentialgleichungen 

(25)  ^ 

an,  so  mrdj  wenn  das  Differentialgleichungsystem  (25)  reduc- 
tibel  ist,  ein  Element  eines  particulären  Integralsystems  dieser 
Differentialgleichungen  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

(26)      "  S  =  ^x(^,  ro 

genügen,  welche  im  Allgemeinen  eine  lineare  homogene  von  der 
Form 

(27)  S-  =  ^-^i 

sein  tvird,  in  welcher  P  eine  algebraische  Function  von  x  be- 
deutet, wenn  nicht  zwischen  zwei  analogen  Elementen  zweier 
Integralsysteme  der  Differentialgleichungen  (25)  eine  algebraische 
Beziehung  stattfindet. 

Um  für  diesen  Fall  zu  untersuchen,  von  welcker  Form 
die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  (26)  sein  muss, 
wenn  die  den  eben  erwähnten  Ausnahmefall  bildende  alge- 
braische Relation  stattfindet,  werde  bemerkt,  dass  wenn  wir 
zwei  simultane  Fundamentalsysteme  von  Integralen  mit 

Vn  9  Vn     ™d     ^21 7  y%% 

bezeichnen,  diese  algebraische  Beziehung  in  die  Porm 

11* 
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ge1>ra<;ht  und,  ohne  die  Allgemeinlieit  zu  beeinträelitigeDy 
augenommen  werden  dar^  dass  die  Differentialgleiehimg  (26) 
2^11  zu  einem  ihrer  particularen  Integrale  bat. 

Znnaebst  ist  leicht  zu  sehen,  dass  y,i  keine  algebraische 
Function  von  x  sein  darf;  denn  wäre  dies  der  Fall,  so  würde 
nach  (28)  auch  y^^ ,  und  somit,  da  für  die  Differential- 
gleichungen (25) 

ist,  auch  jedes  y^  eine  algebraische  Function  von  x  sein, 
woraus  nach  der  Differentialbeziehung 

^  -=  ^11^1  +  ^12^2 

sich  auch  jedes  y^  algebraisch  durch  x  darstellen  würde,  und 
somit  die  allgemeinen  Integrale  des  Differentialgleichung- 
systems (25)  algebraische  Functionen  von  x  wären,  welcher 
Fall  für  die  oben  gestellte  Frage  kein  Interesse  hat.  Da 
aber  y,i  auch  als  Integral  der  Differentialgleichung  (26)  be- 
trachtet werden  durfte,  so  können  wir  die  algebraische  Be- 
ziehung (28)  auffassen  als  bestehend  zwischen  einem  Inte- 
gralelement t/gi  des  Differentialgleichungsystems  (25)  und 
dem  Integrale  y^^  der  Differentialgleichung  (26),  welches 
letztere  nicht  schon  einer  Differentialgleichung  niederer  also 
Qter  Ordnung  genügt  (d.  h.  nicht  algebraisch  ist),  und  unter 
dieser  Voraussetzung  lässt  sich  der  im  VI.  Abschnitte  des 
ersten  Kapitels  entwickelte  Satz  von  der  Erhaltung  der  alge- 
braischen Relation  anwenden,  indem  für  y^^  ein  willkürliches 
anderes  Integral  der  Differentialgleichung  (26),  für  {/21  ^^^ 
passendes  Integralelement  der  Differentialgleichungen  (25) 
gesetzt  werden  darf  Da  aber  nun  alle  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung (26)  nach  früheren  Sätzen  Integrale  von 
(25)  sein  müssen,  so  wird  das  allgemeine  Integral  von  (26) 
in  der  Form  darstellbar  sein 

f*iyii  +  Äy2i> 

worin  fij  und  ft^  Functionen  einer  willkürlichen  Constanten  c 
sein  werden,  während  das  zugehörige  Integral  von  (25)  durch 
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ausgedrückt  ist,  worin  m^  und  mg  bestimmte  Functionen  von 
c  sind,   so  dass   sich   aus  der  Gleichung  (28)  die  Beziehung 

(29)  ■  mi  yii  +  m^  y^i  =  H^,  f*i  Vn  +  f^a  ^21) 

ergeben  wird.  Da  die  mit  Hülfe  von  (28)  aus  (29)  folgende 
Beziehung 

(30)  mi  f/n  +  ^2  F(x,  ^h)  =  F(x,  (i,  y,^  +  fig  F(x,  y^)) 

eine  in  x,  y^,  c  identische  sein  muss,  weil  im  entgegengesetzten 
Falle  sich  gegen  die  Voraussetzung  y^^  als  algebraische  Func- 
tion von  X  ergeben  würde,  so  liefert  die  Differentiation  von 
(30)  nach  y^  und  c  die  beiden  Beziehungen 

^      ^  ^(f*i  yn  +  ^2  F{X,  2/11))         ^^1  "^  f*2        32/n       / 

=  ^^  +  ^^?^X^^i_) 

und 

und  durch  Division  der  beiden  Gleichungen  (31)  und  (32) 
die  Beziehung*) 

*)  Es  könnte  auch  sein,  dass  sich  durch  die  Division  der  beiden 
Gleichungen  eine  Identität  ergäbe;  dann  wäre 

dm^  d^i  dm^  dfi2 

dm^  (2u»  dm^  dfi^ 

''■"d7'""*'^'   '^'■^7  =  '"»^' 

oder,  wie  leicht  zu  sehen, 

worin  k  eine  numerische,  von  c  unabhängige  Grösse  bedeutet.  Die 
Gleichung  (29)  ginge  somit  in 

^(/*i  yii  + 1*2 2/21)  =  F{x,  f*i  yii  4-  ^22/21) 
über,  also  der  nothwendigen  Identität  zufolge  in 

F(x,y)^ky, 
und  daher  (28) 

yn  =  ^2/11 » 

was  nicht  angeht,  da  y^  und  y^^  entsprechende  Elemente  zweier  Fun- 
damentalsysteme von  Integralen  sein  sollten. 
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worin  Ä^  B,  Cy  D  von  c  abhängige  Constante  sind.  Da 
diese  Gleichung  eine  in  y^i  identische  sein  musste^  so  er- 
giebt  sich,  wenn 

(34)  F(x,  y^i)  =  w .  yii 

und  somit  (33)  in  die  Form 

^^^^  "ylf  "^  Au^+{B  +  C)u+D  ^^  =  0 

gesetzt  wird,  durch  Quadratur 


-/ 


(36)  log  y,,  =  -J  ^^.^^s  +  c)u+D  ^"^  +  ^°g  *(*)' 

worin  ip(x)  eine  willkürliche  algebraische  Function  von  x  be- 
deutet. 

Nun  ist,  wenn  Ä  von  Null  verschieden  ist, 

worin  A,  a,  ß  aus  ^,  JS,  C7,  D  zusammengesetzt  sind*),  und 
daher  nach  (36) 

worin  k  eine  rationale  Zahl  sein  muss,  da  u  eine  algebraische 
Function  von  y^^  sein  soll,  so  dass  sich  endlich  nach  (28)  und  (34) 

*)  Wenn  cc^=  ß^  so  wird 

Äu+B    _      1  B  +  Aa        1 

A(u  —  «)*         u — a  Ä       («  —  «)*' 

und  (36)  geht  somit  in 

1          /  s      1                 1      /          N       B  -4-  Aa      1 
log  ip{x)  -  log  j/ii  =log(t*-a) '-^ —  j^— ^ 

über,  woraus,  weil  F{x,  y^)^  also  auch  u  algebraisch  durch  x  und  y^^ 
ausgedrückt  sein  soll ,  B  '\'Aa'=0  also 


yu 


=  t* — a  oder  nach  (28)  j/jj  — at/n  =i/>(a;) 


folgen  würde,  was  nicht  angeht,  da  y^i  —  ccy^i  ein  Integral  und,  da  es 
gleich   ipix)  ist,   ein   algebraisches   Integral   sein   würde,   was   nicht 

•  Hl 


sein  sollte. 
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ergiebt.     Setzt  man  nun 

(40)  ^21  -  «yii  =  ^21  y     y^i  —  ßVn  ==  ^11  > 

so  sind  auch  ri^^j  ijn  ^^ste  Elemente  von  zwei  Integralsystemen 
der  Differentialgleichungen  (25),  und  es  geht  somit  die  Be- 
ziehung (39)  in 

(41)  n^i  =  %{^) '  nn" 

über,  worin  %  eine  algebraische  Function  von  Xy  und  6  eine 
rationale  Zahl  bedeutet*). 

Es  bleibt  somit  nur  noch  die  Frage  zu  beantworten,  was 
aus  der  Beziehung  (41)  zwischen  den  beiden  Integralelementen 
für  die  Natur  dieser  Grössen  geschlossen  werden  kann.  Aus 
der  ersten  der  Gleichungen  (25)  folgt  aber  durch  Differentiation 

und  durch  Benutzung  der  zweiten  und  ersten  Gleichung  von  (25) 

(42)      a-('iu+^.+^)s 

+  (^il  +  ^12^1  —  ^11^22  -  Ai  3^)j/i ; 

oder  kürzer 


*)  Der  Fall,  in  dem  A=^Q  ist,  liefert  nach  (36)  die  Beziehung 
log  Vn  =  ~  ^t:^  log  (u+  ^gxö)  +  *^^  "^^^^ 


oder 


Vi 


x)       (     ,       D    \B-¥C 


oder  auch,  da  7,  eine  rationale  Zahl  sein  mass, 

worin  h  eine  Constante  und  X  rational  ist;  setzt  man  wiederum 

!^si  +  Ät/n  =  ri2i  7    2/11  =  Vn » 
BO  erhält  man  wie  oben 
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von  welcher  1^21  ^^^  ^11  Integrale  sein  müssen.  Da  aber  aus 
(41)  folgt,  dass 

und 

ist,  so  ergiebt  sich  durch  Einsetzen  dieser  Werthe  in  (43) 
mit  Berücksichtigung,  dass  auch  i^u  ein  Integral  dieser  Diffe- 
rentialgleichung ist, 

n{^)  <r  (^  %  +  Qn.)  +  <<>  - 1)  x{^)n  T  fe)* 


=T{^j^ix)ri^^^+^{x)n\)+Ql{x)n\ 


oder 


\dx)   "■"    üte)   « — 1   da; 


+  ,(.-T),(a;)[<gx(^)(g-i)--Px(^)  +  x»]=o 

oder  endlich 

(44)  ^-«'(^)-%i,  I 

worin  0(0?)  eine  algebraische  Function  von  x  bedeutet,  und 
hieraus  vermöge  (41) 

(45)  ^  -  [.»(»)  +  g]  ,„ ; 

es  genügen  somit  die  beiden  particulären  Integraldemente 
1^11  und  ri2i  zwei  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung. 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  ob  noch  andere  particuläre 
Integralelemente  des  Differentialgleichungsystems  (25)  homo- 
genen linearen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  genügen 
können;  da  diese  sämmtlich  die  Form  haben 
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so  folgt  nach  (44)  und  (45) 

und  unter  der  Annahme,  dass  för  ein  Werthepaar  von  q^  und 
(>2  Vi  auch  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung 

(48)  g=ß(a;).y, 

genüge,  würde  sich  durch  Einsetzen  von  (46)  und  (47)  in  (48) 
die  Beziehung  ergehen 

9i  o>(^)  ^u  +  92  \_^(o(x)  +  ^J  1^21  =  ^(x)  [Qi Vn  +  Q2 ^21] ; 

und  somit  durch  Vergleichung  mit  (41)  6=1  folgen.  In 
diesem  Falle  würde  aber  auch  umgekehrt  jedes  particuläre  In- 
tegralelement von  (25)  einer  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  genügen;  denn  da  für  <J  =  1  nach  (41) 

(49)  i?2i  =  X(P^)  Vn 

ist,  so  kann  (47)  mit  Hülfe  von  (46)  in  die  Form  gesetzt 
werden 

es  genügt  somit  jedes  Integral  y^^  einer  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung. 

Ist  6  von  der  Einheit  verschieden,  so  folgt  aus  den 
Gleichungen  (46)  und  (47),  die  wir  der  Kürze  halber,  indem 
wir  mit  0^  und  ®2  algebraische  Functionen  von  x  bezeichnen, 
in  die  Form  setzen 

yi^QiVii  +  (>2^2i 

durch  Elimination  von  ly^  und  1^21  ^^  Benutzung  von  (41) 
die  nichtlineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
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aber  man  sieht  sofort,  dass  diese  nur  durch  eine  algebraische 
Substitution  aus  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  hergeleitet  sein  Icann, 
da  nach  (41)  und  (46) 

und  ijii  der  Differentialgleichung 

genügte. 

Wir  finden  somit, 

dass,  wenn  für  zwei  entsprechende  Elemente  zweier  simul- 
taner Fundamentalsysteme  von  Integralen  eines  Systems  von 
zwei  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  eine  algebraische 
Beziehung  besteht,  stets  zwei  entsprechende  Elemente  von  Integral- 
Systemen  existiren,  welche  je  einer  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  genügen;  nur  wenn  der  Quotient  der 
beiden  betrachteten  Elemente  eine  algebraische  Function  der  un- 
abhängigen Variabein  ist,  werden  alle  analogen  Integralelemente 
ebensolchen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  genügen,  jeden- 
falls befriedigen  sie  solche  algebraische  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  welche  durch  algebraische  Substitutionen  aus 
linearen  homogenen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ab- 
geleitet sind, 

Stellen  wir  endlich  das  eben  gefundene  Resultat  mit  dem 
oben  bewiesenen  Satze  von  der  Eigenschaft  der  Integrale 
reductibler  linearer  homogener  Differentialgleichungsysteme 
zweiter  Klasse  zusammen,  in  welchem  der  Fall  einer  alge- 
braischen Kelation  zwischen  entsprechenden  Integralelementen 
eine  Ausnahme  bildete,  so  erhalten  wir  das  folgende  Theorem: 

Jedes  reductible  homogene  lineare  Differentialgleichung- 
system zweiter  Klasse  besitzt  mindestens  zwei  partictdäre  Inte- 
gralelemente, welche  je  einer  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  Genüge  leisten,  und  jedes  andere 
Integralelement  befriedigt  eine  algebraische  Differentialgleichung 
erster  Ordnung,  welche  durch  eine  algebraische  Substitution  oitö 
einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  derselben  Ordnung 
abgeleitet  ist 
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VI.  lieber  die  Natur  der  algebraiscben   Beziehungen  von 
Integralelementen  irrednetibler  linearer  Differentialgleichung- 

systeme. 

1.  Nachdem  wir  im  letzten  Abschnitte  zur  Vervoll- 
ständigung der  Irreductibilitätsuntersuchung  eines  Systems 
von  zwei  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  die  Frage 
nach  der  Existenz  und  Form  einer  algebraischen  Beziehung 
zwischen  zwei  analogen  Integralelementen  für  den  Fall  der  Be- 
ductibüität  jenes  Sy stemes  erörtert  haben,  wollen  wir  wiederum 
an  dem  speciellen  Falle  der  linearen  Differentialgleichung- 
systeme zweiter  Klasse  eine  Methode  für  die  Behandlung  der 
Frage  auseinandersetzen,  welcher  Natur  für  irrediictible  Diffe- 
rentialgleichungsysteme algebraische  Beziehungen  überhaupt 
sind,  welche  zwischen  den  Elementen  simultaner  Fundamental- 
systeme von  Integralen  und  der  unabhängigen  Variabein  be- 
stehen. 

"Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  annehmen,  dass  das 
System  von  Differentialgleichungen 


(1) 


a^  =  Ai  Vi  +  A2  2/2 

dx 


Ai  Vi  +  ^22  2/2 ; 


das  wir  nunmehr  als  irreductibd  voraussetzen,  vermöge  der 
im  Abschnitt  I.  (25)  des  dritten  Kapitels  angegebenen  Sub- 
stitutionen in  die  Normalform,  in  welcher  A^^  -f-  A^^  =  0 
ist,  also  in  das  wiederum  irredicctible*)  Differentialgleichung- 
system 

*)  Da  nämlich  die  Annahme  der  Beductibüität  des  Differential- 
gleichungsystemes  (2)  nach  der  vorher  geführten  Untersuchung  zur 
Folge  haben  würde,  dass  ein  Integralelement  i^  desselben  einer  homo- 
genen linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

genügte,  worin  Q  eine  algebraische  Function  von  x  bedeutet,  so  würde, 
da  die  Substitutionen 
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(2) 


dx 


=  «21  ^1  «11  % 


umgesetzt  worden  ist,  für  welches  daher,  wenn 

^117  %     und     %,  % 

zwei  simultane  Fundamentalsysteme  von  Integralen  bedeuten, 
nach  Gleichung  (10)  des  bezeichneten  Abschnittes  die  Be- 
ziehung besteht 

^11    ^12 


(3) 


^21    ^22 


=  c, 


worin  C  eine  von  Null  verschiedene  Constante  bedeutet 

Nehmen  wir  nun  an,  es  bestünde  ausser  (3)  noch  eine 
algebraische  Beziehung  zwischen  jenen  Pundamentalintegralen 

(4)  (oix,  %,  ^12,  %,  ^22)  =  0, 

so   wird  man    durch  Zusammenstellung  dieser  mit  (3)  eine 
algebraische  Beziehung  von  der  Form  herstellen  können 

(5)  %  =£l(x,  %,  ^12)- 
Beachtet  man,  dass  nach  (2) 

dz  dz 

(^)  'd^  ""  ^11^11  +  ^12%;  -^  =  «21^11  —  «11% 

ist,  dass  femer  nach  der  ersten  der  Gleichungen  (2) 

also  nach  (5) 

das  System  (1)  auf  (2)  reducirt  haben,  das  dem  Werthe  ii  von  z^  ent- 
sprechende Integral  tj^  durch  den  Ausdruck 

bestimmt  und  somit  in  Folge  (a)  durch  die  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  definirt  sein 

g  =  [©  +  i(Ä,,  +  A,,)]v, ; 

es  wäre  also  das  System  (1)  der  Annahme  entgegen  nicht  irreductibel 
—  also  muss  auch  das  Differentialgleicbungsystem  (2)  irreductibel  sein. 
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(8)    ^22  =  ^  I  ^^  +  ^  («11  ^1 1  +  «12  ^12)  +  g^  («21  ^11  —  «u  ^12)  —  «11  'ß  I 

ist;  SO  erhält  man  durch  Einsetzen  in  die  Gleichung  (3)  die 
folgende  Beziehung 

^^^i^i'dl^'^^l^^''^'^  +  ^^2^^2)  +^(«21^11— «11^12)— «11«^}  -^i2^  =  C, 

welche  ausser  x  nur  die  Grössen  0^^  und  is^^  enthält.  Aber 
diese  Gleichung  muss  eine  in  allen  diesen  Grossen  identische 
sein;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall;  so  ergäbe  sich  0^2  ^^^ 
algebraische  Function  von  0^1,  was  der  Annahme  der  Irre- 
ductibilität  des  Differentialgleichungsystems  (2)  nach  der 
früher  gegebenen  Definition  derselben  widerstreitet.  Es  wird 
somit  die  Gleichung  (9)  auch  bestehen  bleiben^  wenn  man 
für  0j^i  und  0^2  beliebige  andere  Integralsysteme  g^i  und  ^^2 
der  Differentialgleichungen  (2)  setzt;  bestimmt  man  nun  eine 
Grösse  ggi  aus  der  Gleichung 

(10)  e,i=ß(ar,  Sn,  U, 

und  zu  dieser  eine  Grösse  ^2  ^^^  ^^^  Beziehung 

SO  werden  die  Grössen  g^j,  f^g,  ^21;  ^2  offenbar  die  Gleichung 
befriedigen 

(12)  5llb22  fel2b21  ^^  ^7 

da  die  Werthe  ggi?  £22  *^s  (1^)  ^^^  (H)  ^^  (1^)  eingesetzt 
die  identische  Gleichung  (9)  liefern.  Nun  waren  Jn  iiiid  g^g 
ein  Integralsystem  von  (2)^  und  wir  behaupten^  dass  auch  ^g^ 
und  Sgg,  welche  durch  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  be- 
stimmt sind^  ebenfalls  ein  Integralsystem  dieser  Differential- 
gleichungen bilden.  Denn  differentiirt  man  die  Gleichung 
(12)  und  benutzt  die  Beziehungen 

^«11  ^1  ^  »18  fr  fr  »ll  __^  fr        I  fr 

"^^"=^llfell"r^l2bl2;    ~^'^^2lbll        ^llbl2;    "J^^^^llfelT" ^12b22> 

SO  ergiebt  sich  unmittelbar 

(13)  ~^  =  ^2lS21  ^llb22; 


(14) 
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und  somit  Jgi  ^^^  S22  ®i^  Integralsystem  von  (2).  In  der 
Gleichung  (12)  sind  also  g^  und  g^g  ®i^  willkürliches,  tu  und 
§22  ein  dazu  passendes  System  von  Integralen  des  Differential- 
gleichungsystems (2),  so  dass  wir 

< 

.  S2I  ==  ^1^11  +  ^2^21  522  =  %^12  +  »»2^22 

erhalten,  worin  fi^,  fig  völlig  willkürlich,  w^,  Wg  aber  so  zu 
bestimmen  sind,  dass  die  Gleichung  (12)  befriedigt  wird  oder 
dass,  wie  mit  Kücksicht  auf  (3)  unmittelbar  zu  sehen, 

(15)  ftiW2  — mifta  =  1 

wird.  Wir  finden  also  zunächst,  dass  die  Gleichung  (10)  die 
Form  annimmt 

(16)   Wi^ii  +^2%  =  ^(^1  f*l^ll  +  f*2^2i;   f*l%  +  f*2%)> 

oder  nach  (5)  und  (7) 

(17)  Wi^n  +  m^Sl{x,  ^11,  %) 

+  g^  («21^11  —  «11^12)  —  «11  «ß)]  7 

worin  fi^  und  ft2  beliebige,  m^  und  m^  von  diesen  abhängige 
und  durch  die  Gleichung  (15)  mit  einander  verbundene  Zahlen 
bedeuten.  Da  aber  die  Gleichung  (17)  gegen  die  frühere 
Annahme  eine  algebraische  Beziehung  zwischen  z^^  und  z^^ 
liefern  würde,  so  muss  diese  eine  in  allen  in  ihr  vorkom- 
menden Grossen  identische  sein,  und  man  erhält  aus  (17), 
wenn  man  ^Lig  =  0  setzt,  nach  (15) 

(18)  SL\_x,  fii^n,fti^i2]  =  »^1%  +  ■—  St{x,  ^11,  ^12), 

welche  wiederum  in  z^^  und  z^<^  identisch  sein  muss.  Diffe- 
rentiirt  man  diese  Gleichung  nach  z^^  und  %,  so  ergiebt  sich 

/jgN         dSL{x,  fi^g^,  fti^^g)        ^  ^     I    i_  g'Q(a?,gii,gi2) 
und 
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und  wenn  man  diese  beiden   GJeichuDgen  mit  dem  naeli  fi^ 
genommenen  Differential  von  (18) 


^t^i^ii  ^^  ^^1^ 


^12 


verbindet,  so  folgt 

(22)   m,^,,  +  -  ^a Ti,;—  +  ^^  ^12 ^^ 

=  f*i  5^  ^11  —  -  ß(^,  ^11;  ^12) 
oder 

=  f*i  (f*i  5^  —  ^1)  ^11  -  ß(^,  ^lu  ^12)- 

Diese  Gleichung  soll  nun  eine  in  den  Grössen  x^  i^^,  0^2 
identische  sein,  und  man  sieht  leicht,  dass,  wenn  %  irgend 
eine  willkürliche  Function  bedeutet,  jeder  in  dem  Ausdrucke 

(24)     Sl(x,  .„,  .,,)  =  l-x(x,  J^)  +  A<J=J^,^^ 

enthaltene  Werth  von  £1  der  Gleichung  (23)  Genüge  leistet, 

oder   dass   mit  Berücksichtigung  von  (5),   wenn   ausserdem 

2     f 
«ti  tn-,  • —  tri-,  iii 

^— r ^-^-^  =  C 


gesetzt  wird, 

%  =  ^  x{^,  y  +  cz,, 
oder 
(25)  ^12  =  ^11  o  ix,  0,1  (%  —  c^n)) 

folgt,  worin  o  zunächst  noch  eine  willkürliche,  aber  der  For- 
derung gemäss  algebraische  Function  sein  darf. 

Ersetzt  man  in  (25)  wie  oben  in  (16)  0^^  durch  %,  0^^ 
durch  %,  nimmt  also  f*i  =  0,  fig  =  1,  so  dass  nach  (15) 
f»i  =  —  1  wird,  und  021  durch  — ^u  +  ^2^8^21  ^u  ersetzen  ist, 
so  geht  die  Gleichung  (25)  in 
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(26)  ^22  =  ^21  ö  (^,  %  [—  ^11  +  (»^2  —  <Ö  ^2l]) 

über,  und  es  folgt  aus  (25)  und  (26)  nach  (3) 

(27)^11^21  { <ö(^,%[— ^ii+(%— c)^2iJ)-ß>(^/u(%— c^ii)) }  =0, 

welche  wiederum,  da  zwischen  is^^  und  0^1  ^^^  Irreductibilität 
des  DifiFerentialgleichungsystems  wegen  keine  algebraische 
Beziehung  bestehen  darf^  eine  identische  sein  muss.  Zunächst 
werde  angenommen,  dass  c  von  Null  verschieden  ist;  setzt 
man  sodann  ;8f2i  =  c^^iy  so  folgt,  wenn 

C0ii^  =  t    und     ^2  —  c  ==  Ä 

gesetzt  wird,  für  beliebige  t 

(28)  a}{x,  Qcc  —  1) 0  =  7  +  ß>(:r,  0) , 

welche  Gleichung  offenbar  unmöglich  ist.  Ist  dagegen  c  =  0, 
so  geht  die  Gleichung  (27)  in 

(29)  ^n%{o(^;%[— ^11 +%%])- ß'(^>%%)}  =C' 

über,  und  wenn  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  Wg  von 
Null  verschieden  ist, 

^11  =  ^2^21     lind     m2%^  =  t 
setzt,  so  wird 

(30)  C3(X,    t)  =  (0{X,    0)  —  y , 

welche  Gleichung  wiederum  unstatthaft  ist;  es  bleibt  somit 
nur  noch  der  Fall  c  =  0,  iWg  =  0  zu  betrachten  übrig,  für 
welchen  die  Gleichungen  (25)  und  (26)  in 

(31)  %==%ß>(^,  ^11%) 
und 

(32)  %==%ß>(^,— %%) 

übergehen.  Setzt  man  aber  in  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen 
^11  "I"  ^21  statt  8^^ ,  und  8^2  +  %  s^^^*  ^12  >  so  muss  wegen 
^^  =  ^2  =  1  statt  %  nach  (16)  mj^e?!!  +(^1  +  l)^2i  substi- 
tuirt  werden,  und  man  erhält 

(33)%  +  ^22  =  (^ii  +  %)ß>(^;(^ii+%)K^ii  +  K  +  l)%])^ 
oder  in  Verbindung  mit  (31)  und  (32)  die  wiederum  identische 
Gleichung 
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(34)  Zn^{x>  ^11%)  +  ^21  ^{^y  —  ^ix^2x) 

=  (^11   +  ^2i)g'(^,  (^11   +  ^2l)K^ll   +  (^1   +   l)^2l])- 

Setzt  man  in  dieser  %  ==0,  so  folgt 

(35)  ^iiG^C^,  0)  =  ^u®(^;  ^i^ii'); 

und  somit  wieder  m^  =  0,  so  dass  (34)  in 

übergeht,  woraus  sich  für  z^^  =  0 

02ia}(:r,  0)  =  ^2i<ö(^^%0 

ergeben  würde,  was  wieder  nicht  angeht;  es  ist  somit  die 
Möglichkeit  der  Annahme  einer  algebraischen  Beziehung  von 
der  Form  (5)  also  auch  (4)  ausgeschlossen,  und  wir  erhalten 
daher  den  Satz, 

dass  für  ein  irreductibles  lineares  homogenes  Differential- 
gleichungsystem  zweiter  Klasse  in  der  Normalform  eine  al- 
gebraische Beziehung  zwischen  den  Elementen  eines  simultanen 
Fundamentalsystems  von  Integralen  überhaupt  nicht  existiren 
kann. 

Dass  dieser  Satz  auch  für  DiflFerentialgleichungsysteme 
2**'  Klasse,  welche  nicht  die  Normalform  besitzen,  gültig 
bleibt,  geht  aus  der  Natur  der  Substitutionen 

hervor,  welche  das  System  in  die  Normalform  überführen, 
und  aus  der  Ueberlegung,  dass  eine  algebraische  Beziehung 
zwischen  den  Elementen  simultaner  Fundamentalsysteme  von 
Integralen  eine  homogene  sein  wird,  da  sie  unverändert 
bleiben  muss  für  die  Substitutionen  beliebiger  Integrale,  also 
linearer  Functionen  der  Fundamentalintegrale. 
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YII.  Heber  die  allgemeine  Form  der  Beziehnngen  zwischen 

Integralen  linearer  Differentialgleichnngsysteme  beliebiger 

Klasse  nnd  Quadraturen  algebraischer  Functionen. 

1.  Sei  das  lineare  Differentiialgleiehungsystem  n^  Klasse 
vorgelegt 


0) 


7~  =  ^21^1  +  ^22^2  H h  ^2«y»   +  -^än+i 


dy 


in  welchem  Aaß  algebraische  Functionen  von  x  bedeuten^  und 
sei  ein  Integralelement  y^^  eines  simultanen  Fundamental- 
systems 

^11  >  ^12  >  •  •  •  yi» 

eine  algebraische  Function  von  k  Integralen  Si,  £2?  '*'  &  der 
k  irreductibeln  DiflFerentialgleichungen  erster  Ordnung 

(2)F,{x,  ..,§)=0,  j;(a;,.„5j)=0,  ...F»(..,.„g)=0, 
also  z.  B.  t/ti  eine  Lösung  der  algebraischen  Gleichung 


v—l 


(3)  r;+<p,(a;,g.,g„...&)rp  +  ...  +  9,(a;,e„g„-&)=o, 

in  welcher  g)j^j  ...g)^  rationale  Functionen  bedeuten,  so  folgt  un- 
mittelbar durch  Differentiation  von  (3)  nach  x  mit  Berück- 
sichtigung der  Gleichungen  (2),  dass  auch  alle  Differential- 
quotienten von  ^11  algebraische  Functionen  von  a?,  5i;  ?2>  "'  & 
sind,  und  da  aus  der  ersten  der  Gleichungen  (1)  durch 
successive  Differentiation  mit  Benutzung  der  übrigen  Gleich- 
ungen (1)  sich  ein  Gleich ungsystem  der  Form  ergiebt 
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(äyr 


(4) 


dx 


=  Al^l  +  -^122/2  +  •  •  •  +  ^l«yn  +  ^m+l 


-^=  -B212/1  +  -^22^2  -| h  -ß2»2/n  +  •ß2n+l 


-    n_[  =  Bn-^iiy^  +  ^»—12 3^2  H h  -ß«-ln 2/n  +  -Bn-1  n+1  ? 


in  welchem  die  Grössen  JBgn  •  •  •  ^n— in+i  wieder  algebraische 
Functionen  von  x  bedeuten,  so  folgt,  dasSj  wenn  yu,  also  auch 
dessen  Ableitungen  algebraische  Functionen  von  x,  g,,  £2^  •••  S* 
sindy  sich  im  Allgemeinen  auch  die  zugehörigen  Elemente  des 
simultanen  Integralsystems  j/^g  >  •  •  •  ^i»  cdg^o^isch  dtirch  eben 
diese  Grössen  ausdrücken  lassen  werden*). 

Wendet  man  nun  mit  Benutzung  dieser  Bemerkung  den 
im  VI.  Abschnitte  des  ersten  Kapitels  hergeleiteten  Satz  I. 
auf  das  lineare  Dififerentialgleichungsystem  (1)  an,  so  er- 
giebt  sich  der  folgende,  für  die  weiteren  Anwendungen 
wichtige  Satz: 

Ist  für  ein  lineares  Differentialgleichungsystem  (1),  in 
welchem  die  Grössen  Aaß  algebraische  Functionen  von  x  be- 
deuten, ein  Integralelement  y^  desselben  eine  algebraische  Func- 
tion von  X  und  k  Integralen  J^,  gg;  •  •  •  £fc  der  irreductibeln 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (2)  von  der  Form 

(5)  9>(^;  lu  527   ••.&;  yii)  =  0, 

SO  wird  unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht  schon  zwischen  §1, 
^2,  ...  &  wwd  X  eine  algebraische  Belation  stattfindet ,  diese  Be- 
ziehung (5)  erhalten  bleiben,  wenn  man  für  g^,  gg?  •^'  S*  be- 
liebige andere  Integrale  der  irreductibeln  Differentialgleichungen 
(2)**)  und  für  y^  ein  passendes  Integralelement  des  Systems  (1) 
substituirt;  und  zwar:  bildet  man  nach  den  Auseinandersetzungen 


*)  Für  den  Fall,  dass  die  durch  Differentiation  entstehenden 
Gleichungen  identisch  werden,  ist  das  System  (1)  offenbar  auf  ein 
lineares  System  niederer  Klasse  zurückführbar. 

**)  wobei  die  Annahme  der  Irreductibilität  wegen  der  Ausschliessung 
einer  algebraischen  Relation  der  Integrale  unter  einander,  also  auch  der 
Existenz  algebraischer  Integrale  selbst  nur  die  algebraische  Irreducti-* 

12* 
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des  ersten  Kapitels  eine  Function  t^j  wdche  die  Losung  einer 
mit  Ädjungirung  von  x^  tu  ti9  ---tk  ^nd  den  Coef/icienten  Aa^ 
der  Differentialgleichungen  aigd)raisch  irredudAeln  Gleidiung 

ist,  und  durch  welche  mit  Hinzuziehung  von  x,  tu  tij  •  ••  &>  -^^ß 
sich  die  den  Gleichungen  (2)  entsprechenden  Werthe  von 

dS,      dt,  ^it 

—     — —    •  •    ^——^ 

dx  ^     dx  *  dx 

rational  ausdrücken  lassen,  und  stellt  den  mit  Ädjungirung  von 
Xj  tif  Uf  - '  -  St;  ^oß  und  t^  irreductibdn  Factor  der  Gleichung 
(3)  auf^  der  zu  einer  seiner  Lösungen  das  Integraldement  yj^ 
hat  und  lauten  möge: 

(7)       rf  +  M^.  El,  5.,  •  •  •  &,  ^aß,  ii)  ^'  +  ••• 

+  td(^7   Sil    S2,   •  •  •  tk,   Aaßy   ^1)  =  0  , 

SO  werden  zunächst  die  zugdiörigen  Elemente  eines  simultanen 
Integralsystems  im  Allgemeinen  rational  durch  F^  und  dessen 
Ableitungen,  also  nach  (7)  und  (6)  rational  durch  x,  Sn  £2;  •  •  •  &y 
t^y  Aap  und  Y^  ausdrückbar  sein  und  somit  die  Form  halben 


(8) 


Y2  =  K'^i^,   5i,   ^27   •  •  •  6fc;  ^aßj  ^1,    Yi) 


Yn  —  Bn{x,   t^,   S2;   •  •  •  6fc;  ^aßj  ^i,    Y^)  J 


worin  iZg,  JB3,  . . .  -B„  rationale  Functionen  der  eingeschlossenen 
Grössen  bedeuten;  dann  werden  einerseits  sowohl  für  die  gegebenen 
Werthe  von  g^,  fg,  . . .  5*  und  ty^  alle  8  Lösungen  Y^  der  GleicJiung 
(7)  mit  den  zugehörigen  eindeutig  am  (8)  hervorgehenden  Werthen 
von  F2,  ...  Yn  ein  simultanes  Integralsystem  von  (1)  bilden, 
als  auch  dasselbe  stattfinden,  wenn  in  (7)  und  (8)  statt  t^  jede 

bilität  der  Differentialgleichungen  (2)   in  Bezug  auf   die    Differential- 
qaotienten 

dx  *    dx  ^         dx 
erfordert. 
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beliebige  der  ^  Lösungen  der  Gleichung  (6)  gewählt  tmrd,  anderer- 
seits werden  auch^  wenn  für  g^,  gg;  • '  •  &  beliebige  andere  Integrale 
i\y  tii  •  •  •  &  i^^^  ^ßsp.  Differentialgleichungen  (2)  und  eine  will- 

Joürliche  dßzu  gehörige  Lösung  t  der  Gleichung  (6)  für  t^  ge- 
wählt tmrd,  die  sämmtlichen  d  Lösungen  der  Gleichung 

(9)  T/  +  t,(x,l>t„--l,  Aap,  t)  Tf-'  +  •  •  • 

+  i'ii'»,  Si,  ^,  •  •  •  &,  Aaß,  0  ■=  0 

sowie  die  dasivgehörigen   Werihe  von 

Tg  =  Riix,  fi,  ^,  •  •  •  gl,  Aap,  1,  Ti) 
(10) 


stets  zusammengehörige  Elemente  eines  Integralsystems  der  Diffe- 
rentialgleichungen (1)  liefern, 

2.  Wenn  das  System  (2)  der  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  die  Form  hat 

dz  ds       ^^'i  \  ds  ^^k  ^^k 

(^^)      Tx^^^^^^^d^'    d^  =  fi^^^)di^  ""d^^fjt(.^k)-d^f 

worin  /i,  /*2,  . . . /*  algebraische  Functionen  ihrer  Argumente, 
und  ^i;  ^37  •  •  •  ^;t  algebraische  Functionen  von  x  sind,  so  sieht 
man  aus  dem  eben  ausgesprochenen  Satze  und  den  in  dem 
angefahrten  Kapitel  für  diesen  speciellen  Fall  gegebenen 
Auseinandersetzungen  zunächst,  dass,  wenn  zwischen  einem 
Integralelement  y^  des  Differentialgleichungsystems  (1)  und 
den  Je  algebraisch  von  einander  unabhängigen  Quadraturen 

eine  algebraische  Beziehung  besteht,  die  mit  Adjungirung  von 

durch  die  irreductible  algebraische  Gleichung  dargestellt 
sein  mag 

(13)  r;  +  9>i(-^,  ^aß,  Si,  •••S;fc,  fiis^l  '"fk{s^)yiij  •••  4)  Yl~^  + 


182  Drittes  Kapitel. 

deren  eine  Lösung  j/i^  ist^  dann  auch;  wenn  wieder  mit  Hülfe 
von  (1)  und  (13)  die  zugehörigen  Integralelemente  in  der  im 
Allgemeinen  gültigen  Form 


(14) 


Ti  =  %{x,  Aaßj  s^,'"Sj^,  fiißdy ' '  'ft^ih)y  hf  ' ' '  V  ^i) 


Yn  =  dinix,  Aaß,  S^  "  '  5^,  /iC^j),  •  "fk(Sj^),  h,'"  h^  ^l) 


dargestellt  werden,  worin  Sflg;  ^3>  •  •  •  8in  rationale  Functionen 
bedeuten^  sämmtliche  Losungen  der  Gleichung 


v^l 


(15)l7  +  ^i(a;,^«;,,Si,..-S4,/;(5i),.-./i(5j,*i  +  Ci,-it+c^)^ 

zusammengestellt  mit  den  Beziehungen 

T2=Sfl2(a;,^a^,Si,-.-s^,/;(Si),--Y*(5jfc),h+^ir"*ifc+Cjfc,r,) 


(16) 


Tn=^nix,Aaß,s^,'''Sj^J^{s,)r-fk{s^\ii+c,r-h+c^^  Fl), 

worin  c^  c^,  .-•  c^  willkürliche  Gonstanten  bedeuten,  Integral- 
systeme der  Differentialgleichungen  (1)  liefern. 

Es  braucht  kaum  hervorgehoben  zu  werden,  dass  dieser 
Satz  auch  noch  mit  Bücksicht  auf  das  vorhergegangene 
Theorem  darin  allgemeiner  ausgesprochen  werden  konnte,  dass 
man  für  die  algebraischen  Functionen  von  x 

diejenige  algebraische  Function  t  von  x  einführt,  durch  welche 
sich  diese  mit  Hülfe  der  Goefficienten  der  Differentialgleich- 
ungen rational  ausdrücken  lassen;  von  dieser  Bemerkung 
werden  wir  im  nächsten  Kapitel  mannigfache  Anwendungen 
zu  machen  haben. 

3.  Aus  dem  eben  aufgestellten  Satze  können  wir  nun  schon 
einige  wichtige  Folgerungen  für  den  Grad  der  Gleichung  (13) 
herleiten.  Fassen  wir  für  eine  beliebige,  aber  bestimmte  Wahl 
der  Gonstanten  c^,  Cg,  ...c^  ein  durch  die  Gleichungen  (15) 
und  (16)  definirtes  Integralsystem 
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der  Dififerentialgleichungen  (1)  auf,  so  werden  auch,  wenn  wir 
statt  dieser  c^^  ^27  •  *  *  ^x; 

Ci,    C^,    •  •  •  Cr  +  dCr,    "  '  C^ 

setzen,  worin  dcr  eine  unendlich  kleine  constante  Grösse  be- 
deutet, die  entsprechenden  Ausdrücke 

ein  Integralsystem  dieser  Differentialgleichungen  bilden,  und 
somit 

oder 

zusammengehörige  Integrale  des  Dififerentialgleichungsystemes 


(17) 


dx 
dx 


Ai  yi  +  ^22  j/2  H 1-  ^2»y« 


-J^  =  Aniyi+  An2y2-i h  ^nni/n 


sein,  welches  entweder  das  reducirfce  von  (1)  ist,  oder  wenn 
dieses  selbst  homogen  war,  mit  jenem  identisch  ist.  Da 
diese  Schlüsse  nun  für  wiederholte  Differentiation  beliebiger 
der  Je  Constanten  c^,  Cg,  ...  c^  gültig  bleiben,  so  erhalten  wir 
den  folgenden  Satz: 

Wenn  ein  algebraisches  lineares  homogenes  oder  nicht  ho- 
mogenes Differentialgleichungsystem  ein  algebraisch  irrediictibel 
von  Xj  den  Coefficienten  des  Differentialgleichungsystems  f  den 
algebraisch  von  einander  unabhängigen  Quadraturen 

h  =  {ffi{s)ds\^^^,  i2  =  {ff2is)ds)^^^,  '"ik={ffk(s)ds\^^^, 
und  den  algebraischen  Functionen  von  x 


184 


Drittes  Kapitel. 


^i;  h}  •  •  •  ^*j  fi\ßi)f  h\.^2)j  •  •  •  tk\^k) 

abhängiges  Integralelement  tj^  besitzt,  woraus  sich  im  Allgemeinen 
die  ähnliche  Abhängigkeit  für  die  ergänzenden  Integralelemente 
V2)  '  - '  Vn  i^  der  oben  dargelegten  Art  ergiebt,  so  werden,  wenn 
man  in  diesen  Ausdrücken  für  riifrj2j..,rin  die  Quadraturen  i^, 
^2,  ...  4  «**w  die  willkürlichen  Constanten  c,,  c^y  • . .  c^  verm^rt, 
die  Ausdrücke 

d c/^'a c7' ... a c/Ä '    äoac/v.  ac/* '  ' "  dc.^'dc/^.,. a c/* 

wiederum  für  willkürliche  Werthe  der  Constanten  q,  c^,  -  -  -  ^t 
zusammengehörige  Integralsysteme  des  zu  (1)  gehörigen  reducirten 
homogenen  linearen  Differentialgleichungsystems  (17)  bilden; 
setzt  man  sämmtliche  Constanten  gleich  Null,  so  erhält  man 
als  ein  particuläres  Integralsystem  dieses  reducirten  Differential- 
gleichungsystems  die  Ausdrücke 


a f i'^^TtV'* •  •  •  at/* '    äv^ a t*/' . . . a"»/'*' ' 

w;o&ci  öfas  reducirte  Differentialgleichungsystem  zugleich  das  vor- 
gelegte ist,  wenn  das  letztere  selbst  schon  ein  homogenes  war. 

4.  Greifen  wir  nun  eine  der  Quadraturen  v  heraus,  so 
werden  wir  also  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  für  das 
reducirte  System  (17)  die  folgenden  n  particulären  Integral- 
systeme erhalten 


(18) 


a^•  ' 


d'rir  d'n. 


r 


d\^' 


ax 


a"+s.     a"+^ 


Vt 


at«+i '    ai"+^  ' 


die  nach  den  früher  bewiesenen  allgemeinen  Sätzen,  da  nur 
n  simultane  Fundamentalsysteme  von  Integralen  für  die 
Differentialgleichungen  (17)  bestehen  können,  durch  Glei- 
chungen von  der  Form  mit  einander  verbunden  sein  müssen: 


(19) 
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«n  nzT  +  «1  — -  +  •••+«»»  -ö-^  =  0 

^     ^"^'^«   4.  «     ^"^2     i  4-  ^    ^^«    ==  0 

in  denen  a^^  a^,  ...a„  Constanten  bedeuten,  und  diese 
Gleichungen  müssen  offenbar  in  den  in  ihnen  vorkommenden 
Grössen  ii^i^f^it  identisch  sein,  da.  rj^,  rj^,  ...rjn algebraische 
Functionen  von  x,  i^,  i^y  •••ik  sind,  und  im  entgegen- 
gesetzten Falle  sich  gegen  die  Voraussetzung  algebraische 
Beziehungen  zwischen  den  Quadraturen  i^,  i^,  ...  4  ergeben 
würden.     Fasst  man  nun  eine  dieser  Gleichungen  z.  B. 

auf,  so  kann  diese  wegen  ihrer  Identität  in  all'  den  Grössen, 
die  sie  enthält,  als  eine  DiflFerentialgleichung  n  +  1*®'  Ord- 
nung mit  der  unabhängigen  Yariabeln  ir,  der  abhängigen 
Variabfeln  iy^  und  den  constanten  Coefficienten  a^,  . . .  a« 
aufgefasst  werden^  welche,  da  ri^  algebraisch  von  v  abhängen 
sollte,  ein  algebraisches  Integral  haben  würde.  Da  aber 
nach  den  im  Abschnitte  I.  dieses  Kapitels  gegebenen  Aus- 
einandersetzungen  von  der  Eindeutigkeit  der  Integrale  linearer 
Differentialgleichungen  singulare  Punkte  der  unabhängigen 
Variabein  ir  nur  diejenigen  sein  können,  welche  es  für  die 
Coefficienten  der  DiflFerentialgleichungen  sind,  diese  aber  hier 
Constanten  waren,  so  folgt  zunächst,  dass  für  alle  im  End- 
lichen gelegenen  Punkte,  für  welche  ri^  nebst  seinen  w  ersten 
Ableitungen  beliebig  gegebene  endliche  Werthe  annehmen 
soll;  die  Integrale  um  diese  Punkte  herum  endlich,  stetig  und 
eindeutig  sein  müssen*).    Daraus  folgt  sogleich,  dass  ri^  sich 

*)  Wir  discutiren  hier  nach  den  früher  auseinandergesetzten  all- 
gemeinen Principien  die  Form  der  Integrale,  die  wir  später,  da  das 
Differentialgleichungaystem  constante  Coefficienten  hat,  allgemein  wer- 
den angeben  können. 


186  Drittes  Kapitel. 

durch  eine  Maclaurin^ sehe  Reihe,  welche  für  alle  Werthe  von 
V  convergent  ist,  darstellen  lasse  und  somit,  da  es  eine 
algebraische  Function  von  v  sein  sollte,  eine  game  Function 
dieser  Grösse  sein  wird. 

Aber  es  ist  auch  leicht  zu  sehen,  dass  ri^  höchstem  vom 
n*^  Grade  in  Bezug  auf  ir  ist;  denn  wäre  es  vom  n  +  p^^ 
Grade,  so  würde  aus  der  Gleichung  (20)  durch  Einsetzen 

«0  =  «1  "=  •  •  •  ^  ««  =  0 

sich  ergeben,  was  ausgeschlossen  ist. 

Wir  erhalten  daher  den  folgenden  Satz: 

Wenn  ein  System  von  n  linearen  hmnogenen  oder  nicht 
homogenen  Differentialgleichungen  ein  algebraisch  irreductibel 
von  Xj  den  Coeffidenten  des  Differentialgleichungsystems  (1),  den 
algebraisch  von  einander  unabhängigen  Quadraturen  i^,  i^j  ...  4 
und  den  algebraischen  Functionen  von  x 

abhängiges  Integralelement  rj^  besitzt,  so  muss  dieses  eine  ganze 
Function  dieser  Quadraturen  sein,  welche  keine  derselben  in 
einem  höheren  Grade  als  dem  n*^^  enthält. 

Es  mag  noch  hinzugefügt  werden,  dass,  wenn  das  ur- 
sprüngliche Differentialgleichungsjstem  selbst  ein  homogenes 
war,  man  statt  des  Integralsystemes  (18)  des  reducirton 
Differentialgleichungsjstems  die  Zusammenstellung 


(21) 


Vi  7 

V2} 

•  •  •  rjn. 

drii 

dVi 

^% 

dir' 

dir' 

dir 

a^, 

d-rj. 

8X 

la*r^'         dir""'  dir"" 

wählen  konnte,  und  wenn  man  nun  hierauf  genau  dieselben 
Schlüsse  wie  oben  anwendet,  so  sieht  man  sogleich, 

dass  im  Falle  der  Homogendtät  des  linearen  Differential' 
gleichu/ngsystem^s  (1)  die  ganze  Function  rj^  der  Transcendenten 
ii ,  «2  >  •  •  •  4  keine  derselben  in  einem  höheren  Grade  als  dem 
fi  ^  itön  efithalten  wird. 
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Beachtet  man  nun,  dass  die  Coefficienten  der  einzelnen 
Glieder  dieser  ganzen  Functionen  der  Quadraturen  alge- 
braische Functionen  von  x  sind^  und  dass  man  durch  succes- 
sive  Differentiation  nach  diesen  Transcendenten  i^ ,  . . .  iib  nach 
dem  oben  bewiesenen  Satze  Elemente  simultaner  Integral- 
systeme des  reducirten  linearen  Differentialgleichungsystems 
erhält^  so  folgt,  da  man  so  oft  differentiiren  kann,  bis 
man  zu  einem  jeden  Coefficienten  jener  ganzen  Function  der 
Transcendenten  gelangt, 

dass  unter  den  gemachten  Voramsetmngen  das  reducirte 
lineare  DifferenUalgleichungsystem  algebraische  Integralsysteme 
besitzen  musSy 

welche  jedoch  auch  in  Gonstanten  übergehen  können. 

Hat  somit  das  reducirte  Differentialgleichungsystem  keine 
algebraischen  Integrale  —  die  auch  Constanten  sein  können  — 
so  kann  auch  das  ursprüngliche  keine  Integrale  besitzen,  welche 
algebraisch  aus  Quadraturen  algebraischer  Functionen  zusammen- 
gesetzt sind, 

5.  Wir  wollen  diese  Betrachtungen  mit  der  Herleitung 
einiger  wichtigen  Eigenschaften  linearer  Differentialgleichung- 
systeme mit  einem  algebraischen  Integralsysteme  beschliessen. 

Wenn  in  einem  Systeme  homogener  linearer  Differential- 
gleichungen 


^^AiVi  +  A^y^^ h^ 


(22) 


In  Vf 


ä  =  ^1  yi  +  ^22^2  H h  ^2«  y. 


-^=  Äniy^  +  ^«2^2  H h  ^nnVf 


alle  Coefficienten  rationale  Functionen  von  x  sind,  und  es  ist 
ein  Integralelement  y^^  eine  algebraische  Function  von  x,  so 
werden  sich 


(23) 


dx  }      dx^  ^  dx^"^ 


als  Ableitungen  einer  algebraischen  Function  bekanntlich  als 
ganze  Functionen  von  y^^  mit  in  x  rationalen  Coefficienten 
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aosdrfieken  lassen  und  Ton  einem  Grade  in  ff^ ,  der  nm  eine 
Einheit  kleiner  ist  als  der  Grad  der  die  algebraische  Function 
y^i  definirenden  irrednctibeln  Gleichung.  Da  aber  die  Ab- 
leitangen  (23;,  wie  durch  Differentiation  der  ersten  der  Glei- 
chungen {22)  mit  steter  Benutzung  der  übrigen  Gleichungen 
desselben  Systems  folgt ,  sich,  wenn  die  zu  y^^  gehörigen 
Elemente  eines  Fnndamentalsy stems  mit  y^^ ,  y^^y  ...  yin  be- 
zeichnet werden,  als  lineare  Functionen  Ton  y,i,  y^^,  y,,, 
.  ..yin  mit  in  x  rationalen  Coefficienten  ergeben,  so  werden 
im  Allgemeinen^)  die  zu  y^  gehörigen  Integralelemente  eines 
Systems  sämmtlich  ganze  Functionen  von  y,^  mit  in  x  rationalen 
Coefficienten  sein,  die  wir  in  der  Form  darstellen  wollen 

(24j  y,x,yi2=n(^;yii). yi8=^2^^,yii)» •••yl«='•«-l(^»yu)• 
Sei   nun    die   irreductible    algebraische   Gleichung,   von 
welcher  y^  eine  Losung  ist 

(26)  y-  -f  R,{x)  y-i  +  -  •  •  +  B^ix)  =  0, 

so  werden,  da  das  Differentialgleichungsystem  (22)  durch  die 
Werthereihe  (24)  befriedigt  werden  soll,  wenn  wir 

"d^  —  ^1  *^^^ 2/n; ;  ^x  =  — j^— —  Q2{^y yu) 7  '•• 

dVin         dr^_i(x,y,^) 


(ix  dx 


^Qni^.yn) 


setzen,  worin  offenbar  die  Qa  wieder  ganze  Functionen  v  —  1^^ 
Grades  von  y^  mit  in  x  rationalen  Coefficienten  sein  werden, 
die  Gleichungen 

(>i(^>!/ii)-=-4iiyn+^i2*"i(^.yii)H h^inn-i(^,yii) 

(26) 

Qn(Xyyil)'^Ä„tyn+^n2f\(x,y^,)-\ h^n»^n~l(^,  yn) 

für  alle  x  erfüllt  sein.  Da  aber  die  q-  und  r-Functionen 
nur  ganze  Functionen  vom  v  —  1*®^  Grade  in  y^^  waren,  so 

*)  wieder  mit  der  oben  in  Betreff  der  Zerfällbarkeit  des  Systems 
gemachten  Beschränkung. 
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werden  die  Gleichungen  (26)  wegen  der  Irreductibilität  der 
Gleichung  (25)  in  j/^^  identisch  sein  müssen^  und  somit  auch 
für  jede  andere  Lösung  von  (25)  befriedigt  werden,  d.  h.  wenn 
wir  irgend  eine  andere  Lösung  dieser  Gleichung  mit  y^^  be- 
zeichnen, so  werden  der  Werthereihe  (24)  entsprechend  auch 

ein  Integralsystem  der  gegebenen  Differentialgleichungen  (22) 
bilden. 

Nun  können  entweder,  da  l  die  Werthe  1,  2,  . .  .  r  an- 
nehmen kann,  die  so  sich  ergebenden  v  Integralsysteme  alle 
selbständigen,  d.  h.  nicht  durch  homogene  lineare  Relationen 
mit  Constanten  Coefficienten  verbundenen  algebraischen  Inte- 
gralsysteme in  sich  schliessen,  oder  es  giebt  noch  andere 
erste  algebraische  Elemente  eines  Fundamentalsystems;  ist 
das  letztere  der  Fall,  so  wird  wieder  eine  der  Gleichung  (25) 
analoge  irreductible  Gleichung 

(28)  r  +  ^.  (^)  y"-'  +  •  •  •  +  P^  (a;)  =  0 

existiren,  deren  sämmtliche  Lösungen  wiederum  Elemente 
algebraischer  Integralsysteme  der  Differentialgleichungen  (22) 
bilden,  und  es  könnten  nun  alle  ersten  algebraischen  Elemente, 
die  nicht  durch  constante  Coefficienten  homogen  linear  mit 
einander  verbunden  sind,  durch  die  beiden  Gleichungen  er- 
schöpft sein;  ist  dies  nicht  der  Fall,  so  bildet  man  eine  neue 
der  Gleichung  (28)  analoge  Beziehung  u.  s.  w.  Multiplicirt 
man  nun  alle  diese  Gleichungen  (25),  (28)  u.  s.  w.  mit  ein- 
ander, so  erhält  man  eine  algebraische  Gleichung  von  der 
Form 

(29)  r  +  %i^)  y"-'  +  •  •  •  +  «.(«)  =  0 , 

worin  9li(a;),  .  .  .  füaQc)  rationale  Functionen  von  x  bedeuten, 
und  von  welcher  alle  ersten  selbständigen  algebraischen 
Integralelemente  der  Differentialgleichungen  (22)  Lösungen 
sind,  während  alle  übrigen  Lösungen  ebenfalls  erste  Elemente 
algebraischer  Integralsysteme  dieser  Differentialgleichungen 
bilden,  und  es  ist  klar,  dass  diese  Gleichung  nicht  zwei 
gleiche  Lösungen  hat,  da  sie  aus  verschiedenen  irredv^ctiheln 
Polynomen  durch  Multiplication  entstanden  ist. 
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Ifennt  man  somit  die  6  verschiedenen  Losungen  der  Gleick- 
mg  (29) 

und  bildet 

so  sind  alle  durch  (30)  dargestellten  Werthe  für  unlUcürliche 
Werthe  der  Cj ,  . . .  Ca  erste  algebraische  Integralelemente  der 
Differentialgleichungen  (22),  und  andere  giebt  es  nicht. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  sämmtliche  Integralelemente 
des  linearen  Differentialgleichungsystems  algebraische  Func- 
tionen von  X  sind,  so  wird  6'^n  sein,  und  also  entweder 
alle  tf  =  n  Lösungen  der  Gleichung  (29)  Pundamentalel- 
emente  liefern,  oder  wenn  ^  >  w,  so  werden  ö  —  n  Lösungen 
linear  mit  constanten  Coefficienten  durch  die  n  Fundamental- 
elemente oder  die  entsprechenden  n  Lösungen  von  (29)  dar- 
stellbar sein.  Da  in  Folge  dessen  jedenfalls  y^  in  eine  lineare 
homogene  Function  der  Form  umgesetzt  werden  kann 

(31)  yi  =  C^fin  +  Ci%i  H h  Cnnm, 

worin  C^,  Cg,  '"Cn  willkürliche  Constanten,  und  ly^,  i^^i» 
. ,  .rinx  die  n  algebraischen  Fundamentalelemente  sein  mögen, 
so  folgt  aus  den  Auseinandersetzungen  des  ersten  Kapitels 
(Abschnitt  II.),  dass  sich 

(32)  r/ii ,  1/21 ;  •  •  •  Vni 

durch  das  für  eine  willkürliche  Wahl  der  G^j  C^y  ...  C«  defi- 
nirte  algebraische  Integral  y^  rational  ausdrücken  lassen  mit 
Hülfe  der  Coefficienten  der  die  Grössen  (32)  definirenden  al- 
gebraischen Gleichungen  also  rationaler  Functionen  von  Xy 
und  da  alle  ersten  Integralelemente  des  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichungsystems in  der  Form  (31)  darstellbar  waren, 
so  erhalten  wir  den  folgenden  Satz: 

Wenn  alle  Integralelemente  eines  homogenen  linearen  Dijfe- 
rentialgleichungsystems  mit  rationalen  Coefficienten  algd>raische 
Fu/nctionen  sind,  so  besitzen  dieselben  ein  Integralelement,  durch 
welches  sich  alle  anderen  rational  ausdrücken  lassen. 

6.  Lassen  wir  jetzt  die  Bedingung  fallen,  dass  die  Coeffi- 
cienten des  Differentialgleichungsystems  (22)  rationale  Func- 
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tionen  von  x  seien  und  setzen  dieselben  wieder  als  beliebig 
gegebene  algebraische  Functionen  voraus,  so  wird  ein  al- 
gebraisches Integralelement  y^^,  das  im  Allgemeinen  nach 
den  eben  gemachten  Auseinandersetzungen  ein  gleichartiges 
algebraisches  Integralsystem  nach  sich  zieht^  als  die  Lösung 
einer  mit  Adjungirang  von  x  und  der  Coefficienten  Aafi  des 
Differentialgleichungsystems  (22)  irreductibeln  Gleichung  von 
der  Form  aufgefasst  werden  dürfen 

(33)    r  +  ^1  (^,  ^a/dy"-'  +  •  •  •  +  -B.(^,  ^aß)  =  0, 

worin  die  Functionen  R^  . . .  i2y  rationale  Functionen  von  x 
und  der  algebraischen  Coefficienten  des  Differentialgleichung- 
systems bedeuten. 

Da  nun  die  Differentialquotienten  von  Äaß  bekanntlich 
rationale  Functionen  von  x  und  Äa/i  selbst  sind,  so  zeigen 
genau  dieselben  Schlüsse,  wie  die  oben  auf  die  Gleichung 
(25)  angewandten,  vermöge  der  angenommenen  Irreductibilität 
der  Gleichung  (33),  dass  sämmtliche  Lösungen  dieser  Gleichung 
wiederum  Elemente  algebraischer  Integralsysteme  der  Differential- 
gleichungen (22)  bilden. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  man  von  dem  Differential- 
gleichungsystem (22)  wüsste,  dass  dasselbe  n — 1  transcen- 
dente,  nicht  algebraisch  auf  einander  reducirbare  Systeme 
von  Fundamentalintegralen  und  nur  ein  algebraisches  mit 
jenen  simultanes  Fundamentalsystem  von  Integralen 

Vn }  Viif  •  •  •  yi» 

besitze,  welche  als  Lösungen  der  mit  Adjungirung  von  x 
und  Aaß  irreductibeln  algebraischen  Gleichungen 


(34) 


{yl  +  F,,  (ar,  A„ß)  3/-1  +  • .  •  +  Fi,  {x,  A^)  =  0 
yl  +  j;,  (x,  A„ß)  y-i  +  . . .  +  F^  (x,  Aap)  —  0 

X  +  Fm(x,  Aaß)y:-^  +  '"  +  F^.{x,  Aaß)  =  0 


definirt  sein  mögen,  deren  Gradzahl  v  nach  den  vorigen  Aus- 
einandersetzungen offenbar  als  eine  gemeinsame  betrachtet 
werden  darf. 
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Bezeichnet  man  nno  das  System  transeendenter  Fonda- 
mentalintegrale  mit 

-^  21  ?    ^fi  >    •  •  •    ^2» 
-*^3l  >     -*•  32  >    •  •  •    -*^3» 


^nlf     ^nif    •  •  •    -'■»II 7 

80  wird  jedes  andere  Integralsjstem  der  Differentialgleichungen 
(22)  die  Form  haben 


(36) 


Vi  —  Ci  yii  +  Cü  ^21  +  • 

•  •  +  c«  r„i 

1«  ■=  «1  »1«  +  Cj  Tjg  +  • 

•           •           •           • 

^n  =  C,  yin  +  ^2  ^2n  +  •  •  •  +  C«  ^« 


nn  ; 


und  also  auch  i^d  %)  ---Vn  ^i^  entsprechendes  algebraisches 
Lösungsystem  der  Gleichungen  (34)  bedeuten  dürfen.  Da 
aber  dann  gegen  die  Annahme  zwischen  den  analogen  trans- 
cendenten  Integralelementen  eine  algebraische  Beziehung  statt- 
finden würde,  so  müssen,  wenn  i^, ,  %,  . . .  ^n  Lösungen  der 
Gleichungen  (34)  bedeuten, 

sein,  und  daher,  wenn  für  die  Gleichung 

(36)     y;  +  F,,  {X,  A.fl)  y-i  +  . . .  +  F,.  (x,  Aafi)  =  0 

die  L&suugen  mit  yi^,  y^y  . . .  y»^  bezeichnet  werden^ 

sein  müssen,  worin  l\y  k^y k^  Constanten  bedeuten. 

Ist  nun  der  erste  nicht  verschwindende  Coefficient  der 
Gleichung  (36^  der  X^,  so  wird  die  Summe  der  Combinationen 
der  L5sungen  der  Gleichung  (36)  zur  V^  Klasse 

liefern,  worin  K  eine  Oonstante  bedeutet,  d.  fa.  es  wird  f^ 
die  Losung  einer  binomischen  Gleichung,  also  die  l^  Worzel 
aus  einer  in  x  und  Aas  rational  zusammengesetiten  Func- 
tion sein. 
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Wir  finden  somit, 

dasSy  wenn  ein  algebraisches  homogenes  lineares  DifferentiaU 
gleichungsystem  w*®'  Klasse  n  —  1  algebraisch  von  einander  un- 
abhängige transcendente  Integralsysteme  und  nur  ein  algebraisches 
mit  jenen  simultanes  Fundamentalsystem  von  Integralen  besitzt, 
die  Elemente  dieses  letzteren  nothwendig  die  Lösungen  binomischer, 
in  der  Variabein  x  und  den  Coefficienten  der  Differentialgleichungen 
rationaler  Gleichungen  von  demselben  Grade  sind,  also  durch 
Wurzelzeichen  aus  Functionefi  von  diesem  Charakter  dargestellt 
werden  können. 

Es  folgt  daraus^ 

dass,  wenn  ein  homogenes  lineares  Differentialgleichung- 
system 2*®'  Klasse  ein  transceitdentes  und  ein  algebraisches  System 
von  Fundamentalintegralen  besitzt,  das  letztere  sich  durch  Wurzel- 
jseichen  aus  Functionen  darstellen  lässt,  welche  rational  aus  x 
und  den  Coefficienten  der  Differentialgleichungen  zusammen- 
gesetzt  sind. 
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Ueber  die  analytisclien  Ausdrücke  für  die  Integrale 
algebraischer  Differentialgleichungsysteme. 


I.  lieber  Differentialgleichnngsysteme  erster  Klasse  von 

der  Form  -^  =  f{x). 

Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  die  allgemeinen  Eigen- 
schaften beliebiger  Diflferentialgleichungsysteme  sowie  ein- 
zelner umfassender  und  besonders  wichtiger  Klassen  solcher 
Systeme  entwickelt  haben,  gehen  wir  dazu  über,  uns  die 
Frage  vorzulegen,  welcher  Art  die  analytischen  Ausdrücke 
sind,  die  als  Integrale  eines  Diflferentialgleichungsystems  be- 
zeichnet wurden  oder,  wie  man  sich  gewöhnlich  ausdrückt, 
die  Methoden  für  die  Integration  von  Differentialgleichungen 
auseinanderzusetzen,  wobei  für  den  vorliegenden  Zweck  nur 
solche  Methoden  zur  Sprache  kommen  sollen,  welche  zur 
Behandlung  umfassenderer  Arten  von  Differentialgleichungen 
gleichmässig  dienen  und  nicht  auf  speciellen  Kunstgriffen^ 
wie  sie  einzelnen  Differentialgleichungen  angepasst  sind^ 
beruhen. 

1.  Wir  wollen  uns  zunächst  mit  algebraischen  Diffe- 
rentialgleichungsystemen erster  Klasse  beschäftigen,  welche 
allgemein  die  Form  haben 

worin  f  als    algebraisch    irreductible    Function    der   beiden 
Variabein  x  und  y  betrachtet  werden  darf,  oder 
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(2)  ei)"+  <p^i->  y)  (^r+-.+<p.-i(-,y)^i+9»(-,y)=o, 

worin  (p^,  921  •  •  •  ^^n  ratiooale  Functionen  von  x  und  y  be- 
deuten^ und  von  diesen  Differentialgleichungen  wiederum 
zuerst  die  einfachste  Art  derselben^  nämlich  die  in  der  Form 

(3)  g  =  fix) 

oder 

w  (fi)''+<^.(-)(ä!;r+-+9'-(-)^+<p'.(-)=o 

enthaltenen  herausgreifen^  deren  Integrale  man  durch  das 
Zeichen 

dx 


(5)  y  =J'fix) 


darstellt,  und,  wie  wir  schon  früher  hervorgehoben  haben, 
Quadraturen  nennt. 

Da  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichungen 
(3)  oder  (4)  nur  eine  willkürliche  Constante  enthält,  y  aber 
um  eine  beliebige  additive  Constante  vermehrt  die  Differen- 
tialgleichung unverändert  lässt, 

so  erhält  man  das  allgemeine  Integral  von  (3),  indem  man 
irgend  ein  particuläres  Integral  um  eine  beliebige  additive  Con- 
stante vermehrt 

Wenn  f(x),  wie  es  in  (5)  der  Fall  ist,  eine  algebraische 
Function  bedeutet,  so  wird  die  dazugehörige  Quadratur  im  All- 
gemeinen ein  AbeVsches  Integral  genannt. 

Man  bezeichnet  ein«  solche  Quadratur  auch  gewöhnlich, 
gleichgültig  ob  f(x)  algebraisch  oder  transcendent  ist,  als 
ein  unbestimmtes  Integral,  und  man  erkennt  aus  der  Definition 
einer  solchen  Quadratur  zugleich  unmittelbar, 

dass  die  Quadratur  einer  Summe  von  Functionen  gleich 
ist  der  Summe  der  Quadraturen  der  einzelnen  Functionen, 

Bestimmt  man  der  Differentialgleichung  (3)  gemäss  nach 
früheren  Auseinandersetzungen  für  den  nicht  singulären  Werth 
X  s=  Xq  den  Werth  y  =  0  für  das  Integral,  und  setzt  die 
Function  in  einer  beliebigen  von  Xq  aus  gezogenen  Linie, 
auf  welcher  kein  singulärer  Punkt  von  f(x)  liegt,  durch  Er- 

13* 
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mittlung  der  successiven  Incremente  fort,  so  erhält  man  nach 
Früherem  ein  particuläres  Integral,  das  man  gewöhnlich  das 
bestimmte,  von  der  unteren  Grenze  Xq  bis  z\Mr  oberen  Grenze  x 
genommene  Integral  von  f{x)  nennt  und  mit 

X 

y  =  //"C^)  ^^ 

bezeichnet  j  wobei  die  von  Xq  nach  x  laufende  Gurve  der  Inte- 
grationsweg  genannt  u^ird,  und  diese  Definition  ist  offenbar 
identisch  mit  der  durch  die  Gleichung 

gegebenen ;  in  welcher  Xq,  x^,  .  > .  Xn  unendlich  viele  auf- 
einander folgende,  auf  der  gegebenen  von  Xq  nach  x  laufen- 
den Curve  gelegene  Punkte  bedeuten,  von  denen  der  Voraus- 
setzung nach  keiner  ein  singulärer  ist. 

Fixirt  man  auf  dem  Integrationswege  einen  Punkt  «,  so 
erhält  man  für  y  nicht  mehr  eine  Function  von  x,  sondern 
eine  Constante 

a 

ri=lf(x)dx, 

Xo 

welche  den  specielleu  Werth  des  particulären  Integrales  für 
X  =^  a  angiebi 

Was  zunächst  die  einfachste  Art  von  Differential- 
gleichungen der  Form  (3)  betrifft,  in  welchen  nämlich  f{x) 
eine  ganze  Function  von  x  darstellt,  so  ist  unmittelbar  zu 
sehen,  dass  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 

(^)  sl  =  ^0  +  «1^  +  «2^^H h  (^mOif^ 

die  Form  hat 

(7)      y=.c-\-a,!»  +  \a?+'^^  +  ..-+^^^\ 

wie  durch  Einsetzen  in  (6)  unmittelbar  folgt,  wenn  c  eine 
willkürliche  Constante  bedeutet,  oder  anders  aasgedrückt, 

die  Quadratwr  einer  ganzen  Function  m^^  Grades  ist 
wiederum  eine  ganze  Function  und  zwar  vom  m  +  1*®*^  Grade, 
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Ist  f{x)  in  der  Gleichung  (3)  eine  rational  gebrochene 
Function,  so  wird  sich  die  Aufsuchung  des  Integrales  dieser 
Dififerentialgleicbung,  wie  wir  sogleich  zeigen  wollen,  zurück- 
fuhren lassen  auf  die  Integration  von  ähnlich  gestalteten  ein- 
facheren Fundamentalformen  solcher  Differentialgleichungen, 
nämlich 

(8)  4^=-^ 

^  ^  dx         X  —  a 

und 

(9)  ^^  -       ^ 


dx         {x  —  uf^ 

worin  fi  eine  positive  ganze  Zahl  grösser  als  die  Einheit  ist. 
Es  lässt  sich  nämlich,   wie  in  den  Elementen  gezeigt 
wird,  jede  gebrochene  irreductible  rationale  Function 

y(a?) 
tpix)  ' 

worin 

(10)         ilj{x)  =  'k{x  —  «i)'"'  {x  —  «2)"»=»    '^{x  —  a^y^'Q , 

k  eine  Constante,  «^ ,  «^ ,  . . .  a^  von  einander  verschiedene, 
reelle  oder  complexe,  Nullwerthe  der  Function  ^(a?)  und 
Wj ,  W2 ,  . . .  m^  ganze  positive  Zahlen  bedeuten,  in  folgender 
Form  in  Partialbrüche  zerlegen 


Ä  —  cfi  {X  —  a^y     •  {X  —  aj^^ 


+  -^-  +  r^^^^-{ h     ^'" 


+ 

worin  a^,  ...a^,  ^j^,  ...  -4^»»^  Constanten  sind.    Hieraus  er- 
giebt  sich  schon  unmittelbar,  dass  die  Quadratur 


/ 


'tlf{x) 


dx 


sich  auf  die  Quadratur  der  ganzen  Function  ao  +  aia?  +  -- 
+  a^  a^,  die  vorher  ausgeführt  worden,  und  auf  eine  Summe 
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von  Einzelquadraturen  reducirt,  die  sämmtlich  Integrale  von 
Differentialgleichungen   der  Form  (8)  und  (9)  sind,  so  dass 
wir  uns  somit  nur  mit  der  Integration  dieser  letzteren  beiden 
Differentialgleichungen  zu  beschäftigen  haben. 
Was  zunächst  die  Differentialgleichung 

dy  1 


(12) 


dx  {x-aT 


augeht,    in   welcher   ft  >  1    ist,    so  ist  durch  Einsetzen  un- 
mittelbar zu  erkennen,  dass 

(13)  y ViT— S^  +  ' 

das  allgemeine  Integral  derselben  ist. 
Die  Differentialgleichung 


(14) 


dy  ^^      1 

dx         X  —  a 


hat  jedoch  kein,  in  derartigen  geschlossenen  algebraischen 
Formen  darstellbares  Integral,  und  da  dieselbe  dadurch,  dass 
man  x  statt  x  —  a  substituirt,  in 

(15)  ^  =  ^ 

^      ^  dx         X 

übergeht,  so  wird  es  sich  also  nur  um  die  Integration  der 
Gleichung  (15)  handeln.  Man  nennt  nun  dasjenige  particuläre 
Integral  dieser  Differentialgleichung,  welches  für  rc  =  1  den 
Werth  Null  annimmt,  den  Logarithmus  von  a;,  und  bezeichnet 
dasselbe 

(16)  y  =  log  X. 

Diese  Function  tritt  somit  als  Integral  der  Differential- 
gleichung (15)  auf,  und  ihre  Eigenschaften  werden  aus  der 
Natur  der  sie  definirenden  Differentialgleichung  zu  ermitteln 
sein.  Jedenfalls  ist  durch  diese  Einführung  mit  Rücksicht 
auf  Gleichung  (11)  das  allgemeine  Integral  der  Differential- 
gleichung 

^     ^  dx        t\){x) 

in  der  Form  darstellbar 
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(18)    y  =  c  +  a,x  +  ^x'  +  ---  +  j^^x>^' 

Älmt  1 


m 


1-1  (o; -«.)""-' 


m,  -  1  (a;  -  a,)"^-^ 
+ 

+  A,^  log(;r  -  «,)  -  4,,  ^^  -  4??  (^Z^  -  •  •  • 

und  wir  erhalten  somit  den  Satz, 

dass  die  Quadratur  einer  jeden  rationalen  Function  sich 
durch  rationale  Functionen  und  Logarithmen  von  ganzen  linearen 
Functionen  der  Variahein  additiv  darstellen  lässt, 
oder  anders  ausgedrückt, 

die  Integration  der  Differentialgleichung 

dy  ^^  (p{x) 
dx        'tp{x)^ 

worin  g)(x)  und  ^(ic)  ganze  Functionen  von  x  sind,  lässt  sich 
auf  die  Integration  der  Differentialgleichung 

dy  ^  l 
dx         X 
0urüchführen. 

Die  Natur  der  logarithmischen  Function,  als  Integral  der 
Differentialgleichung  (15)  aufgefasst,  lässt  sich  nun  nach  den  oben 
entwickelten  allgemeinen  Sätzen  leicht  ermitteln.  Da  die  rechte 
Seite  der  Differentialgleichung  überall  eindeutig  und  nur  für 
X  =  0  unendlich  ist,  so  ist  der  Nullpunkt  der  einzige  im  End- 
lichen gelegene  singulare  Punkt.  Betrachtet  man  nun  den 
Punkt  X  =  ly  für  den  log  x  den  Werth  Null  annehmen  sollte, 
so  wird  nach  den  früheren  Sätzen  log  x  in  der  Umgebung 
von  x  =  1  und  zwar   in  einem   Kreise    bis   zum   singulären 


200  Viertes  Kapitel. 

Punkte  rc  =  0  hin  sich  nach  positiven  steigenden  Potenzen 
von  a;  —  1  entwickeln  lassen,  und  es  lautet  die  Entwicklung, 
wenn  man  die  successiven  Dififerentialquotienten  aus  der  Glei- 
chung (15)  berechnet, 

(19)  log^  =  (a;~l)--^(:r-l)Hi(^-l)'-i(^-l)*+-, 

und  nach  den  früher  angegebenen  Principien  kann  man  nun 
log  X  über  die  ganze  a;-Ebene  hin  in  Potenzreihen  fortsetzen. 
Um  eine  charakteristische  Eigenschaft  der  logarithmischen 
Function  unmittelbar  aus  der  DiflFerentialgleichung  (15)  her- 
zuleiten, bemerke  man,  dass  für  zwei  willkürliche  Werthe  x^ 
und  x^  der  unabhängigen  Variabein  sich  nach  (15) 

rflogÄi««  — ~    ^^^     dlogX2= — -, 


vO\  **^9 


und  aus  diesen  beiden 


»JU't  lA/a  M/]  M/a 

ergiebt,  und  man  erhält  somit,  wenn  man  berücksichtigt,  dass, 
wenn  die  unabhängige  Variable  den  Werth  1  annimmt,  die 
logarithmische  Function  verschwinden  sollte,  die  Functional- 
beziehung 

log  ^1  +  log  ^2   =  log  ^1^2  • 

Es  bleibt  uns  somit  für  die  Discussion  der  Diflferential- 
gleichung  nur  noch  zu  untersuchen  übrig,  welche  Werth- 
veränderung  das  Integral  der  Diflferentialgleichung  (15)  er- 
leidet, wenn  die  unabhängige  Variable  x  den  singulären 
Punkt  X  =  0  umkreist;  da  aber  in  diesem  Falle,  wenn  x 
den  Nullpunkt  in  einem  Kreise  mit  dem  Radius  r  umzieht, 
diese  Variable  in  die  Form 

X  «=  r(cos  q)  "{'  i  sin  q)) 

gesetzt  werden  kann,  wobei  q)  die  reellen  Werthe  von  0  bis 
2ä  durchläuft,  so  wird  in  Folge  der  oben  aufgestellten  Func- 
tionalgleichung  der  Lauf  der  Function  bei  der  Bewegung 
der  unabhängigen  Variabein  um  den  Nullpunkt  durch 

y  =  log  r  (cos  g?  +  i  sin  g?)  =  log  r  +  log  (cos  g?  +  i  sin  g?) 

dargestellt  werden  können.     Da  aber  für 
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z  =  cos  9  +  i  sin  9    oder   dz  =  i(cos  9  +  i  sin  9)  d(p  =  i;s?  (?g? 

sich 

d{%(p)  1 

dz  z 

ergiebt,  und  für  gj  =  0  ;ef  =  1  ist,  so  wird  nach  der  Defini- 
tion der  logarithmischen  Function 

iq)  =  log  z  =  log  (cos  9)  +  i  sin  9) 

sein,  und  somit  y  in 

y  =  log  r  +  iq> 

übergehen.  Hieraus  folgt  aber  sogleich,  dass  hei  einer  jedes- 
maligen Umkreisung  des  Nullpunktes  die  logarithmische  Function 
um  27ci  zunimmt,  und  dass  dieselbe  somit  eine  unendlich  viel- 
deutige ist, 

2.  Lassen  wir  jetzt  für  die  Differentialgleichung  (3) 
die  Bedingung  fallen,  dass  f(x)  eine  rationale  Function  von 
X  ist,  und  fassen  dieselbe  wieder  als  allgemeine  algebraische 
Function  auf,  so  ist  zunächst  klar,  dass,  wenn  die  algebraische 
Function 

(20)  t  =»  fix) 

oder  die  algebraisch  irreductible  Gleichung 

(21)  r  +  f,ix)f-' -\- ■  ■  ■  +  f,(x)  =  0 , 

in  welcher  fi{x)y  ,  ,  .ff^{x)  rationale  Functionen  von  x  sind, 
so  beschaffen  ist,  dass  sich  t  und  x  rational  durch  eine 
einzige  Variable  u  ausdrücken  lassen,  das  Problem  der  Inte- 
gration der  zugehörigen  Differentialgleichung,  die  nach  (3) 
und  (21)  die  Form  hat 

(22)    för+A(-)(^r+ •••+/•.(-) =0, 

auf  den  früheren  Fall  zurückführbar  ist.  Denn  da  der  Vor- 
aussetzung gemäss 

(23)  x  =  ip{u),   |f  =  *(«) 

sein  soll,  worin  (p  und  ^  rationale  Functionen  bedeuten,  so 
folgt  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die  Differentialgleichung 
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(24)  ^f  =  ^W<p'(«), 

und  somit  eine  DifiFerentialgleiehung  der  Form  (17),  deren 
Integral  auf  rationale  und  logarithmische  Functionen  führte;  sei 

(25)  y  =  F{u)  +  c 

das  gefundene  Integral,  so  wird  diese  Gleichung^  mit 

(26)  x^q){u) 

zusammengestellt^  die  allgemeine  Integralbeziehung  zwischen 
y  und  X  für  die  Differentialgleichung  (22)  liefern. 

Man  nennt  nun  bekanntlich  eine  algebraische  Function  t 
von  X,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  sie  selbst  wie  ihre  Variable 
sich  durch  eine  dritte  veränderliche  Grösse  rational  ausdrücken 
lassen,  eine  unicursale  algebraische  Function, 

und  wir  erhalten  somit  nach  den  obigen  Auseinander- 
setzungen den  nachfolgenden  Satz: 

Das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung 

in  welcher  f(x)  eine  unicursale  algebraische  Function  bedeutet, 
lässt  sich  stets  in  dem  Sinne  durch  rationale  und  logarithmische 
Functionen  integriren,  dass  x  eine  rationale,  y  eine  rational- 
logarithmische  Function  einer  Hülfsvariabeln  ist. 

Benutzt  man  nun  den  bekannten  algebraischen  Satz, 
dass,  wenn  t  eine  unicursale  algebraische  Function  von  x 
ist,  es  stets  eine  Variable  v  giebt,  durch  die  nicht  bloss  x 
und  t  rational  ausdrückbar  sind,  sondern  die  auch  selbst 
umgekehrt  rational  durch  x  und  t  ausgedrückt  werden  kann, 
so  würde  sich  der  eben  ausgesprochene  Satz  auch  in  die 
folgende  Form  bringen  lassen: 

Das  allgemeine  Integral  der  obigen  unictirsalen  algebra- 
ischen Differentialgleichung  lässt  sich  stets  als  rational-logarith- 
mische  Function  einer  rationalen  Verbindung  der  unabhängigen 
und  abhängigen  Variabein  atisdrücJcen,  enthält  also  nur  die- 
jenige algebraische  Irrationalität,  die  in  der  Differentialgleichung 
selbst  vorkam. 
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Daraas  folgt,  dass  jede  Differentialgleichung  der  Form 

(27)  ^  =  « (^,  Va  +  hx+'^ , 

worin  m  eine  rationale  Function  der  eingeschlossenen  Grossen 
bedeutet,  in  der  angegebenen  Weise  integrirbar  ist;  denn 
setzt  man 

(28)  Ya  +  bx-^-  cc^=  xy~c  +  u, 

oder  u  =  y'a  +  fta?  +  ^^^  —  ^V<^  ^ 
so  folgt  unmittelbar 


(29) 


u'  —  a 
X  = 


6--2w|/c 


0  —  2uyc 


also  auch 

(30)  (D  {x,  ya  +  bx  +  ex"')  =  R{u), 

worin  R  eine  rationale  Function  bedeutet. 

Wir  finden  somit, 

dass  jede  Differentialgleichung  der  Form^  (27)  integrirbar 
ist  durch  rational -logarithmische  Functionen   des   Argumentes 

Ya  •■\-  bx  -\-  cx^  —  X  Yc^f  so  dass  in  der  That  in  die  Argu- 
mente selbst  nur  diejenige  Irrationalität  eintritt,  die  schon  in 
der  Differentialgleichung  enthalten  war. 

Es  mag  bemerkt  werden,  dass  man   dasjenige  Integral 
der  Differentialgleichung 


dy              1 

dx        |/i— ic*' 

welches  für  a;  = 

0  selbst  verschwindet, 

mit 

(31) 

y  =  arc  sin  x 

bezeichnet. 

3.    Im  Allgemeinen    sind  nun   die 

Integrale 

der 

Diffe- 

rentialgleichung 

(32) 

t  -  m- 
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worin  f{x)  eine  nicht  unicursale  algebraische  Function  von 
X  bedeutet,  nicht  auf  algebraisch-logarithmische  Functionen 
zurückführbar;  ist  dies  jedoch  der  Fall,  so  wird  ein  dem 
eben  ausgesprochenen  Satze  ganz  ähnliches  allgemeines 
Theorem  gelten.  Denn  sei  das  Integral  y^  der  DiflFerential- 
gleichung  (32)  durch  den  Ausdruck  gegeben 

(33)  t/i  =  F{x,  log  Vj ,  log  Va ,  ...  log  v^) , 

worin  F  eine  algebraische  Function  der  eingeschlossenen 
Grössen,  v^j  v^,  . . .  v^  algebraische  Functionen  von  x  be- 
deuten, so  wird ,  weil  log  v^,  ...  log  Vm  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichungen 

^     ^  dx  v^   dx  ^  dx  v^    dx 

sind,  dieser  algebraische  Zusammenhang  nach  dem  letzten 
Satze  des  1.  Kapitels  jedenfalls  ein  linearer  von  der  Form 
sein  müssen 

(35)  3/i  =  t«  +  A^  log  v^  +  A^\ogv^-\ 1-  Am  log  Vm, 

worin  u  eine  algebraische  Function  von  x,  und  A^,  A^y 
. . .  Am  Constanten  sind. 

Benutzen  wir  ferner  den  in  Abschn.  VI.  4.  des  ersten  Kapitels 
entwickelten  Satz  für  unseren  Fall,  so  wird  sich,  weil  die  dortige 
Gleichung  (53)  hier  durch  (32)  zu  ersetzen  ist,  und  die  Inte- 
grale der  letzteren  sämmtlich  nur  um  eine  additive  Constante 
verschieden  sein  können,  die  Form  des  Integrales  (35)  in 
eine  einfachere  umsetzen  lassen;  bildet  man  nämlich  eine 
algebraische  Function  t^y  welche  die  Lösung  einer  mit  Ad- 
jungiruug  von  x  und  f(x)  irreductibeln  Gleichung  d*®^  Grades 

(36)  <<»  +  Vi  ix,  fix))  t^-i  +  . . .  +  i,i{x,  fix))  =  0 
ist,  und  durch  welche  die  algebraischen  Functionen 

mit  Hülfe  von  x  rational  ausdrückbar  sind,  so  werden  nach 
dem  oben  angeführten  Satze,  wenn  mit  t^,  t^,  . .  ,U  die 
Lösungen  der  Gleichung  (36)  und  mit 

,(«) 


«^«;  «'i"^  <^  ...«^L 
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die  der  Losung  ta  entsprechenden^  aus  den  eben  hergestellten 
rationalen  Ausdrücken  hervorgehenden  Werthe  von  w,  v^, 
^27  •  •  •  ^m  bezeichnet  werden,  die  d  Werthe  für  y 


(37) 


'Vi  =  «*i  +  ^1  log  t;(i)  +  A^  log  v^i)  H h  A„,  log  t?^) 

y«  =  «*2  +  A  log  t;(2)  +  ^2  log  Vf^  H h  ^m  log  vj^^ 


yj  =  ^^(T  +  ^1  log  t;^^J  +  ^2  log  ^^'^^  +  •  •  •  +  ^m  log  t;; 


Integrale  der  Differentialgleichung  (32)  sein;  da  sich  diese 
aber,  wie  schon  hervorgehoben,  nur  um  eine  additive  Con- 
staute  unterscheiden  können,  so  erhält  man  durch  Addition 
der  Gleichungen  (37),  wenn  man  von  einer  additiven  Con- 
stanten absieht,  mit  Rücksicht  auf  das  oben  bewiesene  Func- 
tionaltheorem  des  Logarithmus 

(38)     yi=\2''^  +  ^ ^^g <^-^?^  •  •  •  ^i'^  +  - 

1 

+  ^logt;a).M«...ti'), 

und  wenn  man  beachtet,  dass  sowohl 

d 
9  Uq     als  auch     v^}^ .  v^?^  .  .  .  v[^ 

rationale  symmetrische  Functionen  der  Lösungen  ^^ ,  ^^ ,  ...ts 
der  Gleichung  (36)  sind,  sich  also  rational  durch  x  und  f(x) 
ausdrücken  lassen,  so  folgt  der  nachstehende  Satz,  der 
sich  später  als  specieller  Fall  eines  weit  allgemeineren  er- 
geben wird; 

Ist  das  Integral  einer  algebraischen  Differentialgleichung 
der  Form 

t  -  m 

eine  algäyraisch-logarithmische  Function  von  x,  also  nothwendig 
von  der  Gestalt 

(39)  y^^u  +  A^  log  Vj  +  ^2  log  Vg  H f-  Am  log  Vm  , 

worin   u,  Vj,  Vg,  . . .  v^   älgd>raische  Functionen   von  x,  tmd 
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A^,  A2,  ...  Am  Constanten  sind,  so  lässt  sich  dieses  Integral 
stets  auf  die  Form  bringen 

(40)   yx=fr+^-logF,  +  ^logF,  +  ..+^logF„, 

worin  S  eine  ganze  positive  Zahl,  und  U,  V^,  V^,  , .  ,Yra 
rationale  Functionen  von  x  und  f(x)  sind,  also  rational  aus 
X  und  derjenigen  algebraischen  Irrationalität  msammengesetzt 
sind,  die  in  der  gegebenen  Differentialgleichung  enthalten  ist. 

4.  Aber  Jiicht  bloss  die  rationale  Form  der  algebraisch- 
logarithmischen  Integrale  der  Differentialgleichung  (32)  lässt 
sich  feststellen,  sondern  man  kann  auch  die  Natur  der  in  diese 
Ausdrücke  eintretenden  Functionen  ermitteln.  Habe  nämlich 
die  Differentialgleichung 

(41)  ff  =  ^o 

in  welcher  Y^  eine  Lösung  der  irreductibeln  algebraischen 
Gleichung 

(42)  r*^  +  A  (x)  r(*-i)^  +  f,(x)  r(*-2)^  -{ 1-  f,{x) = o 

ist,  worin  fiQc),  . . .  fk{x)  rationale  Functionen  von  x  be- 
deuten, ein  Integral,  welches  sich  algebraisch  durch  x  und 
durch  Q  algebraisch  von  einander  unabhängige  Logarithmen 
von  algebraischen  Functionen  ausdrücken  lässt,  so  muss  sich 
dieses  Integral  zunächst  nach  dem  vorigen  Satze  in  der 
Form  darstellen  lassen 

(43)    yi  =  w  +  -4i  log  i;i  +  ^2  log  4?2  H \r  ^q  log  v^, 

worin  A^,  . .  .  A^  constante,  w,  v^ ,  Vg,  . . .  v^  aber  rational 
durch  X  und  Y^  darstellbare  Grössen  bedeuten,  welche  sich 
bekanntlich  stets  als  ganze  Functionen  des  k^  —  1*®*^  Grades 
von  Y^  ausdrücken  lassen  mit  in  x  rationalen  Coefficienten. 

Setzt  man  diesen  Werth  von  (43)  in  (41)  ein,  so  muss  diese 

dY 
Gleichung,  da  -r-^  wiederum  vermöge  (42)  rational  und  ganz 

durch  Fl  ausdrückbar  ist,  weil  (42)  irreductibel  angenommen 
war,  von  allen  Lösungen  eben  dieser  Gleichung  befriedigt 
werden,  oder  mit  anderen  Worten,  es  wäre 
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(44)   y^=^ü  +  A^  log  Vi  +  Ä^logv^-i h  A^  log  Vg 

ein  Integral  der  Differentialgleichung 

wenn  sich  ü,  v^^  . .  .v^  von  u,  Vj^,  , ,  .v^  nur  dadurch  unter- 
scheiden, dass  an  Stelle  von  Y^  in  ihren  rationalen  Aus- 
drücken von  X  und  Yj^  irgend  eine  andere  Lösung  Y^  der 
Gleichung  (42)  gesetzt  worden  ist. 

Da  nun  für  Y^  die  Lösung  sY^  der  Gleichung  (42)  ge- 
nommen werden  kann,  worin  s  durch  den  Ausdruck 

2Tli 

(46)  s  =  e^ 

definirt  ist,  und  somit  aus  den  beiden  Gleichungen 

die  Beziehung 

(48)  2/2  ^sy^  =  h 

gefolgert  werden  kann,  wenn  k  eine  Constante  bedeutet,  so 
erhält  man  aus  (43)  und  (44)  die  Beziehung 

(49)  ü  —  Bu-\'A^  (log  v^^  —  s  log^i)  -f-  -42(log  v^  —  £  log  1^2)+ •*• 

+  J^  (log  V^  —  fi  log  t?^)  =  Ä , 

für  welche  die  Existenzbedingungen  zu  untersuchen  sind. 
Da  nun  i*,  u,  v^,  v^  . . .  v^ ,  Vq  sämmtlich  algebraische  Func- 
tionen von  X  sind,  so  können  wir  alle  diese  Functionen  als 
algebraische  Functionen  einer  von  diesen  z.  B.  v^  betrachten. 
Habe  nun  ü  als  Function  von  v^  aufgefasst  im  Punkte  t;^==0 
einen  Cyclus  von  ü  Elementen,  u  einen  solchen  von  u,  Va 
einen  von  öa,  und  Va  einen  solchen  von  t)a  Elementen,  so  ist 
klar,  dass,  wenn  man  v^  seinen  Nullpunkt 

(50)  h(j  =  Aiiuöi  öj  . . .  ö^^i  t)^i  f^-mal, 

-virorin  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  umkreisen  lässt, 
alle  jene  algebraischen  Functionen  von  v^  zu  ihrem  Aus- 
gangswerthe  zurückkommen  werden,  und  da  log  Vq  wegen 

Vg  =  r(cos  g)  +  i  sin  (p) , 
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wie  oben  gezeigt,  in  log  Vq  +  21cqiti  übergeht,  während  alle 
andern  Logarithmen  jedenfalls  auch  ihre  früheren  Werthe 
vermehrt  um  ganze  Vielfache  von  2ni  annehmen,  so  geht 
die  Gleichung  (49)  in 

(51)  ü  —  £M  +  -^1  [log  \  +  2Äi  Tti  —  «(log  t?i  +  2^1  ni)\ 

,  +^2  riogV2  +  2^2jri  — £(logt;2  +  2Ä2jri)]  +  .-. 

+-4^i[logi;^i+24^i:7ri— £(logv^i+2fc^in:i)] 

-(-  ^^[log  Vq'^2k^%i  —  «(log  v^-^  2^^111)1 

über,  worin  jedenfalls  die  ganze  Zahl  Jcq  von  Null  verschieden 
ist.  Durch  Subtraction  von  (49)  und  (51)  folgt  die  wichtige 
Beziehung 

(52)  A,  (Je,  -  sk,)  +  ^2(^2  —  ^h)  H 

+  A^-i{Jc^i  —  eh^i)  +  A^Qc^  —  Ehg)  =  0. 

Ausserdem  ist  leicht  zu  sehen,  dass 

(53)  ü  —  6u  =  C 

sein  muss,  worin  C  eine  Gonstante  bedeutet. 

Denn  denken  wir  uns  statt  der  Gleichung  (49)  die  all- 
gemeinste lineare  Relation  mit  constanten  Goefficienten  zwischen 
einer  algebraischen  Function  und  6  Logarithmen  von  alge- 
braischen Functionen 

(54)  B,  log  Fl  +  ^2  log  F2  +  • . .  +  Ba  log  Va  =  U, 

so  kann  man  wiederum  alle  Functionen  F^ ,  ...  Va.^  und  U 

als  algebraische   Functionen   von  Va  auffassen,  und  ebenso 

wie  oben  durch  Umkreisung  des  Nullpunktes  von  Va  die 
Beziehung  herleiten 

(56)  B,[log  V,  +  2(i,7ti]  +  -'  +  Ba^i[logVa^i  +  2(ia^ini\ 

+  Ba[l0gVa+2iiam^=  ü, 

worin  ii,,  ftg?  •  •  •  f*<y— 1>  f*^  ganze  Zahlen  bedeuten,  von  denen 
die  letztere  von  Null  verschieden  ist;  durch  Abziehen  der 
Gleichung  (54)  folgt: 

(56)         ^,B,  -f  /i2^2  H +  ^o-lBa^i  +  lHaBa  =  0, 
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und   somit  gebt  die   Gleichung   (54),   wenn  der  Werth  von 
Ba  aus  (56)  eingesetzt  wird,  in 


(57)        ^,  log  / -11- \  +  JB,  log 


+  B„.y  log  /  — P-  \  =  U 

g— -3 

über.  Sind  nun  alle  Logaritbmanden  in  dieser  Gieicbung 
Constanten,  so  würde  auch  U  eine  Constante  sein;  ist  dies 
jedoch  nicht  der  Fall,  so  leite  man  genau  so,  wie  man  aus 
(54)  die  Gleichung  (57)  entwickelt  hat,  aus  (57),  die  wir 
kürzer  in  der  Form 

(58)  B^  log  f;  +  Bg  log  Fg  +  • .  •  +  JB<r-i  log  TF^-i  =  U 

schreiben  Rollen,  worin  W^,  ...  Wa-i  wiederum  algebraische 
Functionen  bedeuten,  die  Beziehung 

(59)  5,  log/ L-\+^^iog/ ^^^  + 

+  B.-2log  / ^^-\  =  ü 


^(T-2 


^\    1 

y 

ab;  fährt  man  so  fort,  so  gelangt  man,  wenn  nicht  schon 
früher  alle  Logarithmandeo,  also  auch  TJ  sich  als  constant 
ergaben,  zu  einer  Gleichung 

(60)  B^  log  T,  =  V, 

worin  Ti  eine  algebraische  Function  ist,  was  unmöglich,  wenn 
nicht  Tj  also  auch  TJ  eine  Constante  ist.  Wir  fiüden  somit, 
dass  für  jede  in  logarithmischen  Transcendenten  algebra- 
ischer Logarithmanden  lineare  mit  constanten  Coefßcienten  ver- 
sehene Relation 

.  (61)      A,  log  r,  +  A,\ogr,  +  "'  +  Aa  log  Va=U 

die  Grösse  TJ  eine  Constante  sein  muss*), 

*)  Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  für  eine  beliebige  irre- 
ductible  algebraische  Relation  zwischen  logarithmischen  Functionen 
algebraischer  Logarithmanden 

Koenigsberger,  Lehrbuch.  14 
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Aus  der  Gleichung  (49)  folgt  somit ^  dass  ü  —  su  einer 
Constanten  gleich  ist. 

Da  aber  u  eine  rationale  Function  von  x  und  Y^  ist^ 
sich  also  vermöge  der  Gleichung  (42)  in  die  Form  setzen  lässt 

(62)  u  =  F,(x)  +  F,  {x)  Y,  +  F,{x)  T^ -\- •  ■  ■ 

* 

worin  i^o(^)>  . . .  i^iiA/— 1(^)  rationale  Functionen  von  x  be- 
deuten, so  wird 

(63)  ö  =  F^(x)  +  bF,{x)  Y,  +  ^^F,{x)  F,»  +  -  •  • 

+  **"-!  2?'i^_i(a;)r,*''-^ 
und  somit  nach  (53) 

(64)  «-««  =  (!-£)  Fo(a;)  +  f(c  -  1)  F^{x)Y^ 

+  e  {B^-\)F^{^)  ri'+-+£  (6*"-*-  l)i^i^_i  (a:)  F/"-» = C, 

worin  (7  eine  Constante  und  £  eine  ft*®  Einheitswurzel  war. 
Da  aber  die  Gleichung  (42)  eine  irreductible  sein  sollte, 
so  müssen  in  (64)  die  einzelnen  Coefficienten  verschwinden, 
und  da,  weil  ft  eine  primitive  Einheitswurzel  war,  nur 

ist,  so  werden  alle  Fa(x)  mit  Ausnahme  von  F^(x\  2^^4-i(a;), 
-p2|U+i(ic),  .  . .  jF(A_i)^+i(a;)  verschwinden  müssen,  so  dass  nach 
(62)  die  Function  u  die  Form  hat 

(65)  u=Y,[F^{x)  +  F,^,{x)Y,f^  +  F,^+^{x)Y,^^  +  -^ 

+  F(*_i)^+i(a;)r/*-i)/'}, 
worin  die  Fa{x)  rationale  Functionen  bedeuten. 


(A)  F(x,  log  Fl ,  log  F, ,  .  .  .  log  Va)  «  0 

oben  bewiesen  war,  dass  nnter  der  VoranBsetzung,  dass  nicht  schon 
einige  dieser  logarithmischen  Functionen  algebraisch  von  einander  ab- 
hängen, die  Relation  (A)  eine  lineare  mit  constanten  Coefficienten  sein 
muss,  und  dass  somit  der  oben  bewiesene  Satz  auf  den  folgenden  führt: 
Jede  (ügehraische  Beziehung  zwischen  a  logarithmischen  Functionen^ 
die  nicht  schon  in  geringerei'  Zahl  algebraisch  von  einander  abliängen^ 
lautet 

^i  log  Fl  +  -4,  log   F,  + h  Aa  log  Va^A, 

worin  Ä,  Ä^  ^  .  .  .  Äa  Constanten  bedeuten. 


I.  Ueber  Differentialgleichangsjsteme  erster  Klasse  etc.      211 

Soll  nun  in  dem  Integralausdrucke  (43)  nur  ein  Loga- 
rithmus vorkommen^  dieser  also  die  Form  haben 

(66)  Vi^u-^-  Ä^logVi, 
so  würde  die  Gleichung  (52)  lauten 

(67)  *!  — f*i  =  0, 

worin  h^,  also  auch  h^  von  Null  verschieden  ist.  Da  aber 
eine  primitive  f**®  Einheitswurzel  bekanntlich  nur  dann  eine 
rationale  Zahl  sein  kann,  wenn  fi  =  1  oder  2,  also  s  =+1 
ist,  so  ergiebt  sich  zunächst  der  folgende  Satz: 

Die  Differentialgleichung  (41),  deren  rechte  Seite  der  Gleichung 
(42). genügt,  kann  nur  dann  algebraisch-logarithmische  Integrale 
von  der  Form 

yi  =  ^  +  A  log  ^1 

hesitzen,  wenn  ft  =  1  oder  2  ist;  u  ist  durch  Ti  in  der  Form 
(65)  dargestellt 

Soll  das  Integral  die  Form  haben 

(68)  yi^u  +  Äi  log  Vi  +  ^2  log  ^2 ; 
so  würde  die  Gleichung  (52)  lauten 

(69)  Ä,(k,  —  sk,)  +  Ä,{k,  -  ak,)  =  0 
und  hieraus 

(70)  A ^i|5f. 

n/a  ■^~  C  Iva 

80  dass  (68)  in 

(71)  y,=«  +  ^^{l0gt;,-|5i^l0g«,} 

übergeht.  Nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  wird  dieser 
Ausdruck  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (45)  werden, 
wenn  wir  in  den  rationalen  Functionen  v^  und  v^  von  x  und 
TJl  statt  Fj  die  Grösse  Y^  setzen;  nehmen  wir  nun  für  i^  die 
Losung  s^  Fj  der  Gleichung  (42),  so  wird 

(72)  y,  =  S  +  ^^{logg,_|5^1og^,} 

ein  Integral  der  Differentialgleichung 

14* 
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(73)  ^£-^Y^' 

worin  u,  v^  und  Vg  aus  m,  v,  und  v^  hervorgehen,  indem  in 
diesen  rationalen  Functionen  von  x  und  Y^  statt  T^  überall 
s^Yi  gesetzt  wird.     Da  aber  aus 


(74) 

dx          ■'*'     dx 

folgt,  dass 

(75) 

Vi        ^Vi—^, 

worin  k  eine  Constante  bedeutet,  so  liefern  die  Gleichungen 
(71)  und  (72)  die  Beziehung 

(76)^— £2w+j:Jlogi;i----aMogt;i— ^^^^(logvg— £Mogt;j|==i. 

Daraus  folgt  zunächst  wieder  nach  dem  oben  bewiesenen 
Satze,  dass 

(77)  u-  £^u  =  L 

sein  muss,  worin  L  eine  Constante  bedeutet;  da  ferner 

(78)  f  =  i^o (^)  +  «*^i (^)  ^1  +  B*F, (x)  ¥,'  +  ••■ 

+  «*(*"-«  i?'*^-i(a;)  Fl*"-! 
und  somit 

(79)  ü—6'u^(l-s^)Fo(x)  +£^(6^-l)F^{x)  r,^ 

+  6^(5^-1)^3(0;)  r,«+--- 

4. 5^(5«*/^-^- 1)  j?\^_i(a;)  r,*/'-^  =  L 

ist,  so  ergiebt  sich  hieraus,  dass  alle  Fa{x)  verschwinden 
müssen  mit  Ausnahme  von  F^{x)y  Ffi^i{x),  F2^-^i{x),  ... 
F(k-i)fi^i{x)  für  den  Fall,  dass  fi  eine  ungerade  Zahl  ist,  und 
dass,  wenn  /i  gerade  ist,  alle  Fa(x)  verschwinden  müssen  mit 
Ausnahme  von  Fi{x),  F,,     (x),  JF^+i(a;),  Fs^     (x),  ^2^+1(0;), 

. . .  F^k-i) in-\-i{x) ,  so  dass  für  ungerade  f* 

(80)  «=  T,[F,(x)  +  F,+,{x)  ri  +  F,^+^{x)  1^"+- 

+  F^^^,+^ix)  i^t-i)" } , 
und  für  gerade  (a 
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(81)  «  =  r,{i?\  (X)  +  F,_^^  (x)  Y^  +  F^+t(x)  Y^ 


2 


wird.  Setzt  man  ift  Gleichung  (76)  —^ —  gleich  der  Con- 
stanten  m  und  betrachtet  in  der  Gleichung 

(82)  log  v^  —  €^  log  Vi  —  r~~V  ('^8  ^2  —  s^  log  Vg)  =  m 

wieder  Vj,  v^,  5g  als  Functionen  von  »g,  so  erhält  man,  wenn 
man  v^  so  oft  seinen  Nullpunkt  umkreisen  lässt,  dass  Vi,  v^, 
v^  ihre  Ausgangswerthe  wieder  annehmen,  die  Beziehung 

(83)  n,  -a'n,-  |^  {n,  ~  s^n,)  =  0 , 

worin  n^,  n^,  ng,  ng  ganze  Zahlen  bedeuten,  von  denen  jeden- 
falls die  letztere  von  Null  verschieden  ist.  Indem  vorher  ÄJg 
die  Anzahl  der  Umläufe  bezeichnete,  die  t;^  machte,  um  v^, 
v^,  Vg  ebenfalls  an  ihre  Stelle  zu  bringen,  hier  Wg  die  Um- 
läufe, die  wiederum  Vg  macht,  um  v^,  Vj,  Vg  an  ihre  Stelle 
zu  führen,  so  werden,  wenn  wir  als  Zahl  der  Umläufe  für 
beide  Fälle  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  beider  nehmen, 
nj  =  Äj  und  ng  ===  Äg  sein,  und  somit  die  Gleichung  (83)  in 

(84)  n,  -  s%  —  ^^  (n,  -  s%)  =  0 

übergehen,  oder  es  wird  £  die  Lösung  der  quadratischen*) 
ganzzahligen  Gleichung  sein 

(85)     (ÄjAjg  — *iÄg)£*  +  (W2Äi—  ÄgWi)£+(t^i^2  — W2&i)  =  0, 

und  dies  kann,  wie  aus  den  Elementen  der  Algebra  bekannt 
ist,  nur  für  ft  =  3,  4  oder  6  statthaben. 

*)  Es  ist  ans  den  obigen  Ausdrücken  leicht  zu  sehen,  dass,  wenn 
der  erste  oder  dritte  Coefficient  dieser  quadratischen  Gleichung  ver- 
Bchwindet^  e  also  eine  rationale  Zahl  wird,  die  beiden  Logarithmen 
der  EiOductionsform  sich  zu  einem  Logarithmus  einer  algebraischen 
Function  von  x  zusammensetzen,  wir  somit  zu  dem  schon  oben  be- 
handelten Falle  zurückgeführt  werden. 
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Wir  erhalten  somit  den  folgenden  Satz: 

Die  Differentialgleichung  (41),  deren  rechte  Seite  der  Gleichung 
(42)  genügt,  Jcann  nur  dann  algebraisch-logarithmische  Integrale 
von  der  Form 

yi  =  «  +  Ä^  log  Vj  +  A^  log  Vg 

besitzen,  wenn  (i  die  Werthe  3,  4  oder  6  hat;  u  ist  dann  in 
seiner  Form  durch  die  Gleichungen  (80)  oder  (81)  bestimmt. 

Für  die  Beduction  auf  drei  Logarithmen  finden  wir  als 
noth wendige  Bedingung  fi  ==  5,  8,  10  oder  12,  u.  s.  w.;  doch 
gehen  wir  auf  eine  fernere  Untersuchung  dieser  Fragen  hier 
nicht  weiter  ein,  da  es  uns  nur  darauf  ankam,  die  Methoden 
darzulegen,  nach  denen  derartige  Fragen  zu  behandeln  sind, 
die,  wie  wir  nachher  sehen  werden,  sich  für  beliebige  lineare 
Differentialgleichungsysteme  in  genau  derselben  Weise  durch- 
führen lassen. 

6.  Im  Allgemeinen  werden  aber  die  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung 

(86)  5l  =  ^(^)' 

in  welcher  f(x)  eine  algebraische  Function  bedeutet,  nicht  auf 
algebraisch-logß.rithmische  Functionen  reducirbar  sein,  sondern 
je  nach  der  Beschaffenheit  von  f(x)  wesentlich  neue  Transcen- 
denten  definiren;  wenn  die  Differentialgleichung  (86)  von  der 
Form  ist 

/•(^)(5fr  +  /'.(^)S  +  M^)  =  0' 

worin  ^(ic),  fi{^))  fii^)  ganze  Functionen  von  x  sind,  so 
werden  die  Integrale  derselben,  wenn  die  Dis«riminante 

nur  drei  oder  vier  Lösungen  in  ungerader  Vielfachheit  besitzt, 
elliptische  Integrale,  wenn  mehr,  dann  hyperelliptische  Integrale 
genannt;  allgemein  heissen  die  Integrale  der  Differential- 
gleichungen von  der  Form 

wie  schon  oben  erwähnt,  ^6ePsche  Integrale. 
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Es  wird  zunächst  darauf  ankommeD;  den  Charakter  der 
Integrale  der  Differentialgleichung  (86)  um  die  singulären 
Punkte  herum  festzustellen. 

Sei  Xq  ein  Werth  von  x,  um  den  herum  f(x)  die  Ent- 
wicklung besitzt 

(87)  f{x)  =  öfo  +  «i(^  — ÄJo)  +  «2(^—^0)^  H , 

so  wird 

(88)  y  =  n  +  a,(x^x,)  +  ^(x-x,y  +  ^(x^x,y  +  ^^- 

sein,  wenn  dem  x  =  Xq  der  willkürliche  Werth  tj  für  y  zu- 
geordnet wird;  ist  dagegen  f(x)  für  x  =  Xq  eindeutig,  aber 
unendlich,  so  dass 

(89)  f(x)  =  a_„  (x  -  rro)-»  +  a_«+i(x  —  x^y^-^^  +  •  •  • 

+  a^i(x  —  Xo)-^  +  ÜQ  +  a^ix  —  Xo)  H 

wird,  so  nimmt  y  die  Form  an 

+  a^ilog(x—Xo)  +  a^(x—Xo)  +  ^{x—XQy  +  '-, 

und  in  diesem  Falle  kann  also  dem  x  =  Xq  nur  der  Werth 
y  =  00  zugeordnet  werden;  das  Integral  der  Differential- 
gleichung bleibt  somit  eindeutig  und  unendlich,  wenn  a^i  =^  0 
ist,  im  entgegengesetzten  Falle  wird  es  unendlich  vieldeutig 
wie  die  logarithmische  Function  log  (x  —  Xq). 

Ist  jedoch  die  algebraische  Function  f(x)  im  funkte 
x  ^=  Xq  mehrdeutig,  so  wird,  wenn  sie  daselbst  einen  end- 
lichen Werth  annimmt^ 

1  2 

(91)  f(x)  =  ao  +  «1  (^  —  ^oY  +  «8  (^  —  ^0)"  +  •  •  -^ 

und  somit  wieder  mit  Zuordnung  eines  willkürlichen  Werthes 
7]  von  y 

(92)  y^r,^a,{x-x,)+  ^x-xj^+  ^  (^-«^o)  '  +  -, 

also  um  X  ^^  Xq  herum  wieder  i/-deutig  sein,  und  ist  endlich 
f(x)  in  dem  1/- fachen  Yerzweigungspunkte  Xq  unendlich,  also 
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— »  — n+l 

(93)    f{x)  =  a^n{x  —  x,)~  +  a,^i(X'--Xo)~^+''' 

+  a^i(x  —  Xo)    ^+ao  +  «i(^  — ^o)"  H ; 

so  wird, 

1)  wenn  w  <  v , 

(94)  j/  =  ^  +  ;rf^V~^o)^ +;r4fr^  ^   +••• 

mit  Zuordnung  des  willkürlichen  Werthes  i^  eine  in  a;  «  aJo 
v-deutige  Function, 

2)  wenn  w  «=  v , 

j_ 

(95)  t/  =  a»y  log  (x  —  Xq)  +  va-r+i  (^  —  ^oY  H 

mit  Zuordnung  des  Werthes  y  =  oo  eine  wie  ein  Logarithmus 
unendlich  vieldeutige  Function,  und 

3)  wenn  n>  v 

(96)  y  =  ^(^-^o)""~'  +  i^^(^-a;or"~^~+- 

eine  mit  Zuordnung  des  Werthes  y  =  cx)  iz-deutige  oder 
logarithmisch  unendlich  vieldeutige  Function,  je  nachdem  in 
der  Entwicklung  (93)  das  Glied  mit  der  negativen  ersten 
Potenz  fehlt  oder  darin  enthalten  ist. 

Wir  finden  somit, 

dass  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (86)  in  den 
singulären  Punkten  stets  nur  algebraisch  oder  logarithmisch  ml- 
deutig  und  unendlich  werden, 

und  es  ist  leicht,  die  Entwicklungsform  in  der  Umgebung 
eines  jeden  Punktes  festzustellen. 

6.  Nachdem  die  Untersuchung  der  Eigenschaften  der 
Integrale  der  Differentialgleichung  (86)  in  den  singulären 
Punkten  durch  deren  Entwicklung  ermöglicht  ist,  bleibt 
uns  noch,  um  analog  den  früheren  Auseinandersetzungen  über 
rationale  Differentialgleichungen  der  Form  (17)  zu  verfahren, 
übrig,  das  Functionaltheorem  aufzustellen,  dem  die  Integrale 
der  Differentialgleichung  (86)  genügen,  und  das  uns  später 
auch  für  die  linearen  Differentialgleichungsysteme  beliebiger 
Klasse  wichtige  Schlüsse  gestatten  wird. 
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Sei  0  eine  durch  die  irreductible  algebraische  Gleichung 
von  der  Dimension  n 

(97)  F{Xy  0)  =  p^z""  +  Vi^'"'^  +P2^'~^  H hl>«-i^+i>n  =  0, 

in  welcher  p^  eine  ganze  Function  S^^  Grades  von  x  bedeutet, 
definirte  algebraische  Function^  und  sei  die  zu  integrirende 
Differentialgleichung  der  Form  (86)  dargestellt  durch 

(98)  ^£=^q>{x,z),  .     - 

worin  g)  eine  rationale  Function  von  x  und  a  bedeutet.  Wenn 
wir  mit  (97)  eine  andere  algebraische  Gleichung  von  der 
v*^^  Dimension 

(99)  Q{x,  ^)-go^'  +  «i^'"''  +  Q^^"-'  +  -  +  «.-1^  +  g.  =  0 

zusammenstellen,  in  welcher  q^  wiederum  eine  ganze  Function 
d***^  Grades  von  x  vorstellt,  deren  Coefficienten  unbestimmt 
und  mit  a^,  a^,  a^,  ...  bezeichnet  werden  mögen,  und  eli- 
miniren  die  Grösse  0  zwischen  den  Gleichungen  (97)  und 
(99),  so  wird  sich  eine  Gleichung  im  Allgemeinen  vom 
^  a=i  fi'  v*®^  Grade 

(100)  F(x)  =  0 
ergeben,  deren  Lösungen 

(XUX)  *'^if  *^8 )   ...   Xu 

diejenigen  Werthe  von  x  liefern,  für  welche  die  beiden 
Gleichungen  (97)  und  (99)  gemeinsame  ;ef-Werthe  haben,  die 
sich,  wie  aus  der  Eliminationstheorie  bekannt,  im  Allgemeinen 
als  rationale  Functionen  der  entsprechenden  ic-Werthe  und 
der  Coefficienten  der  beiden  Gleichungen  in  der  Form  ergeben 

(102)  0f,  =  ^(^?;   «II   <h?   «8?    •  •  •)• 

Lässt  man  nun  in  der  Gleichung  (99)  die  Grössen  a^, 
ag,  a^,  ...  sich  um  da^,  da^,  da^,  . . .  ändern,  so  werden  auch 
die  Coefficienten  der  Gleichung  (100),  also  auch  deren 
Lösungen  (101)  sich  um  unendlich  kleine  Grössen  vermehrt 
haben,  so  dass 

(103)  ^dx^  +  ^da,+^da,  +  ^da,  + ^0 


oder 


dx        ^^    da^       ^   "^^o,    ^   "^  da^ 
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(104)  dx^  =  J?i  (x^,  a^,  02,  •••)  da^  +  B^  (x^,  0^,0^,  ")dc^  +  •  • 

wird,  worin  22^,  i2g, ...  rationale  Functionen  der  eingeschlossenen 
Grössen  bedeuten. 

Bezeichnen  wir  nun  die  den  Werthen  x^,  0^  entsprechenden 
Werthe  eines  Integrales  der  Differentialgleichung  (98)  mit  y^j 
so  folgt,  dass 

(105)  dy^  +  dy^-] h  dy^ 

=  {9'(^l;^i)ßi(«i;«u  «2;  •••)  +  9'(^2;^2)J'i(^2,«n «2, •••)  +  •••}  ^«1 
+  {9(^n^i)J^(^i;öi,«2>"0  +  9>(^2>^2)-B2(^2,«i,ö^r'0  +  "-}^«2 

+ •    ;    •. 

oder,  da  die  Klammern  vermöge  (102)  symmetrische  rationale 
Functionen  der  Lösungen  der  Gleichung  (100),  also  rational 
durch  deren  Coefficienten  ausdrückbar  sind, 

(106)  dy^  +  dy^-] h  dy^ 

=  (>i  (%,  ttg,  •  •  •)  da^  +  (>2  (flu  a^f  '•)da^'] , 

worin  q^,  q^,  ...  rationale  Functionen  bedeuten. 

Lassen  wir  nun  die  Grössen  %,  a^,  ...  von  irgend  einem 
Anfangsystem  af\  af\  ...  bis  zu  irgend  einem  Endsysteme 

a^^\  a^^\  . . .  gehen,  so  werden  die  Werthe  x^  x^,  .  • .  Xf^  von 

einem  bestimmten  Anfangsysteme  x^^\  xj^^  . . .  x^^^  auf  festen, 

durch  die  Variationen  der  a  bestimmten  Curven  zu  einem 
bestimmten  Endsysteme  x^^\  a^^\  . . .  x^^^  laufen,  und  wenn 

wir  nunmehr  alle  zugehörigen  Gleichungen  zusammenaddiren 
und  berücksichtigen,  dass  auf  der  rechten  Seite  Integrale 
rationaler  Differentiale  von  a^,  ag,  ...  sich  ergeben,  die  sich 
also  wie  oben  gezeigt  rational  und  logarithmisch  durch  a], 
ag,  ...  ausdrücken  lassen,  so  folgt  auf  Grund  früher  erklärter 
Bezeichnungen 


12  fi 


(107)  J  dy  +J  dy-^ \-j  dy  =  rat.  log  (a^,  %,•••), 


«(0)  ajW  arW 

12  fi 


worin  die  Integrationswege  fest  bestimmt  sind,  oder,  wenn  das 
Integral  der  Differentialgleichung  (98)  m\i  Jix^z)  bezeichnet  wird 
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11  2    '    2  M        f* 

(108)  JdJ(x,0)+J  dJ{x,0)+-'+  jdJ(x,0)^ 
«J»,  .W  ^^0),  ,(0)  ,(5(  ,(0) 

Sei  nun  6  die  Anzahl  der  in  der  Gleichung  (99)  ent- 
halteneA  unbestimmten  Coefficienten  a^,  o^,  ...,  so  werden 
wir  in  dieser  Gleichung  die  Werthe  a^\  a^^\  . . .  ag^^  im  All- 
gemeinen so  wählen  können,  dass  dieselbe  durch  das  will- 
kürlich bestimmte^  aber  der  Gleichung  (97)  genügende  Werthe- 
sjstem 

(109)  xf\  4»;  cif\  4«);  .  . .  x^^^,  sf^^^ 

befriedigt  wird,  und  ebenso  d^^^  a^\  •  •  •  ^a  ^  so,  dass  den 
Gleichungen  (97)  und  (99)  das  willkürlich  gewählte  Werthe- 
system 

(110)  xf^\  4«;  a;W,  4^);  . . .  rc^,  n^) 
genügt,  und  dann  lassen  sich  die  Werthe 

in  folgender  Weise  einfach  bestimmen.  Setzt  man  nämlich 
das  Werthesystem  (109)  in  die  Gleichung  (99)  ein,  so  werden 
die   Grössen  af\  a^^^,  .  . .  af>j  da  sie  als  Coefficienten  nur 

linear  in  dieser  Gleichung  enthalten  sind,  sich  sämmtlich 
rational  durch  das  Werthesystem  (109)  ausdrücken  lassen; 
beachtet  man  nun,  dass  die  Gleichung  (100)  in  die  Form 
gesetzt  werden  kann 

(111)  F{x)  ^{x—xf^Xx--a^^^y-(x-x^^^Xx--x^^^^^^^^ 

und  dass  die  Coefficienten  von  F(x)  rational  aus  af^j  af\ 
.  .  .  af^  d.  h.  rational  aus  dem  Werthesysteto  (109)  zusammen- 
gesetzt sind,  so  folgt  aus  (111)  durch  Division  der  linken 
Seite  F{x)  durch  das  Product  der  6  ersten  linearen  Factoren, 
dass  x^^,  . . .  x^^^  sich  als  Lösungen  einer  algebraischen  Glei- 
chung fi  —  d*®°  Grades  darstellen  lassen,  deren  Coefficienten 
rationale  Functionen  des  Werthesystems  (109)  sind,  und  das« 
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selbe  gilt  für  das  Werthesystem  (1 10),  so  dass  sich  aus  (108) 
zunächst  der  folgende  Satz  ergiebt: 

Stellt  man  mit  der  algebraischen  Gleichung  (97)  die  Gleichung 
(99)  zusammen,  welche  6  willkürliche  Constanten  besitzt,  so  Tcann 
man  26  Werthesysteme 

(112)  4«),  <);  ...4«),  4»);     (113)  4«,  4«;  ...xW,  zW 

der  Gleichung  (97)  unllkürlich  so  wählen,  dass,  wenn  fi  der  Grad 
der  Eliminationsgleichung  von  z  zwischen  (97)  und  (99)  ist, 
für  die  Differentialgleichung  (98)  die  Integralbeziehung  stattfindet 

1    '    1  a    '    a  a-^V    a-\-l  fi   '    /* 

(1  U)jdJ{x,z)+'-+JdJ{x,z)=  —J  dJ{x,z) jdJ{x,  z) 

.(0),,(0)  ,(0),,(0)  .(0)_^,  ,(0)_^  .(0),,(0) 

+  rat.  log(rr(0),  4«>;  .,„xf,  z^)-,  x^^\  4^);  ...a;W,  z^^) , 

worin  oc^^\,^f  . . ,  x^^^  sowie  x^^}.^,  . . .  a?^^^  Lösungen  zweier  ah 

gebraischer  Gleichungen  des  ^  —  tf^^  Grades  sind,  deren  Coefft- 
cienten  rational  aus  dem  Werthesysteme  (112)  resp.  (113)  zu- 
sammengesetzt sind,  und  deren  zugehörige  algebraische  Irrationali- 
täten jsf^^j ,  . . .  z^^^  und  z^J-U  . . .  z^^\  wie  aus  dem  oben  angegebenen 

Eliminationsverfahren  hervorgeht,  so  beschaffen  sind,  dass  sich 

zf^     resp.  z^p 
rational  durch 

4<»;  xf,  4«);  ...  4«^  <^)  resp.  4^);  x^^\  41);  .,.x^^\  z^^^ 

ausdrücken  lassen. 

Man  kann  nun  statt  der  Gleichung  (99),  ohne  die  linke 
Seite  der  Gleichung  (108)  zu  ändern,  offenbar  jede  andere 
Gleichung  v*®'  Dimension  setzen,  welche  mit  (97)  dieselben 
Werthesysteme 

(llöj  X^,   ^15   X^y   ^25    •  •  •  *^At;   ^H- 

gemein  hat;  bildet  man  nun  unter  der  Annahme,  dass  v'^ft 
ist,  die  Gleichung  v*®'  Dimension 

(116)        S{x,  z)  =  Q{x,  z)  -  B{x,  z)  P{x, ;»)  —  0, 

worin  B(x,  z)  ein  ganzes  Polynom  v  —  w*®'  Dimension  dar- 
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stellt;  so  ist  zunächst  ersichtlich;  dass  die  Gleichung  (116) 
durch  die  P  und  Q  gemeinsamen  Werthesysteme  ebenfalls 
befriedigt  wird,   andererseits  werden  die  noch  unbestimmten 

(y  — n  +  l)(y-~n+2) 
_ 

Coefficienten  der  Function  v  —  w*®'  Dimension  B{Xy0)  so  be- 
stimmt werden  können  ^  dass 

2  2 

Coefficienten  des  Polynoms  v*®'  Dimension  S{Xy  0)  verschwinden, 
und  somit  die  Gleichung  (116)  nur  noch  mit  Abzug  einer 
multiplicatorischen  Constanten 

{v+l){v+2)        (v-n+l)(v^n+2)       .                     (n-l)(n-2) 
2 2 ^^^"^ 2 

^  (n-l)(n-2) 

^  2 

ZU  bestimmende  Constanten  a^,  ag,  .  . .  besitzt.  Daraus  folgt 
aber,  da  oben  6  die  Anzahl  der  Constanten  o^,  a^,  ...  war, 
dass  wir  in  der  Gleichung  (114) 

(117)  tf  =  ^  _  (!LzlI(?L=^ 

wählen  dürfen,  und  dass  somit  die  Anzahl  (1-^6  der  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  (114)  stehenden  Integrale  nur  von 
der  Dimension  n  der  Gleichung  (97)  abhängt,  während  die  Zahl 
ö  der  Integrale  der  linken  Seite  der  Gleichung  vermöge  der 
imUkürlich  zu  wählenden  Dimension  v  beliebig  gross  genommen 
werden  kann. 

Wählt  man  zur  Bestimmung  der  6  Constanten  a^,  a^,  ... 
unter  den  Werthesystemen  (1 12)  und  (1 13)  sämmtliche  d  singulare 
Werthesysteme  der  Gleichung  (97),  so  dass  die  Gleichung  fi*®^ 
Grades  (100)  ä  doppelte  Lösungen  besitzt,  so  werden  sich  die 
auf  die  singulären  Werthesysteme  bezüglichen  Integrale 
herausheben,  und  wir  erhalten  somit,  da  dann  nach  (117)  auf 
der  rechten  Seite  von  (114)  nur 
(118)  (n-lHn-2)_^_^ 

Integrale  bleiben,  worin  p  das  Geschlecht  der  algebraischen 
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selbe  giJ' 
zunäch' 

f 
(99^ 
ma 


'fi^ 


le^t 


{ 


^''"^    .^oden  Satz,  welcher  das 

^z*  "^   t^  von  der  Dimension  n  und  dem  Ge- 
( ^^•'^  j^isc^  ^^ft^  ^'^^  ^^^  ^(p^i  ^)  ^^  Integral  der 

(l^^  ^fonale  Function  bedeutet^  so  ist  stets  für  jedes  k 


2    *    2 


^^f^ 


(i^) 


fdJix,  z)  +JdJ{x,  0)  +  ■••  +JdJ(x,  0) 

ifj  ';  'l  2*2  *    '    * 


i(i),  z(i) 


P         P 


- 1  dJ{x,  je?)  — j  dJ(x,  z) 


jc(0),  z(0) 


toonn 


Xf\  . . .  Xf)     sowie  XW,  . . .  XW 

rfi^  Losungen  einer  algebraisehen  Gleichung  p^'^  Grades  von  der 
Form 

(122) 


"T  ^  C*l>  *i5  ^i>  *») 


^„.,)X^^  + 

^*>  ^J  =  0 


5iwd,  in  welcher  fi,  ...fp  rationale  symmetrische  Functionen  der 
eingeschlossenen  Grössen  sind,  denen  der  Index  0  resp.  1  oben 
anmfügen  ist,  Ä^,  ...  Ag  Constanten,  u,  v^,  . ,  .  v^  ebenfalls 
rationale  symmetrische  Functionen  aller  unteren  und  oberen 
Grenzen  der  linken  Seite  von  (121)  sind,  und  wobei  die  al- 
gebraischen Irrationalitäten  ZW, . . .  Z^^^  resp.  ZJ^>, . . .  Z^^>  rational 

ausdrückbar  sind  durch  den  resp.  X-  Werth  und  wiederum  rationale 
symmetrische  Verbindungen  der  eben  bezeichneten  Grössen. 

7.  So  wie  nun  oben  für  die  Differentialgleichung  (32) 
sich  vermöge  des  Functionaltheorems  des  Logarithmus  für 
den  Fall  der  Zurückführbarkeit  ihrer  Integrale  auf  algebraisch- 
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logaritbmische  Functionen  der  wichtige  Satz  ableiten  liess, 
dass  in  den  Integralwerth  keine  anderen  algebraischen 
Irrationalitäten  eintreten  als  die  in  der  Differentialgleichung 
enthaltenen,  so  wird  sich  nunmehr  vermöge  des  ÄbeVschen 
Theorems  ein  ähnlicher  ganz  allgemeiner  Satz  ableiten  lassen, 
der  später  auf  beliebige  lineare  Differentialgleichungsysteme 
ausgedehnt  werden  soll. 

Sei  nämlich  das  Integral  y^  der  Differentialgleichung 
(32)  algebraisch  durch  a?,  logarithmische  Functionen  von  al- 
gebraischen Functionen  von  x  und  durch  Integrale  0^,  z^y  •••^* 
der  resp.  Differentialgleichungen 


dz  nr     N^«. 


ib 


ausgedrückt,  in  welchen  fijf%y  • .  ./i  algebraische  Functionen 
ihrer  Argumente,  und  s^y  Sg,  ...  5^  algebraische  Functionen 

von  X  bedeuten,  so  wird  zunächst  wieder  nach  dem  ohen  zu 
(32)  angeführten  Satze,  wenn 

(124)  ^1  -=  eTi  (5i,  /;  (5J) ,  . . .  ^*  =  J-^ (s*,  U («*)) 

gesetzt  wird,  die  Form  der  Beziehung  nothwendig  eine  lineare 
von  der  Art 

(125)  yi=w+^ilogt;i-| |-^log«^m+£it/i(5i,A(Si))H-  — 

sein,  worin  w,  t;^,  ,  ,  ,Vm  algebraische  Functionen  von  x  und 
A^y  ...  A^y  JBj, . . . 5i  Gonstanten  bedeuten.  Aus  dem  zweiten 
oben  angeführten  Satze  des  ersten  Kapitels  folgt  ferner,  dass, 
wenn  wir  jetzt  wieder  eine  algebraische  Function  t^  von  x 
bilden,  welche  die  Lösung  einer  mit  Adjungirung  von  x  und 
f{x)  irreductibeln  Gleichung  S^^  Grades 

( 126)  i"  +  Vi  (OJ,  f{x)^  ^-1  +  . . .  +  v-,  (  a;,  f{x)S  =  0 

ist,  lind  durch  welche  sich  die  sämmtlichen  algebraischen 
Functionen 

(127)      W,  Vi,  Vg,  .  .  .  Vm,  Si,  U  («l);  hy  U  («2);   •••«*>  /*(«*) 

rational  ausdrücken  lassen,  wenn  wir  ferner  die  der  Lösung 


222  Viertes  Kapitel. 

Gleichung  (97)  bezeichnet^   den  folgenden  Satz,  welcher  das 
ÄbeVsche  Theorem  genannt  wird: 
Ist 

(119)  JPo^"  +  JPi^"^  H f-  Pn-ll9  +Pn  =  0 

eine  algebraische  Gleichung  von  der  Dimension  n  und  dem  Ge- 
schlechte  p,  u/nd  hesfeichnet  man  mit  J{x^  z)  das  Integral  der 
Differentialgleichung 

(120)  ^~^q>ix,g), 

worin  (p  eine  rationale  Function  bedeutet,  so  ist  stets  für  jedes  Je 

(121)  JdJ(x,  z)  +JdJ(x,  ;^)  +  ...  +JdJ(x,  SS) 

a;(0)     ,(0)  a?(«)    *W  3.(0)    ,(0) 

11  J*         ^ 

=  —  /  dJ{Xj  z)  —  " /  dJ(x,  0) 

z(0),  z(0)  xW,  z(0) 

+  u  +  Aj^logVi  +  Ä^logv^'i |-J..logt;,, 


wann 

Xf),  . . .  Xf)    sowie  XW,  . . .  XW 

die  Lösungen  einer  algebraischen  Gleichung  p^^  Grades  von  der 
Form 

(122)        X^  +  /i(a;,,^,;^,,;er,;...a;^,;.JX^-^  +  ... 

+  fp(ß^iy  ^n  ^2,  ^25  •  •  •  ^*,  ^J  =  0 

sindy  in  welcher  fi,  ...fp  rationale  symmetrische  Fu/nctionen  der 
eingeschlossenen  Grössen  sind,  denen  der  Index  0  resp.  1  oben 
anmfügen  ist,  Ä^,  ...  Ag  Constanten,  u,  Vi,  . .  .  Vg  ebenfalls 
rationale  symmetrische  Functionen  aller  unteren  und  oberen 
Grenzen  der  linken  Seite  von  (121)  sind,  und  wobei  die  al- 
gebraischen Irrationalitäten  Z^^\  . . .  Z^^^  resp.  Z^^\  . . .  Z^^>  rational 

ausdrückbar  sind  durch  den  resp.  X-  Werth  und  wiederum  rationale 
symmetrische  Verbindungen  der  eben  bezeichneten  Grössen. 

7.  So  wie  nun  oben  für  die  Differentialgleichung  (32) 
sich  vermöge  des  Functionaltheorems  des  Logarithmus  für 
den  Fall  der  Zurückführbarkeit  ihrer  Integrale  auf  algebraisch- 
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logaritbmische  Functionen  der  wichtige  Satz  ableiten  liess^ 
dass  in  den  Integralwerth  keine  anderen  algebraischen 
Irrationalitäten  eintreten  als  die  in  der  Differentialgleichung 
enthaltenen,  so  wird  sich  nunmehr  vermöge  des  ÄbeVBGhen 
Theorems  ein  ähnlicher  ganz  allgemeiner  Satz  ableiten  lassen, 
der  später  auf  beliebige  lineare  Differentialgleichungsysteme 
ausgedehnt  werden  soll. 

Sei  nämlich  das  Integral  y^  der  Differentialgleichung 
(32)  algebraisch  durch  x,  logarithmische  Functionen  von  al- 
gebraischen Functionen  von  x  und  durch  Integrale  0^,  z^y  •••^* 
der  resp.  Differentialgleichungen 


(123)  |j  =  /.(Ofe,f^  =  ^.Wfe,-^  =  /-A) 


dx 


ausgedrückt,  in  welchen  /i,  f^y  . .  >  fk  algebraische  Functionen 
ihrer  Argumente,  und  s^,  ^2,  • .  •  5^  algebraische  Functionen 

von  X  bedeuten,  so  wird  zunächst  wieder  nach  dem  oben  zu 
(32)  angeführten  Satze,  wenn 

(124)        0,  =  Ji  (Sj,  /;  (5i)) ,  . . .  ^;fc  =  Ji  (Sky  fk  {Sk)) 

gesetzt  wird,  die  Form  der  Beziehung  nothwendig  eine  lineare 
von  der  Art 

(125)    yi  =  U+ A^\0gV^'\ |-^nl0gVm  +  i?ie/i(5i,/i(5i))  +  — 

sein,  worin  w,  v^,  .  . .  i^w»  algebraische  Functionen  von  x  und 
A^y  .  ..Amy  ^1, ...  J5*  Constanten  bedeuten.  Aus  dem  zweiten 
oben  angeführten  Satze  des  ersten  Kapitels  folgt  ferner,  dass, 
wenn  wir  jetzt  wieder  eine  algebraische  Function  ^^  von  x 
bilden,  welche  die  Losung  einer  mit  Adjungirung  von  x  und 
f(x)  irreductibeln  Gleichung  Ö^^  Grades 

(126)     t/>  +  ^,  {X,  fix))  ^-1  +  . . .  +  v-,  (a;,  f{x))  =  0 

ist^    und    durch  welche  sich   die   sämmtlichen    algebraischen 
Functionen 

(127)      W,  Vi,  ^2,  .  .  .  Vmy  5i,  f^  (5i),  52,  f^  {s^,   ...  5*,  fi{Sk) 

rational  ausdrücken  lassen,  wenn  wir  ferner  die  der  Lösung 
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Gleichung  (97)  bezeichnet^   den  folgenden  Satz,  welcher  das 
Ab eV sehe  Theorem  genannt  wird: 
Ist 

(119)  Pq0^  +  Pj^H^"^  H 1-  Pn-iZ  +Pn  =  0 

eine  algebraische  Gleichung  von  der  Dimension  n  und  dem  Ge- 
schlechte Pj  und  bezeichnet  man  mit  J(x,  z)  das  Integral  der 
Differentialgleidiung 

(120)  ^^9>ix,,), 

worin  tp  eine  rationale  Function  bedeutet^  so  ist  stets  für  jedes  h 

(121)  fdJ(x,  z)  +JdJ(x,  z)-i \-fdJ (x,  z) 

,(0)^,(0)  ,(0)^,(0)  ,(0)^,(0) 

11  p      p 

=  —  /  dJ(x,  z)  —  '- /  dJ(Xj  z) 

jc(0),  zW  x(0),  z(0) 

11  p      p 

+  u  +  Ai  log  v^  +  Ä^  log  v^  -i f- -belogt;«, 

worin 

Xf»,  . . .  X2^)     sowie  Z?),  . . .  XW 
1  '  p  1  '  p 

die  Lösungen  einer  algebraischen  Gleichung  jp**°  Grades  von  der 
Form 

(122)  X^  +  f,{x,,z,',  x,,z,',  ...o:,,  ^^JX^""^  +  •  •  • 

+  fpi^iy  ^n  ^27  ^25  •  •  •  ^ifc,  ^k)  =  0 

siwd,  in  welcher  /i , . . .  /^  rationale  symmetrische  Functiofien  der 
eingeschlossenen  Grössen  sind,  denen  der  Index  0  resp.  1  oben 
a/nzufügen  ist,  Ä^y  , . ,  A^  Constanten,  u,  v^,  , ,  .  Vg  ebenfalls 
rationale  symmetrische  Functionen  aller  unteren  und  oberen 
Grenzen  der  linken  Seite  von  (121)  sind,  und  wobei  die  al- 
gebraischen Irrationalitäten  Z^^\  . . .  Z^^^  resp.  Z^^>, . . .  Z^^>  rational 

amdrückbar  sind  durch  den  resp.  X-  Werth  und  wiederum  rationale 
symmetrische  Verbindungen  der  eben  bezeichneten  Grössen. 

7.  So  wie  nun  oben  für  die  Differentialgleichung  (32) 
sich  vermöge  des  Functionaltheorems  des  Logarithmus  für 
den  Fall  der  Zurückführbarkeit  ihrer  Integrale  auf  algebraisch- 
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logaritbmische  Functionen  der  wichtige  Satz  ableiten  liess, 
dass  in  den  Integralwerth  keine  anderen  algebraischen 
Irrationalitäten  eintreten  als  die  in  der  Differentialgleichung 
enthaltenen,  so  wird  sich  nunmehr  vermöge  des  ÄbeVachen 
Theorems  ein  ähnlicher  ganz  allgemeiner  Satz  ableiten  lassen, 
der  später  auf  beliebige  lineare  Differentialgleichungsysteme 
ausgedehnt  werden  soll. 

Sei  nämlich  das  Integral  y^  der  Differentialgleichung 
(32)  algebraisch  durch  x,  logarithmische  Functionen  von  al- 
gebraischen Functionen  von  x  und  durch  Integrale  ^i,  027  »"^k 
der  resp.  Differentialgleichungen 

ausgedrückt,  in  welchen  f^^  f^,  . .  .fh  algebraische  Functionen 
ihrer  Argumente,  und  5^,  s^y  •  •  •  s^  algebraische  Functionen 

von  X  bedeuten,  so  wird  zunächst  wieder  nach  dem  ohen  zu 
(32)  angeführten  Satze,  wenn 

(124)  ^1  =  Ji  (5i ,  /;  (5,))  ,   .  .  .  ^;fc  =  eT*  (s*,  fk  {Sk)) 

gesetzt  wird,  die  Form  der  Beziehung  nothwendig  eine  lineare 
von  der  Art 

(125)  yi=w+^ilogt;i-| |-^mlogVm+J?ie7i(5i,/;(5i))  +  ... 

sein,  worin  w,  v^^  . .  .  t^m  algebraische  Functionen  von  x  und 
A^,  .--Ämy  B^y  ...Bk  Constanten  bedeuten.  Aus  dem  zweiten 
oben  angeführten  Satze  des  ersten  Kapitels  folgt  ferner,  dass, 
wenn  wir  jetzt  wieder  eine  algebraische  Function  t^  von  x 
bilden,  welche  die  Lösung  einer  mit  Adjungirung  von  x  und 
/"(ir)  irreductibeln  Gleichung  ä^^  Grades 

(126)     t'  +  t,  ix,  f{x))  ^-1  +  . . .  +  ^,  (  o;,  fix))  =  0 

ist,     und    durch  welche  sich   die   sämmtlichen    algebraischen 
Functionen 

(127)      W,  Vi,  ^2»  •  •  •  ^m,  5i,  fi  (5i),  Sg,  /;  (Sg),   ...  5*,  ^(5*) 

rational  ausdrücken  lassen,  wenn  wir  ferner  die  der  Lösung 
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ta  vermöge  der  rationalen  Ausdrücke  in  ^entsprechenden  Werthe 
der  Grössen  (127)  mit 

(128)  «„, «(«),  «w, ...«(«),  4«),  /;(sw),  4«),  f,(s<->),  ...4«),/i ,  (4«)) 

bezeichnen^  die  ä  Werthe  für  y 

+  ÄJt(4",/*(4'')) 
^3= «,+^1  log  »<«)+...+^„iogt>w + J5i  Ji(4«),  /;(4»)))+- 

(I29)j  +  B*^*(4*'. /*(4")) 

y,=M,+^iiog4-')+.-.+^„iogt>^j)+JB,j,(4<'),/;(4')))+" 

sämmtlich  Integrale   von  (32)  sein   werden,  und  somit  auch 
wie  oben  von  einer  additiven  Constanten  abgesehen 

(130)        y,  =  J2  ^^  +  t  *^«  ^?^<'^ ...!;(/)  +  ... 

1 

+  ^logte'ti«-t;(f)+^^*'^,(s?),/;(4f)))+- 


+ 


^ 

a 


?^*(s?>,A(sf)). 


Beachtet  man  nun  wieder,  dass  die  Wertheverbindungen 

j  Wj ,  t;^)  v(^)  . . .  t;(f ) , 
sowie  die  symmetrischen  Functionen  von 

rationale  symmetrische  Functionen  der  Lösungen  der  Gleichung 
(126),  also  rational  durch  x  und  f{x)  ausdrückbar  sind,  so 
folgt  durch  Anwendung  des  oben  ausgesprochenen  J.&aZ'schen 
Theorems,  indem  man  die  unteren  Integralgrenzen  constant 
setzt,  der  nachstehende  Satz: 
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Ist  das  Integral  einer  algebraischen  Differentialgleu^tmg 
der  Form 

eine  algebraische  Function  von  x,  von  Logarithmen  algebraischer 
Functionen  und  Integralen  von  Differentialgleichungen  der  Form 
(123),  oder  von  AbeVschen  Integralen,  also  nothwendig  von  der 
Gestalt 

yi=-u  +-4i  log  Vi  4-  •  •  •  +  Am  log  Vm  +  Bi  Ji  {s,,  /;(sj)  + ... 

+  BkJk{sk,  fk(Sk)), 

worin  m,  v^,  . . .  Vm ,  s^,  • .  •  s*  alg^aische  Functionen  von  x, 
fi9  f^j  "  '  fk  algebraische  Functionen  ihrer  Argumente ,  A^ , 
. . .  Amj  B^,  . ,  .Bh  Constanten  bedeuten ,  so  lässt  sich  dieses 
Integral  stets  auf  die  Form  bringen 

(131)  y,  =  Z7+  Gl  log  F,  +  . . .  +  C^log  r^ 

+  -f^}  '^'^'^^^'  /i(v))  H 

1 
B    ^* 

1 

worin  d  eine  ganze  positive  Zahl,  C^,  - .  ^  Cfi,  JS^ ,  . . .  ^t  Con- 
stanten,  jPi,  i>2,  •••!>*  das  Geschlecht  der  algebraischen  Irratio- 
nalitäten fi(s\  ^(s),  ...  fk(s),  ferner  U,  V^,  . . .  Vf4,  rationale 
Ftmctionen  von  x  und  fix),  und  tia,  t^a,  •  -  ^tp  a  Lösungen 

einer  algebraischen  Gleichung  jp«*®^  Grades  von  der  Form 

(132)  ^Pa  +  F,  ix,  f{x))  ^Pa-i  +  •  •  •  +  i^p„  i^,  f{x))  =  0 , 
in  welcher  F^,  ...  2^   rationale  Functionen  der  eingeschlossenen 

a 

Grössen  bedeuten,  endlich  faiyia),  fa(t,2a)f  • . .  fa(tp  a)  rationale 
Functionen  von  den  resp.  tia ,  t^a,  >*  •tp  a  und  den  Grössen 

X,  f{x)  sind. 

S.    Wir  werden  im  Folgenden  das  Integral  der  Diflfe- 
rentialgleichung 

Koenigsberger,  Lehrbuch.  15 
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dy  1 


(1^^)  dx         y  X-  a)  {X  —ß){x^  y)  (x  —  S) 

ZU  betrachten  habcD^  welches  man  ein  elliptisches  Integral  erster 
Gattung  nennt,  und  dessen  Bescha£Penheit  um  die  singuläreu 
Punkte  der  Differentialgleichung,  die  offenbar  x  =  a,  ß,  y,  d 
sind,  untersucht  werden  soll. 

Aus  den  früheren  Auseinandersetzungen  ist  zunächst  er- 
sichtlich, dass  das  Integral  y  um  einen  beliebigen  Punkt  § 
der  Ebene  —  ausser  um  a,  /S,  y,  d  —  eine  nach  positiven 
steigenden  ganzen  Potenzen  von  x  —  S  fortschreitende  Ent- 
wicklung besitzt;  greifen  wir  jedoch  einen  der  singulären 
Punkte   z.  B.   a   heraus,    so   wird   die   Differentialgleichung 

(133)  in  der  Umgebung  von  a  lauten: 

d  -- 

^  =  (a:  -  a)     ^  (a^  +  a^{x  —  «)  +  «aC^^  —  «)'  H ); 

worin  ttQ  von  Null  verschieden  ist,  und  somit 

1  3 

(134)  y-v  =  2ao(^  -  «)^  +  |  a,(x  -  «)^  +  •  • ., 

also  das  Integral  zweideutig  und  endlich.  Setzt  man  ferner^ 
um  das  Integral  in  der  Umgebung  des  unendlich  entfernten 
Punktes  zu  untersuchen, 

(135)  •     a;  =  |, 
so  geht  (133)  in 


•  y^l  —  at)  (1  —  ßt)  (1  —~yt)(i  —  dt) 

über,  und  da  ^  =  0  weder  ein  Verzweigungspunkt  noch  ein 
Discontinuitätspunkt  der  rechten  Seite  ist,  also,  wenn  die 
Quadratwurzel  für  ^  =  0  positiv  genommen  wird, 

und  somit 


ist,  so  lautet  die  Entwicklung  von  y  um  den  unendlich  ent- 
fernten Punkt  herum 
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(137)  y_^  =  a;-i  +  ^x-''  +  .-., 

ist  also  dort  eindeutig  und  endlich^  und  wir  finden  somit^ 

dass  das  Integral  der  Differentialgleichung  (133)  eine  fm 
alle  endlichen  und  unendlichen  Werthe  der  Vandbeln  endlich 
bleibende  Function  ist 

Wir  wollen  nunmehr  untersuchen,  welche  Werthverände- 
rung  das  Integral  bei  Umkreisung  der  singulären  Punkte 
erleidet. 

Fassen  wir  den  singulären  Punkt  a  in's  Auge  und  lassen 
y  von  a;  =  0  ausgehend  einen  geschlossenen  Weg  um  a 
beschreiben ;  der  aus  der  von  0  nach  a  gehenden  Geraden, 
einem  unendlich  kleinen  um  a  gelegten  Kreise  und  derselben 
von  a  nach  0  zurückführenden  Geraden  bestehen  soll,  so  wird 
der  Werth  des  Integrales  der  Differentialgleichung,  wenn  zur 
Abkürzung 

(138)  {x  -  a)  (a;  —  /3)  {x  -  y)  (a;  -  <J)  =  B{x) 

gesetzt  und  beachtet  wird,  dass  bei  einer  Umkreisung  von  a 
die  Quadratwurzel  ihr  Zeichen  ändert,  in 

et,  0 

r  139)  /*  ^^     \    c  ^^    c 

JVW)      JVW)      JVW) 

0  (er)  a 

übergehen;  setzt  man  nun  für  das  um  a  zu  nehmende  Kreis- 
integral 

(140)  X  —  a  =  r(co8  g?  +  i  sin  q)) , 

worin  r  unendlich  klein  ist,  so  sieht  man  sofort,  dass,  weil 

dx=ir(co8  9+i  sin  q>)dq},    Yx  —  a  =  r^(cos  ^4"^^i^?) 
ist, 

(141)  A^  =  0 
^        ^                                JVB{x) 

(ff) 

1 

wird,  da  der  Zähler  eines  jeden  Elementes  den  Factor  r^ 
für  unendlich  kleine  r  behält,  und  es  geht  somit  die  Ver- 
änderung des  Integrales  nach  (139)  in 

15* 


dx 
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(142)  Ä  =  2  f- 


a 

dx 


yR{x) 

0 

über.     Aber  durch  die  Umkreisung  des  Punktes  a  ist  auch 

die  Differentialgleichung  (133)  verändert  worden,  indem  ^IHx) 

in  —  yB{x)  tiberging,  und  es  würde  somit,  wenn  man  den 
singulären  Punkt  a  noch  einmal  umkreiste,  damit  auch  die 
Differentialgleichung  ihre  frühere  Form  wieder  annimmt,  die 
Veränderung  des  Integrales  A  —  -4  =  0  geworden  sein. 
Lässt  man  jedoch  das  Integral  zugleich  die  Punkte  a  und  ß, 
a  und  y,  a  und  8  umkreisen,  so  wird  einerseits  die  Diffe- 
rentialgleichung unverändert  bleiben,  andererseits  wird,  wenn 

ß  r  d 

(143)  B  =  2  f4^y  G=2  ('-4^,  2)=  2  f'-^^ 

JVmW)'  J\m{x)'  JVb(x) 

0  0  0 

gesetzt  wird,  die  Veränderung  des  Integrales 

(144)  2(A-B),    2{Ä  —  a),    2{A  —  D) 

sein,  und  da  wir  die  Variable  x  beliebig  oft  diese  Umkrei- 
sungen machen  lassen  können,  so  werden  also  m  jedem  Werthe 
von  X  unendlich  viele  Integralwerthe  der  Differenticdgleichung 
(133)  gehörerij  die  sich  alle  um  Grössen  der  Form 

(145)  2m^{A  -  JB)  +  2m.,{A  -  C)  +  2m^{A  -  D)      • 

unterscheiden,  worin  m^,  m^,  m^  beliebige  positive  oder  negative 
ganze  Zahlen  bedeuten. 

Aber  es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  Grössen  (144) 
nicht  von  einander  unabhängig  sind.  Denn  da,  wie  vorher 
gezeigt  worden,  der  unendlich  entfernte  Punkt  kein  singu- 
lärer  ist,  also  für  eine  Umkreisung  des  unendlich  entfernten 
Punktes  das  Integral  der  Differentialgleichung  (133)  ein- 
deutig bleibt,  andererseits  eine  solche  aber  das  Integral  um 
A  —  B  -{-  G  —  D  ändert,  so  muss 

(146)  A  —  B  +  G  —  D  =  0 
sein  oder 

(147)  A  —  D  =  {A-G)  —  {A  —  B), 

so  dass  für  beliebige  Umkreisungen  der  singulären  Punkte  das 
Integral  nach  (145)  um 
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(148)  2^(Ä  —  B)  +  2v(Ä-C) 

mnimmt,  worin  [i  und  v  beliebige  game  Zahlen  bedeuten. 
Man  nennt  die  Grössen 

(149)  2(^-JB)  =  Oi,    2(^-C)  =  02 

die   Periodicitätsmodiiln    des    Integrales    der   Differentialglei- 
chung (133). 

9,  Nachdem  wir  die  Veränderung  der  Integrale  der 
Differentialgleichung  (133)  bei  beliebiger  Umkreisung  der 
singulären  Punkte  festgestellt  haben^  wollen  wir  das  zu- 
gehörige Fuuctionaltheorem,  als  speciellen  Fall  des  ÄbeU 
sehen  Theorems,  entwickeln. 

Setzt  man  der  Gleichung  (97)  entsprechend 

(150)  z^^(x  —  a)  {x  —  ß)(x  —  y)  (x  -  S)  =  0, 

so  dass  die  Differentialgleichung  (133)    der  Gleichung  (98) 
analog  in 

(151)  S  =  7 

Übergeht,  und  stellt  man  mit  (150)  die  der  Gleichung  (99) 
entsprechende  Gleichung 

(152)  ^      0  —  (y^^ßyS  +  a,x  +  a^co')  =  0 

zusammen,  so  wird  das  Eliminationsresultat  (100)  lauten: 

(153)  F(x)  =  {x-a){x—ß)(x-y)(x—d) 

—  (Yaßyd  ^a^x  +  a^  x^J  =  0 
oder 

(154)  x\a^^—\)'{'C(?{2a^a^+i:a)+x^  {a^^+2a^y'ii:fi^-Saß) 

-{-x{2a^yaßyd'\-Eaßy)=0. 

Da  nun  eine  der  Lösungen  dieser  Gleichung  constant 
Null  ist,  also  nicht  mit  einer  Aenderung  von  a^  und  a^ 
variirt,  so  wird  den  Gleichungen  (103)  und  (105)  gemäss 
das  zu  OJ  =  0  gehörige  Integral  aus  dem  J.6rf^schen  Theorem 
herausfallen,  und,  wenn  wir  nunmehr  a^  und  «3  so  bestimmen, 
dass  die  Gleichung  (152)  durch  die  beliebigen  Werthesysteme 
^1 ;  ^1 )  ^2  >  ^2  befriedigt  wird,  dass  also 
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(155)  g^—YaßyS^üiXi+a^Xj^,  z.^—yaßyd=a^x^'{-a^x^^ 
ist,  so  wird  die  Gleichung 

(156)  x\a^^  —  1)  +  x\2a^a^  +  Ha) 

'\'x{a^^+2a^yaßYS—Ilaß)-]-{2a;yaßyd+IlttßY)=Q 

zu   den  Lösungen  x^  und  x^   die  Lösung  x^  liefern  von  der 
Art;  dass  sich  nach  (103)  die  Beziehung  ergiebt 

(157)  ^^'  —  +  ^""^ 


Vix^-cc)  {X,-  ß)  (x,-y)  (x,^d)  y{x,-'a){x^-ß)  {x^-y)  {x,-d) 

I  ^^3 


V(^s-  a)  (^s-P)  (^3~y)  K-^) 

dF 
CTs  >/(a;  -  ß)  («  -  ß)  («  -  y)  (a;  -  «) .  |£- 


—  da^  ^Q 


dF 


, dF 

1.2,3  yix-cc){x^§){x^y)[x-8)  .^^ 


Da  aber  nach  (153) 

(158)  11^  =  2  (y^M  +«,«;  +  a,x^)  X 

=  2x  y{x  —  u)(x  —  ß)  (x  —  y)ix  —  d), 

=  2x^  y(x  —  a){x~  ß)  (x  —  Y){x—d), 
so  gehen  die  beiden  Summen  der  rechten  Seite  in 

X  nß   2 

fTF-    ^^^    2~dF^ 

1.2,3    -^  1,2,3    ^ 

Über  und  verschwinden  daher  beide  nach  einem  bekannten 
elementaren  Satze  über  rationale  Functionen,  da  F(x)  vom 
4ten  Grade  und  die  Zähler  vom  ersten  resp.  zweiten  Grade  sind. 
L'ässt  man  nun  das  Integral  der  Differentialgleichung 
(151)  für  X  =  0  selbst  den  Werth  Null  annehmen,  so  geht 
die  Gleichung  (157)  in 
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•T^  X^ 


(159)    /' ^-.  +    f  ,  ^'L^ 

J'/(«-«)(«-ft(a;-y)(a;-ö)  J  V^,x-a)(x-ß)(x- 


y){x-S) 

U 


-ß 


dx 


V{x  —  a)  {x  —  ß)  (x  —  y)  {x  —  d) 
0 

über,  d.  h.  es  lassen  sich  zwei  Integrälwerfhe  für  beliebig  ge- 
gebene Argumente  und  dazu  bestimmte  Irrationalitäten  m  einem 
ebensolchen  Integralwerth  vereinigen^  für  welchen  das  Argument 
x^  in  der  folgenden  Weise  bestimmt  wird;  aus  den  Glei- 
chungen (155)  folgt  nämlich 


(160) 


_  {z^-y<xpyS)x,^-(e^-yccpyS)  x, 

1      2  \    2   "^~       1/ 

_  (g,  -  VaßyS)  X,  -  (g,  -  V^PTj)  a:, 

*^1  *^2  \*^2  *^l) 


und  die  Gleichung  (156)  liefert 


(161)  a:...a.3  =  -^'">^y_V-^> 

so  dass  sich  mit  Benutzung  von  (160) 
(162U  ^  { 2y;^^((g^~V^^^)a;,«~(i?,-y^^a;iO+2;«|?y.a;ia?,(a;,--a?,) }  (x,  -x,) 

ergiebt  und  nach  (152) 


(163)  0Q  =  Yaßyd  +  a^x^  +  a 


2^3  • 


Die  elliptischen  Integrale  gehören  also  mm  Geschlechte  p  =  1, 
Es  mag  hinzugefügt  werden,  dass,  wenn  die  Differential- 
gleichung  (151)  in  der  sogenannten  Normalform*) 


*)  Das  allgemeine  elliptische  Differential  ist,  wie  die  Elemente 
der  Integralrechnung  lehren,  dnrch  Substitutionen  beliebigen  Grades 
auf  die  Normalform  reducirbar;  es  genügt  hier,  die  lineare  Trans- 
formation 

^^  Y  +  ß    ,    Y  —  ß  jc-fi 


2       1  —  fix 

anzuführen,  welche,   wie   unmittelbar   zu  verificiren,   wenn   /*  und  Je 
durch  die  Gleichungen 
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(164)  ^  = '— 


y(l  — rc*)  (l  —  k*  X*) 

gegeben  ist,  worin  Je  eine  Constante  bedeutet  und  der  Modul 
des  elliptischen  Integrales  genannt  wird,  wie  aus  (159)  und 
(162)  leicht  zu  entnehmen, 

an  as» 

^      ^  J  y(i  -  X')  {T^^k*^)  "^  J  v(r^ 


dx 


-J 


X*)  (1  —  k^'x^) 

0 

dx 


y(i  —  ÄJ*)  (1  —  k^x^j 

0 

wird  für 


,^^.        x,y(i^x,*)ii-k'x,^  +  x,y(i^x,*)(i^k^x,  *) 

10.  Es  bleibt  uns  nun  noch,  den  Untersuchungen  des 
Abschnittes  I.  4.  dieses  Kapitels  analog,  zu  zeigen,  wie 
die  Eenntniss  dieser  Eigenschaften  der  elliptischen  Differen- 
tialgleichungen wieder  die  Mittel  zur  Aufstellung  von  Unter- 
suchungsmethoden an  die  Hand  giebt,  um  für  den  Fall,  dass 
-4&rf'sche  Differentialgleichungen  auf  elliptische  reducirbar  sind, 
die  Natur  der  letzteren  zu  erforschen,  genau  wie  es  oben  für 
den  Fall  der  Bedoction  auf  algebraisch-logarithmische  Func- 
tionen gelungen  war. 

Bestehe  also  zwischen  dem  Integrale  y^  der  Differential- 
gleichung 


1  -{-  ß         a  —  yl  —  k 

1—  fi         a  —  ß   1  +  & 
und 


(\_-JcY_  (a  -ß){d-  y) 
\14-ä;/ 


+  k/        {a^y)  (d-p) 

bestimmt  sind,  das  Differential 

dz 


y  (^  _  a)  (^  _  ß)  (;,  -.y){z^  d) 

in 

1  dx 


M  y(l  —  x^)  (1  -  A«  x'') 
überführt,  worin 


ist. 


2    F  k 
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(167)  a=r., 

in  welcher  T^  eine  Lösung  der  irreductibeln  algebraischen 
Gleichung 

(168)  r-  +  /;(^)r— ^  +  ^(a;)r--^  +  ...  +  /;„(a;)  =  0  , 

ist;  algebraisch  -  logarithmischen  Functionen  und  anderen 
AbeVschen  Integralen  eine  algebraische  Beziehung^  so  wird 
diese;  wie  oben  gezeigt  worden,  stets  von  der  Form  (131) 
sein,  und  wenn  wir  annehmen,  dass  in  dieser  Relation  auch 
elliptische  Integrale  enthalten  sind,  für  welche  das  Geschlecht 
der  Einheit  gleich  war,  so  wird  die  rechte  Seite  der  Glei- 
chung (131)  einen  Posten  von  der  Form 


(169)  fe7(r,^(ir))=fyV(^,  /-(O) 


dt 


enthalten,   worin  r  eine  rationale  Function   von  t  und  f{t) 
bedeutet, 

(170)  f(t)  =  y(t-a){t-ß){t-Y)it-dJ, 

und  nach  dem  dort  ausgesprochenen  Theorem,  da  j)  =  1  ist, 
r  eine  rationale  Function  von  x  und  Y^  von  der  Form 

(171)  t  =  R{x,  rj 
und 

(172)  f(r)  =  Qix,  rj 

ist,  worin  q  ebenfalls  eine  rationale  Function  ausdrückt. 
Da  aher  aus  (171)  folgt,  dass  nach  (168) 

(173)  dt=^R,(x,  Y^)dx, 

worin  B^  rational  aus  x  und  Y^  zusammengesetzt  ist,  und 
somit  nach  (172) 

(174)  ^^  ^  B,{x,  Y,) dx 

wird,  worin  B2  wiederum  rational  ist,  so  finden  wir, 

dass,  wenn  in  der  oben  angenommenen  algebraischen  Be- 
ziehung ztjoischen  dem  Integrale  y^  der  Differentialgleichung  (167) 
und  AbeVschen  Integralen  ein  elliptisches  Integral^  das  nur 
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Irrationalität  f(t)  in  (170)  gehört,  vorkommt,  dann  aiuih  stets 
ein  zu  einer  zugeordneten  Differentialgleichung 

(175)  ^  =  B,ix,Y,), 

in  welcher  JJg  eine  rationale  Function  bedeutet,  gehöriges  Integral 
zugleich  das  Integral  der  elliptischen  Differentialgleichung 


(176) 


dy 1 


dz         >/(r-«)  {t-"ß)  (r-y)  (r  -  d) 


sein  wird,  worin  t  und  y(t  —  a)  (r  —  ß)  (r  —  y)  (r  —  d) 
rational  durch  x  und  Y^  ausgedrückt  sind. 

Sei  nun  Y^ ,  wie  früher,  die  Lösung  einer  Gleichung  der 
Form 

(177)  r*^ + f,(x)  r(*~i)^ + f^{x)  r(*-2)A'  ^ 1-  fj,(x) = o, 

und  sei 

X  t 

n  78"^  /  y  dr  =s  I  — 

worin  r  und  )/(r  —  «)  (r  —  ß)  (r  —  y)  (r  —  S)  rationale  Func- 
tionen von  X  und  Y^  sind,  so  wird  aus  den  zur  Gleichung 
(43)  angegebenen  Gründen,  wenn  wieder 

(179)  6  ==  e  ^ 

gesetzt  wird. 


X 


(180)      A  Y,  dx = r, 1* 

sein,  worin  t^  und  die  zugehörige  Irrationalität  so  aus  x  und 
sY^  zusammengesetzt  sind,  wie  es  t  und  die  entsprechende 
Irrationalität  aus  x  und  Y  waren,  und  aus  (178)  und  (180) 
ergiebt  sich  somit 

(181)  rl__fi____  = ,  r!  __.__,f^  ____,.._.,, 

J  V{t-cc)(^t-ß){t-y){t-d)  J  y(t-cc){t-ß){t-Y){t^d)' 

worin  offenbar  t  algebraisch  von  r^  abhängt.  Besteht  aber 
wiederum  eine  solche  Beziehung,  so  muss  vermöge  des  durch 
die  Gleichung  (131)  ausgesprochenen  Satzes  auch 
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(182)  r       ''    = = ^  i'^]       '' 

seiiiy  worin  Tg  und  die  zugehörige  Irrationalität  durch  r^  und 
dessen  Irrationalität  rational  ausdrückbar  ist. 

Nennen  wir  nun  die  früher  definirten  Periodicitätsmoduln 
des  obigen  elliptischen  Integrales  od^  und  co^;  so  wird, 
da  eine  Veränderung  der  Integrationswege  in  (182)  auf 
beiden  Seiten  nur  Multipla  der  Periodicitätsmoduln  hinzufügen 

kann, 

\S(o^  =  ea^io^  +  ea^Gi^ 

< 


(183) 


sein  müssen,  und  somit  s  eine  Losung  der  Gleichung 


(184) 


a^s  —  ö     a^B 


=  0 


sein,  also  die  Lösung  einer  gamzahligm  quadratischen  Glei- 
chung sein  müssen.  Nun  zeigt  aber  eine  elementare  alge- 
braische Betrachtung,  dass,  weil 

(185)  £  =  e  ^  =  cos 1-  isin  — , 

also  hier  cos  —  eine  rationale  Zahl  sein  müsste,  dies  nur  für 

^  =s  2,  3,  4,  6  der  Fall  sein,  oder  dass  b  nur  die  Werthe 
haben  kann 

2  7t»  2  7ti  2  ni  2  7ti 

(186)  s  =  e~,    e^,    e\    e\ 

Wir  erhalten  somit  den  folgenden  Satz: 
Die  Differentialgleichung 

dy 


dx 


=  ^1, 


in    welcher    Y^    die    Lösung    einer    irreductibeln    algebraischen 
Gleichung 

ist,  Jcann  nur  dann  mit  einer  Differentialgleichung  der  Form 
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dy 


d^         y(t~a)(T-p)(T-y)(T-iy)' 

worin  t  eine  algebraische  Function  von  x  ist,  ein  Integral  ge- 
mein haben,  wenn  ft  =  2,  3,  4,  6  ist, 

und  die  Gleichung  (181)  zeigt  dann,  dass  in  den  FäUen 
fi  =  3,  4,  6  die  elliptische  Differentialgleichung  die  Formen 
haben  muss 

dy 1  dy 1  dy  1 

dt        -j/x^—  i'      dt        y^*  —  1 '      dT        ]/r6_  i 

Wir  führen  diese  Untersuchungen,  die  ebenfalls  später 
in  der  Theorie  der  linearen  DiflEerentialgleichungen  ihre  An- 
wendung finden  werden,  nicht  weiter  aus,  indem  es  uns  auch 
hier  nur  darauf  ankam,  an  einer  bestimmten  Frage  die 
Methoden  zu  entwickeln,  welche  die  früher  aufgestellten  all- 
gemeinen Sätze  an  die  Hand  geben;  die  weitere  Ausführung 
bietet  interessante  Anwendungen  der  Ereistheilung  auf  die 
Theorie  der  Differentialgleichungen. 


II.  lieber  Differentialgleicbnngsysteme  erster  Klasse 

von  der  Form   ^  =  f{y). 

1.  Um  zunächst  einige  einfache  transcendente  Functionen, 
welche  Differentialgleichungen  von  der  Form 

(1)  a = m 

angehören,  hervorzuheben,  werde  die  Differentialgleichung 

(2)  2  -  y 

vorgelegt.  Da  die  rechte  Seite  derselben  für  kein  endliches 
X,  wenn  ein  endlicher  Werth  von  y  zugeordnet  wird,  unend- 
lich oder  mehrdeutig  wird,  da  ferner,  wenn 

1^ 

^        z 

gesetzt  wird,  die  Differentialgleichung  (2)  in 
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übergeht^  also  für  ein  endliches  x  und  0  =  0  d.  h.  y  =  oo  die 
rechte  Seite  von  (3)  endlich  und  eindeutig  bleibt,  und  somit 
nach  den  Auseinandersetzungen  von  III.  des  ersten  Kapitels  diese 
Gleichung  nur  das  identische  Integral  0  =  0  besitzt,  so  folgt, 
dass  die  durch  die  Differentialgleichung  (2)  definirte  Function 
für  alle  endlichen  a;-Werthe  endlich  und  eindeutig  ist,  und 
wenn  wir  dasjenige  particuläre  Integral  herausgreifen,  welches 
für  X  =  0  den  Werth  1  annehmen  soll,  so  wird  sich  wieder 
unmittelbar  durch  successives  Differentiiren  um  x  ^=0  herum 
in  der  ganzen  unendlichen  Ebene  gültig  die  Darstellung  jenes 
Integrales,,  welches  die  Exponentialfunctioff  genannt  und  mit 
c*  bezeichnet  wird,  in  der  Form  ergeben 

(4)  ^  =  i  +  ^  +  |-  +  |^  +  ..., 

und  es  folgt  aus  der  Differentialgleichung  dann  unmittelbar, 
dass  das  allgemeine  Integral  durch 

(5)  y  =  ce^ 

gegeben  ist. 

Es  ist  ferner  aus  der  Differentialgleichung  (2)  unmittel- 
bar ersichtlich,  dass  die  Exponentialfunction  die  ümkehrungs- 
function  der  logarithmischen  Function  darstellt,  und  dass  sie 
also  der  Functionalgleichung  genügt 

(6)  e*»  .  e*»  =  e*i+^; 

da  endlich  die  logarithmische  Function  für  denselben  Loga- 
rithmanden unendlich  viele  um  ganze  Vielfache  von  2jti 
verschiedene  Werthe  besass,  so  wird  also  die  Exponential- 
fonction  die  durch  die  Gleichung 

ausgedrückte  Eigenschaft  besitzen,  und  somit  eine  periodische 
Function  mit  der  Periode  27ci  sein. 

3.  Legen  wir  noch  einen  besonders  wichtigen  Fall  der 
Differentialgleichung  (1)  zu  Grunde 

(7)  j|  =  Viy-'^)(if-ß)(y-r)(y-sh 
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so  ist  zunächst  ersichtlich^  dass,  wenn  dem  x  =' Xq  y  =  ij 
zugeordnet  wird,  worin  iy  von  «,  /5,  y,  d  verschieden,  wegen 
der  Eindeutigkeit  und  Endlichkeit  der  rechten  Seite  von  (7) 
als  Function  von  x  und  y  um  Xq  und  1/  herum  aufgefasst, 
auch  y  eine  eindeutige  Function  von  x  von  der  Form 

(8)  y=-v  +  fliC^  —  ^0)  +  «2(^  —  ^ü)^  H 

sein  wird.  Ist  dagegen  dem  x  =  Xq  der  Werth  y  ^=00  zu- 
geordnet,  so  liefert   wiederum  die   Substitution  y  =  —  die 

z 

Differentialgleichung 
dz 


und  da  hier  entsprechende  Werthe  a?  =  ar^,  js  «■  0  sind,  für 
welche  die  rechte  Seite  wieder  endlich  und  eindeutig  ist, 
so  wird 

(10)  z  =  a^ix  —  x^  +  €c^{x  —  XqY  +  .  •  •, 
also 

(11)  y  =  « -i(:r  —  a^o)-^  +  &o  +  ^  (^  —  ^0)  H ; 

und  somit  y  um  Xq  herum  wieder  eindeutig.  Sollen  sich 
endlich  x  >=  Xq  und  einer  der  Werthe  a,  ß,  y,  d  also  z.  B. 
y  =  a  entsprechen,  so  substituire  man  in  (7) 

(12)  y  -  «  =  ^^ 

und  man  erhält  die  Differentialgleichung 

(13)  fj  =  yl/(^*  +  a-^)(^^  +  «-y)(^^  +  a-<J), 

welche  für  a;  =  aJ^ ,  ^  =  0  wieder  wegen  der  Eindeutigkeit 
und  Endlichkeit  der  rechten  Seite 

(14)  0  ^  a^(x  —  Xq)  +  a^(x  —  Xof  +  ' " , 
also  nach  (12) 

(15)  y  =  a  +  A,(x^x,y  +  A,(x^x,y  +  ^'', 

somit  eine  eindeutige  Function  liefert.     Wir  finden  daher, 

dass    die    durch    die    Differentialgleichung    (7)    definirten 
Integrale  in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  Functionen  sind. 
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Man  neDnt  diese  Functionen  eUiptisehe  Functionen ^  auf 
deren  Eigenschaften  hieV  nicht  eingegangen  werden  kann, 
und  von  denen  nur  bemerkt  werden  soll,  dass  dieselben,  weil 
sie,  wie  aus  der  Differentialgleichung  ersichtlich,  wieder  die 
ümkehrungsfunctionen  der  im  vorigen  Abschnitte  behandelten 
elliptischen  Integrale  sind,  da  die  letzteren  zwei  Periodicitäts- 
moduln  besassen, 

selbst  doppelt-periodische  Functionen  sein  werden. 
Nach  der  zur  Gleichung  (164)   des  vorigen  Abschnittes 
gemachten   Anmerkung   lässt   sich    die   Differentialgleichung 
(7)  durch  die  lineare  Substitution 


2        i  —  fit 

in  die  Differentialgleichung 

dt 


dx 


My{i-r'){i—hH^) 


überführen;  bezeichnet  man  nun  das,  wie  eben  nachgewiesen, 
in  der  ganzen  Ebene  eindeutige,  doppelt-periodische  Integral 
der  Differentialgleichung 

g  =  V(1-«'0(1-ÄVJ, 

welches  mit  der  unabhängigen  Variabein  zugleich  ver- 
schwindet, mit 

u  =  sin  am{x,  h)j 
so  wird 

t  =  sin  am{MXy  k), 

und  somit  das  Integral  der  Differentialgleichung  (7)  durch 

y  +  ^     1^  y  —  ß    sin  aw  (Mx  ,Jc)  —  ft 


2       1  —  ii{smam{MXyk) 

dargestellt  sein. 

Es  mag  genügen,  von  der  Klasse  der  Differential- 
gleichungen (1)  die  beiden  wichtigen  Fälle  (2)  und  (7) 
hervorgehoben  zu  haben,  und  es  soll  nun  für  die  allgemeine 
Differentialgleichung  (1),  zugleich  als  Beispiel  und  zur  Vor- 
bereitung für  die  im  nächsten  Kapitel  zu  entwickelnde  all- 
gemeine Theorie,   wiederum  die  Frage   nach  der  Natur  der 


1 
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Integrale  in  der  Umgebung  der  singulären  Funkte  näher 
erörtert  werden. 

3.   Entspreche  in  der  Differentialgleichung 

(16)  H = f(y) 

dem  Werthe  x  =  Xq  ein  endlicher  Werth  rj,  so  wird,  wenn  y 
eine  um  Xq  eindeutige  Function  von  der  Form 

(17)  y  —  ri  =  an(x  —  x^Y  +  a„+i(a;  —  x^Y^"^  H 

sein  soll,  da  sich 

(18)  ^?L^!>y  =  {x-x,)  (1  -\.b,ix-x,)  +  h,{x-x,y-\-) 

ergiebt,  nach  dem  im  ersten  Kapitel  III.  7.  bewiesenen 
Hülfsatze 

-  1 

(19)  x-x,^(^^y+c,(y-rir  +  -'- 

folgen,  und  da  durch  Differentiation  von  (17) 

(20)  ^  =  nan(x-x,Y-'  +  in+l)an+i(x^x^Y  +  - 
oder  nach  (19) 

(21)  If  =  ««„"(y  -r,)''  +d,(y-  i,)"+  •  •  • 

folgt,  so  ergiebt  sich  durch  Vergleichung  von  (16)  und  (21) 
als  nothwendige  Bedingung  dafür,  dass  y  in  dem  Punkte  Xqj 
für  den  ri  ein  n-facher  Verzweigungspunkt  von  /"(y)  ist,  eine 
eindeutige  Function  von  x  wird,  die,  dass  die  Entwickl/ung 
der   Function   f{y)    in    der    Umgebung  des  Punktes  ri  nach 

steigenden  Fotenzen  von  (y  —  i^)**  mit  dem  Gliede 

(22)  (Sf-V)' 

beginnt,  dass  also,  wenn  /*(y)  in  ij  eindeutig,  also  w  =  1  ist, 
die  Entwicklung  von  f{y)  mit  einer  Constanten  anfaiigi> 
d.  h.  f(ij)  von  Null  verschieden  ist 
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Aberjes  lässt  sich  auch  umgekehrt  zeigen ,  dass,  wenn 
in  der  Differentialgleichung  (16)  die  Entwicklung  von  f(f/)  um 
den  Punkt  ri  herum  n-deutig  ist  und  ein  Anfangsglied  von  der 
Form  (22)  hesit0t,  die  Differentialgleichung  um  den  ents^echenr 
den  Punkt  Xq  herum  ein  den  Werth  rj  annehmendes  eindeutiges 
Integral  besitzt.    Denn  wenn 


n  —  1  1  n 


(23)  II  =  e,(i,  -v)'  +  e,{y-  ij)"+  •  •  • 
ist,  so  folgt,  wenn 

•  — 

(24)  {y  —  riY^z     oder     y  =  ^  -\-  ri 
gesetzt  wird, 

^     -^  dx         n   ~^  n      "^         ^ 

worin  e^  von  Null  verschieden  ist,  und  da  diese  Differential- 
gleichung wegen  der  Natur  der  rechten  Seite  vermöge  der 
wiederholt  angeführten  Sätze  ein  um  Xq  herum  eindeutiges, 
nicht  identisch  verschwindendes  Integral  besitzt,  so  wird  auch, 
wie  behauptet  worden,  nach  (24)  sich  y  als  ein  um  Xq  herum 
eindeutiges  Integral  der  Differentialgleichung  (16)  ergeben. 

Entwicht  ferner  dem  Werthe  x  =  (x>ein  endlicher  Werth  ri, 
80  führt  die  Substitution 

(26)  x^^ 

die  Differentialgleichung  (16)  in 

(27)  sIr — ^"'^(^) 

über,  und  es  geht  für  den  Fall,  dass  um  rc^  =  0,  y  =  iy 
hemm  das  Integral  die  Form  haben  soll 

(28)  y  —  V  =  <^nX\  +  Ön+liKj+l  -I , 

also 

-  A 

(29)  X,  =  {^y+  h(y  -  vr+"- 

ist,  die  Differentialgleichung  (27)  in 

Eoenigsberger,  Lehrbnch.  16 
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2  x-2 


(^^)    Ä:  =  -U^)"+^^^^-^r+-)  f^y^ 


über;  da  nun  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  die  Entwick- 
lung der  rechten  Seite  ein  Anfangsglied  von  der  Form 
(22)  haben  muss,  so  wird,  wenn  a;  =  cx),  y^=ri  sich  ent- 
sprechen sollen,  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  y  um  a?  =  cx)  herum  eindeutig  ist,  die  sein,  dass 
das  Anfangsglied  der  EntmMung  von  f{y)  um  y  '=  i]  herum 
lautet 

(31)  (y-v)  '  ' 

Gehen  wir  endlich  zur  Betrachtung  des  Falles  über,  dass 
einem  endlichen  oder  unendlichen  Werthe  von  x  ein  unendlich 
grosser  Werth  von  y  entspricht,  so  zeigt  die  Substitution 

(32)  y  =  j, 

welche  die  Differentialgleichung  (16)  in 

(33)  ^  —  M^ 

Überführt,  und  dem  betreffenden  Werthe  von  x  den  Werth  ^  =  0 
zuordnet,  auf  Grund  der  eben  gewonnenen  Resultate  un- 
mittelbar, dass  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
daßr,  dass  das  zugehörige  Integral  der  Differentialgleichung 
eindeutig  sei,  die  ist,  d^iss  das  Anfangsglied  der  Entuncklung 
von  f{y)  um  y  =  oo  herum 

n-|-l  w —  1 


n  j  .       n 


y  oder    y 

sein  muss,  je  nachdem  der  unendlich  grosse  Werth  von  y  einem 
endlichen  oder  unendlich  grossen  Woihe  von  x  entsprechen  soll. 

Fassen  wir  somit  die  eben  erhaltenen  Resultate  zu- 
sammen, so  erhalten  wir  den  folgenden  Satz: 

Soll  untersucht  werden,  oh  die  durch  die  Differential- 
gleichung 

£=f(y) 

definirte  Function  y  von  x  für  alle  Werthe  dieser  Variabein 
(oder  für  welche   Werthe  derselben  sie)  eine  eindeutige  Function 
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ist,  so  wird  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  m  er- 
füllen  sein,  dass  f(y)  für  einen  beliebigen  endlichen  Werth  rj, 
der  ein  n-facher  Verzweigungspunkt  sein  mag,  nach  steigenden  Po- 
tenzen von  y  —  ri  entwickelt,  wenn  der  Exponent  des  Anfangsgliedes 
kleiner  als  die  positive  Einheit  ist,  mit  einem  Anfangsgliede  von 

n— 1 


der  Form  {y  —  rf)  **   beginne,  und  wenn  derselbe  grösser  als  die 

n-j-l 

Einheit  ist,  mit  einem  Gliede  von  der  Form  {y  —  i^)  "  ,  ferner 
muss  f(y)  nach  fallenden  Potenzen  von  y  entwickelt,  wenn  der 
Exponent  des  Anfangsgliedes  grösser  als  die  positive  Einheit  ist, 

mit  y  **  ,  und  wenn  kleiner,  mit  y  "  anfangen;  in  beiden  Fällen 
darf  aber  der  Exponent  nicht  die  positive  Einheit  sein.  Soll 
nur  Eindeutigkeit  für  alle  im  Endlichen  gelegenen  Werthe  der 
X'Variabeln  statthaben,   so  muss  für  jedes  endliche  r^  die  Ent- 

n—l 

uncklung  von  f{y)  nach  steigenden  Potenzen  von  y — rj  mit  (y — rf)  ** , 

und  die  Entumidu/ng  nach  fallenden  Potenzen  von  y  mit  y  " 
beginnen. 

Im  Uebrigen  bestimmt  sich  die  Form  der  um  einen 
ic -Werth  vieldeutigen  Integrale  offenbar  sogleich  aus  den  oben 
gegebenen  Entwicklungen  und  deren  Umkehrungen ^  und  es 
ist  somit  die  Untersuchung  der  Integrale  der  obigen  Diffe- 
rentialgleichung in  der  Umgebung  der  singulären  Punkte 
damit  erledigt. 

4.  Um  eine  Anwendung  des  eben  bewiesenen  Satzes  von 
den  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür  zu 
geben  y  dass  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (16)  eine 
in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  Function  ist,  soll  derselbe 
zur  Beantwortung  der  Frage  benutzt  werden,  von  welchem 
Grade  die  ganze  Function  ü  (y)  sein  muss,  damit  die  Diffe- 
rentialgleichung 

(34)  %  =  f(ii,VR{yl), 

worin  f  eine  rationale  Function  der  eingeschlossenen  Grössen 
bedeutet,  ein  in  der  ganzen  endlichen  ic -Ebene  eindeutiges 
Integral  besitzt. 

16* 
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Da  man  die   rechte  Seite  der  Differentialgleiehimg  anf 
die  Form 


t'. ^if. + *; % v^  ^^j.  r»> w + »: y i'^: [yt y— y. c»^: vi? j^^: 

^•y)+^i(y;yi^(y;  9>*»-^.*  y/i?y. 

bringen  kann,  in  welcher  g>o(j/)f  ^lO/)^  ^oCV'7  ^i(y^  rationale 
Functionen  Ton  jf  bedeuten,  also  die  Differentialgleichung 
selbst  die  Gestalt  annimmt 

(35)  ^  =  F,(y)  +  F,(y)VR(^), 

worin  F^itf)  und  Fi  {y)  rationale  Functionen  von  y  sind,  so 
ist  zunächst  nach  dem  vorigen  Satze  sofort  zu  erkennen, 
dass  die  rechte  Seite  der  Differentialgleichung  für  kein  end- 
liches y  unendlich  werden  darf,  dass  also  l^o(^)  ^^^  ^lis) 
nothwendig  ganze  Functionen  sein  müssen,  wenn  diese  Diffe- 
rentialgleichung ein  in  der  ganzen  endlichen  Ebene  eindeutiges 
Integral  besitzen  soll.  Femer  wird,  wenn  ri^  eine  Losung 
der  Gleichung  R{if)  =  0  ist,  die  wir  ohne  Einschiunkung 
von  mehrfachen  Losungen  frei  annehmen  dürfen,  ij^  ein  ein- 
facher Windungspunkt  der  rechten  Seite  sein,  also  die  Ent- 
wicklung derselben  in  der  Umgebung  von  ri^  nach  steigenden 

Potenzen  von  (y  —  ly^)^  fortschreiten  und  nach  dem  eben  be- 
wiesenen Satze  für  die  Forderung  der  Eindeutigkeit  des  Inte- 
grals mit  dem  Gliede 

(y— i?i)* 

beginnen  müssen.  Daraus  ergiebt  sich  zunächst,  dass  die 
rechte  Seite  von  (35)  für  y  =  rji  verschwinden  muss,  und 
dass  somit  sämmtliche  Losungen  von  E(y)  ^^0  auch  Fq  (y) 
zu  Null  mächen  müssen.  Wir  können  daher  die  Differential- 
gleichung (35)  in  die  Form  setzen 

(36)  ^  =  -RCy)  '^odf)  +  «.(y))/^), 

worin  coq  (y)  un^  ß'i(y)  wiederum  ganze  Functionen  von  y  bedeuten. 
Sei  nun  B{y)  vom  Grade  A  in  y,  so  wird  A  eine  gerade  oder 
ungerade  Zahl  sein  können.  Ist  X  =  2p,  so  wird  die  Ent- 
wicklung der  rechten  Seite  von  (36)  nach  fallenden  Potenzen 
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von  y  nur  ganze  Potenzen  von  y  enthalten^  also,  da  in  diesem 
Falle  n  =3  1  ist,  nach  dem  obigen  Satze  mit  y^  beginnen 
müssen;  beachtet  man  aber,  dass  dies  für  beide  Vorzeichen 
der  Quadratwurzel  geschehen  muss,  dass  sich  also  nicht  in 
leiden  Fällen  die  höheren  Potenzen  von  y  wegheben  können, 
so  folgt,  dass  B(y)  ein  ganzes  Polynom  höchstens  vom  4*®^ 
Grade  sein  kann,  und  zwar  dass,  wenn  jB(j/)  vom  2*®^  Grade 
ist,  (öj  (y)  vom  ersten  und  <0q  (y)  vom  nullten  Grade  ist, 
während,  wenn  JB(y)  vom  4*^  Grade,  (o^iy)  eine  Constante 
und  (OQ{y)  identisch  Null  sein  muss.  Ist  jedoch  iJ(j/)  von 
einem  unpaaren  Grade  A  =  2p  +  1 ;  so  ist  y  ==  oo  ein  ein- 
facher Windungspunkt  von  V-^Cj/);  ^Iso  w  =  2,  und  dann 
muss  die  Entwicklung  der  rechten  Seite  der  Diflferential- 
gleichung  (36)  nach  fallenden  Potenzen  von  y  nach  dem 
vorigen  Satze  mit  dem  Gliede 

beginnen,  was  nur  möglich  ist,  wenn  entweder  B{y)  vom 
ersten  Grade,  o^  (y)  ebenfalls  vom  ersten  Grade  und  cj^  (j/) 
eine  Constante  oder  JR  (y)  vom  dritten  Grade,  ©^  (y)  eine  Con- 
stante und  cJq  (y)  identisch  Null  ist.  Wir  erhalten  somit  das 
folgende  Resultat: 

Unter  allen  Differentialgleichungen  der  Form 

haben  stets  und  nur  die  in  der  Form  enthaltenen 

(37)     ff  =  Co(y-%)(«^-%)  +  {cip  +  c,)y{y—i}i)  (y^) 

(38)    ^  =  ci/(i^  n.)  {y  -  %)  (y  -%)(:y-  vJ 

(39)    g  =  Co(y  -  m)  +  {0'JJ  +  c,)  1/^"^ 

(40)   ||  =  ci/(y-i?0(y-%)(y-%) 

ßir  diu  endlichen  Werthe  der  Variabein  x  eindeutige  Integrale. 

5.  Wir  wollen  nun  noch  für  die  Differentialgleichungen 

von  der  Form   (1)  einige  Betrachtungen   anstellen,   welche 
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analog  sind  den  im  letzten  Abschnitte  durchgeführten  über 
die  Beziehungen  von  Quadraturen  unter  einander,  und  welcbe 
darauf  beruhten,  dass  sich  jedes  Integral  der  Differential- 
gleichung 

durch  ein  particuläres  y^  derselben  in  der  Form  ausdrücken  liess 

y  =  2/1  +  ^• 
Gehen   wir   nun  von    der    Differentialgleichung  (1)  aus, 
so  wird  sich,  wenn   ein  particuläres  Integral  derselben  mit 
y^  bezeichnet  wird,  aus  derselben 

^     ^  f(y)        fiVx) 

ergeben,  und  es  würde  somit,  wenn  in  (1)  das  allgemeine 
Integral  eine  algebraische  Function  eines  particulären  sein 
soll,  die  Differentialgleichung  (41)  in  y  und  y,  ein  allgemeines 
algebraisches  Integral  von  der  Form 

(42)  y  =  F{y, ,  c) 

haben  müssen.     Für  den  Fall  der  Differentialgleichung 

=  y 


(43) 

dx 

war  in  der  That 

(44) 

y  = 

nehmen  wir  ferner  als  speciellen  Fall  der  Differentialgleichung 
(1)  die  Gleichung 

Z  =  V(r-f)il-I<^y'), 

welche  für  (41)  die  Beziehung  liefert 

dy  dy^ 


(45)  -;- ^ 

SO   folgt  aus  den  Gleichungen  (165)  und  (166)  des  vorigen 
Abschnittes,  dass 

dy  dyi  dri 

(46)  y^^^^-^T^^)  ""  ^(^-^(j^q^  —  y(i_^«)(i_-fcV) 

wird,  wenn 

/47>)         „  _ yjy(\'=^{i^kY)j^ y V{i~~y,'){i-k'^) 
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ist,  und  da  nach  Gleichung  (45)  ärj  =  0,  also  ri  einer  Con- 
stanten c  gleich  sein  muss,  so  ergiebt  sich  zwischen  y  und 
yi  die  Beziehung 


und  die  Gleichung  (45)  hat  somit  die  algebraische  Gleichung 
(48)  zwischen  y,  y^  und  c  zum  allgemeinen  algebraischen 
Integrale;  für  Ä  =  0  ergiebt  sich  für  die  Differentialgleichung 

cm  ^y    =  jyi  _ 

das  allgemeine  Integral  in  der  Form 


(50)  y^yi-y^-yyi—y^^  =  C. 

6.  Wenn  wir  nun  mit  Hülfe  des  Satzes  von  der  Er- 
haltung der  algebraischen  Beziehung  zwischen  Integralen  von 
Differentialgleichungen  wieder  Untersuchungen  über  die  al- 
gebraischen Relationen  anstellen  wollen,  welche  zwischen 
Integralen  von  Differentialgleichungen  der  Form  (1)  unter 
einander  oder  auch  zwischen  solchen  und  Quadraturen  alge- 
braischer Functionen  bestehen,  so  werden  wir  in  Analogie 
zu  den  für  Quadraturen  angewandten  Methoden  nur  Diffe- 
rentialgleichungen der  Form 

(^')'£-y'tl-y~'~^'  5l  =  >Ti-y*)(i-Äy) 

und  die  durch  Quadraturen  integrirbaren  Differentialgleichungen 

zu  Grunde  legen  können. 

Mag  zunächst  nach  der  allgemeinsten  Gestalt  einer  al- 
gebraischen Beziehung  zwischen  Integralen  von  Differential- 
gleichungen der  Form 

(52).         ^  =  v—     ^  =  tj^y     .    ^  =  ,„^'** 

^     ^  dx        ^  dx'    dx        ^  dx      '  *  '  dx        ^  dx 

oder  zwischen 

e",  e"»,  c«»,  ...  e«* 

gefragt  werden,  worin  w,  Wj,  Wj,  . ..  w*  algebraische  Functionen 
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der  unabhäDgigen  Yariabeln  x  sind,  so  wird  sich^  wenn  diese 
Relation  die  Gestalt  hat 

(53)  e"  =  F(x,  e"i,  e«»,  ...  e«*), 

nach  dem  Satze  von  der  Erhaltung  der  algebraischen  Be- 
ziehungen und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  alle  Integrale 
einer  der  Differentialgleichungen  (52)  nach  (44)  aus  einem 
particulären  durch  Multiplication  mit  einer  Gonstanten  her- 
vorgehen, aus  (53)  die  Relation  ergeben 

(54)  Ge*  =  F{x,  Ci  .  e«*,  e*^,  . . .  e"*), 
und  hieraus  durch  Zusammensetzung  mit  (53) 

(55)  F{x,  Ci  .  e«»,  e«*, . . .  e"*)  =  C F(x,  e**»,  c»«,  ...  e"*). 

Da  man  nun  wieder  annehmen  darf,  dass  nicht  schon 
zwischen 

eine  algebraische  Beziehung  stattfindet,  weil  man  im  ent- 
gegengesetzten Falle  nach  (53)  e"  schon  von  Ä— - 1  Exponential- 
functionen  algebraisch  hätte  abhängig  machen  können,  so 
wird  die  Gleichung  (55)  eine  in  e^ ,  e"*,  • . .  e"*  und  q  identische 
Gleichung  sein,  in  welcher  G  von  c^  abhängt.  Setzt  man 
somit  zur  Abkürzung 

(56)  e^i  =  -ö-i     und    F{Xy  d'^,  6«»,  . . .  c«*)  =  9?  (-O-J, 

so  dass  (55)  in 

(57)  9{c,^i)  =  Cfp{^,) 

übergeht,  so  wird  durch  DiflFerentiation  dieser  Gleichung  nach 
%'^  und  Ci 

^/j)c,  =  (7^'^f'>     und     l^(\*-i>^.  =  ^9,(^J, 
dCj-ö-i       ^  (/a-,  dcj-ö-i        *        dci  ^^   1^' 

und  somit 

(58)  dQ'^_  d%'^  =  Cj  dci  ^  > 

woraus  sich  durch  Quadratur 

(59)  (p  (#J  =  K^^ 
ergiebt,  worin  a^  wegen  (57)  oder 
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K&[^^V  =  G'K^V   d.  h.  C  =  cji 

eine  Gonstante,  und  K  von  Xy  e"*,  e"»,  • .  .  c***  algebraisch  ab- 
hängig ist.  Man  schliesst  daraus  leicht^  wenn  man  ebenso 
für  die  anderen  ExponentialfiiDctionen  verfahrt; 

dass  die  allgemeinste  algebraische  Beziehung  zwischen  den 
Integralen  der  Differentialgleichungen  (52)  oder  den  Exponential- 
Functionen 

e",  e«s  ^}  •  •  •  ^"*; 

in  tüelchen  u,  Wi,  Wg,  •  •  •  ^*  algebraische  Functionen  von  x  be- 
deuten, die  Form  hat 

(60)  e"  =  Pe*^"'.  e^"»  •  •  •  ef'kH , 

«€7oriw  P eine  algebraische  Function  von  x,  und  a^,  --'0,j^  rationale 
Constanten  sein  müssen, 

7«  Nach  ähnlichen  Principien  würden  sich  die  allgemeinsten 
Beziehungen  zwischen  Integralen  von  Differentialgleichungen 
der  Form 

^y        i/i ^du       dy        ^/TL -öVTi WI^^'^ 


d 


|-i^?af.  'I.-n-f)(X-Vy')r., 


in  welchen  u  eine  algebraische  Function  von  x  bedeutet, 
augeben  lassen,  wir  wollen  hier  jedoch  nur  noch  die  Frage 
nach  der  Existenz  algebraischer  Beziehungen  zwischen  Inte- 
gralen von  Differentialgleichungen  der  Form  (51)  und  Quadra- 
turen algebraischer  Functionen  zu  beantworten  suchen. 

Bestehe  also  zwischen   den  h  Integralen  J^y  J^y  » .  »Jk 
der  Differentialgleichungen 

s 

m 

den  X  Integralen  i^y  i^y  •  •  •  ^^  ^^^  Differentialgleichungen 

/f>n\  ^ dui     dy^ du^  dy du^ 

^     ^  dx       ^  dx^    dx       ^  dx^     '    dx       ^  dx  ^ 

und  den  fi  Integralen  j^y  j^y  •  •  •Jn  der  Differentialgleichungen 

(63)  g-n"i=?KraW)S,^=/(i-y*)(i-W)S, 
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worin  /i,  f^,  ...  /i  algebraische  Functionen  ihrer  Argu- 
mente und 

algebraische  Functionen  von  x  sind,  eine  algebraische  Be- 
ziehung von  der  Form 

(64)  F(x,  e/;,  . . .  Jk,  ii,  . . .  i^,  ji,  .  .  ,jf,)  =  0, 

und  werde  angenommen,  dass  nicht  schon  zwischen  weniger 
als  diesen  %  -|-  A  4~  f^  Integralen  ein  algebraischer  Zusammen- 
hang existire.  Fassen  wir  das  Integral  einer  der  Differential- 
gleichungen (61)  auf  z.  B.  J^  und  bezeichnen  eines  der  Integrale 
hy  •••^^7  in  •••i/u  ^i*  ^j  so  wollen  wir  der  Kürze  halber 
der  Gleichung  (64)  die  Form  geben 

(65)  J,  =  9  i») , 

worin  tp  eine  algebraische  Function  bedeutet,  welche  neben 
X  noch  alle  anderen  Integrale  ausser  J^  und  %'  enthält.  Wenden 
wir  auf  diese  Beziehung  wieder  den  Satz  von  der  Erhaltung 
der  algebraischen  Beziehung  au,  so  wird,  weil  das  allgemeine 
Integral  der  Differentialgleichungen  (62)  und  (63)  jedenfalls, 
wie  oben  nachgewiesen  worden,  eine  algebraische  Function 
eines  particulären  und  einer  willkürlichen  Constanten  ist, 
welche  in  unserem  Falle  durch 

bezeichnet  werden  mag,  und  jedes  Integral  der  Differential- 
gleichungen (61)  sich  von  einem  derselben  nur  um  eine  additive 
Constante  unterscheidet,  aus  (65)  die  Beziehung  hervorgehen 

(66)  J,  +  C^'ip(f{»,c)) 
oder  durch  Verbindung  mit  (65) 

(67)  •  ip  (/•(*,  c))  =  «p  (*)  +  C, 

und  diese  Gleichung   muss  wieder,    da  J^  in   ihr  nicht  ent- 
halten ist,  nach  der  Annahme  der  algebraischen  Unabhängig- 
keit von  weniger  als  allen  diesen  Transcendenten  eine  in  ^ 
und  c  identische  sein,  wobei  C  von  c  abhängig  ist. 
Die  Differentiation  nach  %•  und  c  liefert  aus  (67) 
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(68) 


uud  hieraus 


df{Q',c)  d&  dO- 

d(pif(»,  c))  dm,  c)        dC 


dm,  c)  de 


de 


(69) 


d(p(&) 
~d¥~ 


dm,  c) 

dC      d& 


de  dß9\el 

de' 


Werde    nun  diejenige    der    Diflferentialgleichungen   (62), 
(63),  deren  Integral  #  war,  kurz  mit 

(^0)  .     Ä  =  ^(^)£ 

bezeichnet,  worin  o   eine   algebraische  Function  von  x,  und 

^(y)  entweder  gleich  y  oder  y(l  —  y^)  (1  —  h^y^)  ist,  so  wird 
der  Annahme  gemäss 

d(o 
dx^ 

und  hieraus 


dx 


(71)  ii  =  ßWÜ,    "-^^^-^{^,0)) 


(72) 


Ä(/-(^,o))=ß(*)^^, 


welche   Gleichung  wieder   in  &•  und  c  identisch    sein    muss. 
Dififerentiirt  man  dieselbe  nach  O*  und  c,  so  ergiebt  sich 


(73) 


'dsi(m,c))dm.c)  _  o/cxN^wv£)  j_ 

dm.  e)       ä>        "^^  W  — ää^i—  + 


dSl^dm^c) 


d& 


d» 


oder,  wie  eine  leichte  Rechnung  zeigt,  durch  Elimination  von 

dSHf{&,e)) 

die  Gleichung 
(74) 


dm,c) 
dm,  c) 


de 


d% 
worin  M  eine  Constante  in  Bezug  auf  %'  bedeutet.    Mit  Hülfe 
dieser  Beziehung  ergiebt  sich  aber  aus  (69) 
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worin  K  wiederum  in  Bezug  auf  d'  constant  ist,  und  somit 
vermöge  (71) 

(76)  g){d')  =  K(o  +  L, 

worin  K  und  L,  also  <p  (d)  selbst,  also  auch  (65)  und  (64) 
das  Integral  <&  gar  nicht  enthalten.  Da  dies  von  jedem  der 
Integrale  i^,  ...  ix,  j^,  . .  .^^  nachgewiesen  werden  kann,  so 
erhalten  wir  den  Satz, 

dass  zwischen  Integralen  von  Differentialgleichungen  der  Form 

worin  s,  m,  v  algebraische  Functionen  von  x,  f(s)  eine  al- 
gebraische Function  von  s  bedeuten,  nie  eine  algebraische  Be- 
ziehung stattfinden  "kann, 

oder  auch  auf  Grund  der  angewandten  Beweisform, 
dass  in  eine  algebraische  Beziehung  zwischen  Ab eV sehen 
Integralen  nie  das  Integral  einer  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung eintreten  darf,  deren  allgemeines  Integral  eine  algebraische 
Function  eines  particulären  Integrales  und  einer  willkürlichen 
Constanten  ist,  also  nie  Exjmientiäl'  oder  elliptische  Functionen, 
Auf  die  Behandlung  der  in  den  vorigen  Abschnitt  ge- 
hörigen Fragen  über  die  Natur  der  Quadraturen,  welche  auf 
solche  niederer  Gattung,  also  auf  logarithmische  FunctioneD, 
elliptische  Integrale  etc.  algebraisch  reducirbar  sind,  sowie 
der  an  die  obigen  Untersuchungen  sich  anschliessenden  Fragen, 
für  welche  DiflFerentialgleichungen  der  Form  (1)  sich  die  Inte- 
grale algebraisch  durch  diejenigen  von  Differentialgleichungen 
der  Form  (51)  algebraisch  ausdrücken  lassen,  also  durch  al- 
gebraische Functionen  von  einfach-  und  doppeltperiodischen 
Functionen  darstellbar  sind,  soll  hier  nicht  eingegangen  werden. 


(1) 
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in.  lieber  qnadrirbare  Differentialgleichangsysteme 

beliebiger  Klasse. 

!•  Wir  wollen  ein  Differentialgleichungsystem  von  der  Form 
^  =  9i  (pc)  01  (yO 
^  =  (jPa  (x)  ^2  (yi)  Za  (y») 


(2y 

^  =  9>n{x)  tniVt)  ZniVi)  •  •  •  «„  (y„)  , 


m  welchem  (p^,  ...  9«,  ^1,  . . .  ^„,  ;|r2,  . . .  ;k«,  • . .  «n  algebraische 
Functionen  ihrer  Argumente  bedeuten,  ein  quadrirbares  nennen, 
und  zwar  aus  folgendem  Grunde:  wenn 

(2)  ä1  =  9'i(^) 

gesetzt  wird^  so  geht  die  erste  Differentialgleichung  in 

über,  also  werden  zunächst  (2)  und  (3)  die  Form  der  in  den 
beiden  letzten  Abschnitten  behandelten  Differentialgleichungen 
haben;  sei  jetzt  hieraus  y^  als  Function  von  t,  t  als  Function 
von  Xf  also  y^  als  Function  von  x  ermittelt,  so  dass 

(4)  <P2  W  *2  (j/i)  =  F,  (x) 

sein  mag;  worin  i^g  (x)  jetzt  im  Allgemeinen  eine  ttanscendente 
Function  von  x  ist,  so  wird  wieder,  wenn  man 

(5)  5l  =  ^*(^) 

setzt,  die  zweite  Gleichung  des  Systems  (1)  in 

(6)  äS  =  X.  W 

Übergehen;  wird  danach  wieder  u  als  Function  von  x,  y^  als 
Function  von  u,  also  y^  als  Function  von  x  bestimmt,  und 
wieder 

(7)  %  {x)  03  (y J  xs  (y2)  =  ^3  (^) 
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gesetzt,  u.  s.  w.,  so  sieht  man,  dass  die  Integration  des  Diffe- 
rentialgleichungsysiems  (1)  auf  algebraische  Differentialgleichungen 
der  Form 

toie  sie  im  letzten  Abschnitte  behandelt  tvurden,  und  auf  Quadraturen 
von  transcendenten  Functionen  von  x  mrückführbar  ist,  welche 
successive  algebraische  Functionen  von  x  und  y^y  von  x,  y^  und 
y^y  u.  s.  w.  endlich  algebraische  Functionen  von  x,  y^y  ...  y„_2 
und  y„— 1  sind. 

Die  Quadraturen  dieser  transcendenten  Functionen  werden 
offenbar  alsintegrale  algebraischer  Differentialgleichungsysteme 
definirt  sein,  wie  z.  B.  der  durch  den  Ausdruck 

^^        /  log  X 

AQ&mx{^  Integrallogarithmus  Awc^Ai  das  algebraische  Differential- 
gleichungsystem 2*®'  Klasse 

ävi  ^  1 
dx         X 

dy^  ^^  1 
dx  2/i  ' 

X 

dx     y^ 

U.  ß.  w. 

Als  specieller  Fall  eines  solchen  quadrirbaren  Integral- 
systems mag  das  in  der  Form 


und  die  Function 


durch  das  System 


(9) 


^  =  u 
dx         2/i 

^  =  u 

dx  ^2 


{dx    —  .Vn-1 
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gegebene  betrachtet  werden,  welches  offenbar  der  Differential- 
gleichung w*®'  Ordnung  äquivalent  ist 

(10)  -Il^fix)', 

da  aus  den  Gleichungen  (9)  successive  folgt 

Vi=  f  f(oc)dx  +  c^ ,   2/2  =  M^  ffi^) doc -{- c^x  +  c^ ,  .  .  . , 

allgemein  mit  der  abgekürzten  Bezeichnung  für  die  n-fach 
iterirte  Quadratur 

(n) 
(11)   yn  =  Cf{x)  dx  +  \X—^  +  IC^X^"^  H h  hn^.X  +  K  , 

SO  ergiebt  sich,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

(2) 

/ fip^) dx=  I dx  I  f(x) dx^=x  I f(x) dx  —  Ix f(x) dx , 

(3)  ^  (2) 

I  f(x)dx=  I  dx  I  f{x)  dx 

=  2?  \^  if{x)dx  —  2x  I xf(x)dX'^  1 3i?f{x)dx 
ist,  das  allgemeine  Integral  von  (10)  in  der  Form 

(  1 2)    Vn  =  ^^  {  X^-Jnx)  dx  ~  ^-^  ^""-'fxfix)  dx 

+  (n-l)|n- 2)  ^._3/;y(^)  a^  ^ 

+  (  -  ly-"^  i*x'^-^f{x)dx 

worin  Äi,  ÄJg,  .  .  .  A»  willkürliche  Gonstanten  bedeuten,  und 
die  zugehörigen  Integralelemente  des  Systems  (9)  erhält  man, 
indem  man  in  (12)  der  Reihe  nach  statt  n  die  Werthe  n — 1, 
n  —  2,  ...  1  setzt. 

3.  Bemerkt  man  nun,  dass  in  (1)  y^  die  Losung  einer 
Differentialgleichung  erster  Ordnung 


,  u.  s.  w. 
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dass  ^2  ^^^  Integralelement  des  algebraischen  Differential- 
gleichungsystems 2*®'  Klasse 

ist^  u.  s.  w,,  dass  also  auch  die  algebraischen  Functionen  von 
X,  y,,  2/2?  '  •  '7  d^ren  Quadraturen  in  Frage  kamen,  Integral- 
elemente von  algebraischen  Differentialgleichungsystemen  sind, 
so  wird  es  zur  Discussion  solcher  Quadraturen  transcendenter 
Functionen  nothwendig  sein,  die  Frage  zu  erörtern,  ob  ähn- 
liche Sätze,  wie  die  oben  für  AbeV sehe  Integrale  bei  der 
Reduction  auf  algebraische,  logarithmische  etc.  Functionen  ent- 
wickelten, auch  für  diese  existiren,  und  erst  durch  diese  Unter- 
suchung wird  die  Quelle  der  dort  aufgestellten  Theoreme  deut- 
lich erkennbar  werden. 

Sei  also  ein  Differentialgleichungsystem  m^^  Klasse  in 
der  Normalform  gegeben 

— ^ — dt, ii  ■■=  ^'  (*'  k,yu--  ynd 


(13) 


— ^ — m j^  =  <^2  (P^>  h,  Vi,--  y») 


dt^  dx 


dti  dx 

worin  tj^  eine  Losung  der  algebraisch  irreductibeln  Gleichung 

(14)  G-(^,^,yi7  .•.ym)  =  o 

ist,  und  sei  y^i  ein  Integralelement  für  y^ , 
so  werden  wir  die  Quadrcüur 

(15)  fvndx^gi 

eine  cdgebraisck  ausführbare  nennen^  wenn 

(16)  0i  =  F(x, yn,  j/i2,  ...yim, y2i>y22?-"y2m,  -"yxi,yxi,  ...yzm) 

ist,  worin  F  eine  algebraische   Fundion  der  eingeschlossenen 
Grössen,  und 


(17) 
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2/11  >  Vu)  •  •  •  yirn 


Vxv  Vx^y  *  "Vi 


m 


X  simtdtane  Integralsysteme  der  Differentialgleichungen  (13)  be- 
deuterij  oder  wenn  0^  die  Lösung  einer  mit  Adjungirung  von  x, 
den  Grössen  (17)  und  den  zugehörigen  Werthen  t^,  t^,  . . .  fe 
irreduciibeln  Gleichung 

(18)    ^  +  /;  {X,  J/11,  .  . .  yxm,  t^y  ...  Vxxy  ..  •  Vxm^  h)  ^-'  +  '  '  ' 

+  /iu  (^,  Vn,  . .  •  yim,  hy-yziy"  yxm>  h)  =  ö 
^^. 

Es  handelt  sich  nunmehr  um  die  Bestimmung  des  Grades 
fi  der  Gleichung  (18),  aus  der  sich  zunächst  durch  Differentiation 
nach  X  mit  Benutzung  der  DiflFerentialgleichungen  (13),  (14) 
nach  den  Auseinandersetzungen  des  zweiten  Abschnittes  von 
Kapitel  I 

(19)  z'  =  Po  z>r'  +  -Pi  ^r'  +  •  •  •  +  -P/«-! 

ergiebt,  worin  Pq,  P^,  ...  P^_i  rationale.  Functionen  von  x, 
den  Grossen  (17)  und  t^,  t^^  ,,.ti  sind;  daraus  folgt  nach  (15) 

(20)  Po  «f-i  +  Pj  «j-*  +  . . .  +  (P,_i  -  y„)  =  0 , 

und  wegen  der  für  die  Gleichung  (18)  angenommenen  Irre- 
ductibilität 

(21)  Po  =  0,  P,  =0,  •.■P;._x-yu  =  0. 

Da  aber  zur  Herstellung  der  Gleichung  (19)  aus  (18)  z^ 
eine  willkürliche  Lösung  von  (18)  sein  durfte,  d.  h.  P^,  ^j, 
.  .  .  P^— 1  für  jede  andere  Lösung  dieselben  bleiben,  so  wird 
sich  aus  (19)  vermöge  der  Beziehungen  (21)  für  jedes  der 
«  =  1,  2,  .  . .  ft 

(22)  ^«  =  yn    oder   jy^äx  =  Za 

ergeben.  Nun  können  sich  aber  die  Werthe  derselben  Quadratur 
nur  um  eine  Constante  unterscheiden,  und  es  folgt  daher 

(23)  Za^  Zy+  Ca  , 

Koenigsberger,  Lehrbuch.  17 
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wa«  {&r  eine  irrednctible  Gleichnng  (18)  nicht  angeht*);  es 
ergiebt  sich  daher,  dass  diese  Gleichung  überhaupt  nar  eine 
Lösung  haben  darf,  also  /i  =»  1  sein  moss,  nnd  wir  erhalten 
somit  den  folgenden  Satz: 
Wenn  die  Quadratur 


ß 


worin  y^  ein  Integralelement  eines  algebraischen  Differential- 
gleichungsystems  m^  Klasse  bedeutety  algebraisch  ausßihrbar  ist, 
80  lässt  sich  der  Werth  derselben  stets  als  rationale  Function 
von  X,  simtiltanen  Integralsystemen  des  Differentialgleichung- 
systemSj  und  den  diesen  Systemen  zugehörigen  HiUfsvariahdn  t 
darstellen,  und  somit  auch  als  eine  in  den  t- Grössen  ganze 
Function  von  einem  Grade,  der  um  eine  Einheit  Meiner  ist  als 
der  Grad  der  Hülfsgieichung,  mit  Coefßcienten,  die  rational  aus 
X  und  den  simultanen  Integralsystemen  zusammengesetzt  sind. 
Da  nun  durch  Differentiation  der  Beziehung 

(24)  Jyndx  —  fli(x,  t/j,,  ...  j/i„,  t^,  ...y^^,    -Virn^  h)^ 
worin  91  eine  rationale  Function  bedeutet, 

(25)  j/ii  =  y  (a:,  j/n;  •  •  •  yim,  t^,  ...  y^^,  . .  .  y^^,  t^ 

folgt,  worin  r  wiederum  rational  ist,  so  zeigt  der  Satz  von 
der  Erhaltung  der  algebraischen  Beziehung  zwischen  Integralen 

*)   Wenn   zwei  Lösungen  Mj  und  w,    einer  mit  Adjungirung  der 
Elemente  a,  b^  c,  ...  irreductibeln  Gleichung 

w^  +  /;  (a ,  ^ ,  c ,  . . .)  14^-^  +  . . .  +  /i,  (a ,  6,  c ,  . . .)  =  0 

in  der  Beziehung 

Mj  «  Ml  +  ö)(a,  h,  c,  ...) 

zu  einander  stehen,  in  welcher  eo  sowie  /i ,  f^,  .  .  .  f^  rationale  Fnnc- 
tionen  bedeuten,  so  würde  sich  aus 

<  +  /;(«,6,c,  ...)<-^ +...  +  /;  (a,  6,  c,...)==0 

durch  Subtraction 

i*cou/"^  +  F,  (a,  6,  c,  . . .)  u/'^  H «0 

ergeben,  was,  da  /iko  nicht  verschwinden   kann,   wegen   der  yorans- 
gesetiten  Irreductibilität  der  Gleichung  in  u  nicht  statthaben  darf. 


III.  Ueber  quadrirbare  DiiFerentialgleichungsys kerne  etc.       259 

von  Dififerentialgleichungsystemen^  dass,  wenn  man  das  Integral- 
system j/^i,  2/^2;  •••yim,  ^1  durch  ein  anderes  ersetzt,  von  dem 
nicht  schon  ein  Theil  ein  vollständiges  Integralsystem  eines 
Diflferentialgleichungsystems  von  niederer  Klasse  als  der  m^^ 
bildet  oder  was  dasselbe  sagt,  für  welches  nicht  zwischen 
Viu  yi27  ' ' '  tfim  eine  algebraische  Beziehung  besteht,  die  Be- 
ziehung (25)  erhalten  bleibt,  wenn  man  nur  für  die  anderen 
Integralsysteme  von  (13)  passende  substituirt;  ist  aber  (25) 
erhalten,  so  besteht  auch  wieder  (24),  und  es  ergiebt  sich  somit 
der  folgende  Satz: 

Wenn  die  Quadratur  eines  Integralelementes  eines  Diffe- 
rentialghiehungsystems  m^^  Klasse  algebraisch  ausführbar  ist,  so 
ist  es  auch  die  Quadratur  eines  jeden  anderen  entsprechenden 
Integralelementes  eben  dieses  Differentialgleichungsystems,  wenn 
dieses  Element  einem  Integralsysteme  angehört,  das  nicht  schon 
einem  Differentialgleichungsysteme  niederer  Klasse  genügt,  oder 
zwischen  dessen  Elementen  nicht  eine  algebraische  Beziehung  be- 
steht; und  zwar  ist  diese  Quadratur  in  genau  derselben  Form 
ausführba/r,  wenn  nur  statt  der  anderen  Integralsysteme  passende 
substituirt  werden.  Gehört  das  System  y^^,  yi2>  •  •  •  yim  selbst 
schon  nicht  zum  Theil  einem  Differentialgleichungsystem  niederer 
Klasse  an,  so  wird  die  Quadratur  eines  jeden  y^  entsprechenden 
Integralelementes  in  der  angegebenen  Form  algebraisch  ausführ- 
bar sein. 

Betrachten  wir  den  speciellen  Fall  einer  algebraischen 
Differentialgleichung 

so  wird  die  algebraisch  ausführbare  Quadratur,  wenn  y^  ein 
Integral  dieser  Gleichung  bedeutet,  durch  die  Gleichung  de- 
finirt  sein 

(27)  jii dx^(o (x,  2/1 , 2/i,  . . .  »<--i)) , 

worin  oj  eine  algebraische  Function  bedeutet,  und  es  werden 
die  oben  ausgesprochenen  Sätze,  wie  nicht  weiter  ausgeführt 
zu  werden  braucht,   sich   unmittelbar  auf  diesen  Fall  über 
tragen   lassen,   wenn   man   (26)    wieder  in   ein   Differential- 

17* 
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gleichungsystem  m*®'  Klasse  umsetzt.   Man  sieht  aber  zugleich 
durch  Differentiation  der  Gleichung  (27), 

dass,  wenn  y^  das  Integral  einer  algebraischen  Differential- 
gleichung w*®'  Ordnung  ist,  welches  nicht  schon  einer  algebraischen 
Differentialgleichung  niederer  Ordnung  Genüge  leistet,  eine  al- 
gebraisch ausführbare  Quadratur  nothwendig  die  m  —  1*®  -46- 
leitung  der  Basis  enthalten  muss, 

und  ebenso  unmittelbar  ersichtlich  ist  der  Satz, 

dass,  wenn  die  Quadratur  einer  transcendenten  Function 
sich  algebraisch  durch  eben  diese  und  deren  Ableitungen  aus- 
drücJcen^  lassen  soll,  diese  das  Integral  einer  algebraischen  Diffe- 
rentialgleichung sein  muss. 

Es  soll  hier  nicht  weiter  auf  die  Entwicklung  der  noth- 
wendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür  eingegangen 
werden,  dass  das  vorgelegte  Differentialgleichungsystem  für 
gewisse  Integralelemente  algebraisch  ausfahrbare  Quadraturen 
besitze,  sondern  wir  wollen  jetzt  den  Betrachtungen  über 
w^ftefsche  Integrale  analog  zu  den  logarithmischen  Darstellungen 
fortschreiten. 

3.  Die  Quadratur 

(28)  j  2/n  dx  =  A  log  z^ 

soll  eine  logarithmisch  ausfuhrbare  genannt  werden,  wenn  A  eine 
Constante  und  z^  wieder  durch  die  Gleichung  (16)  oder  (18) 
definirt  ist,  in  welcher  die  Bedeutung  der  oben  eingefülirten 
Grössen  beibehalten  loird. 

Aus  der  Gleichung  (19)  und  der  aus  (28)  durch  Diffe- 
rentiation hergeleiteten 

(29)  01  ^11  =  A01 
folgt 

(30)  Po^r' + ^i^r' + '" + {p^-^-  x)  ^1  +  ^^-^  ==  ^' 

und  hieraus  wieder  vermöge  der  für  (18)  vorausgesetzten 
Irreductibilität 

(31)     P„  =  0,  Pi  =  0,  . . .  P,.,-  ^  =  0,  P„_i  =  0, 

SO  dass  sich  für  jede  andere  Lösung  0a  der  Gleichung  (18) 
ebenfalls 
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(32)  0ayn=Ä0a 

ergiebt,  und  somit  aus  (29)  und  (32) 

(33)  0a  =  Ca0iy 

worin  Ca  eine  Constante  bedeutet.  Da  aber  dann  wegen  der 
Irreductibilität  von  (18)  c«  eine  Einheitswurzel  sein  muss*), 
so  dass 

(34)  ci  =  1 

ist,  worin  1  <  d^ft,  so  nimmt  die  Gleichung  (18)  die  Form  an 

(35)  ^^*^  +  /d(a?,yn;--.yim,^i,...2/,i,  -'yxm^h)^^""'^^  +  "' 

+  fvdix,  j/u, . . .  yim,  hj .  .i/^j,  "-yxmy  h)  =  0, 
oder  wenn 

(36)  z^  =  Z 
substituirt  wird, 

(37)  Z"  +  /i(x,  t/n;  •  "yim,  ^1, . . .2/;ii, . . . 2/;,,^,  t^)  Z'-^  +  .  • . 

und  wenn 

(38)  4  =  Z, 

gesetzt  wird,  worin  Z^  jetzt  eine  Lösung  der  Gleichung  (37) 
ist,  in  welcher  v<fi;  und  die  zugleich,  wie  unmittelbar  zu 
sehen,  irreductibel  ist,  weil  (18)  es  war,  so  erhalten  wir 
vermöge  (28) 

*)  Sei  für  die  u-Gleichnng  der  letzten  Anmerkung 

tt2=tii-a)(a,&,c,...), 
so  ergiebt  sich 

<  +  /i(a,&,c,...)<-^  +  .    .  +  /'^(a,&,c,  ...)=0 

and  durch  Subtraction 

+((D^-l)/;^(a,6,  c,  ...)=0, 
woraus  wegen  der  Irreductibilität  der  it-Gleichung  folgt,  dass,  wenn  nicht 

ist,  nothwendig 


f^(a,  &,  c,  ...)  =  0 


(D?  —  1  =  0 
sein  muss,  also  oa  eine  q^  Einheitswurzel. 
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(39)  Jyi,flfa:  =  4logZ,. 

Da  wir  nun  auf  die  Gleichungen  (37)  und  (39)  genau 
dieselben  Schlüsse  anwenden  können,  wie  auf  (18)  und  (28), 
und  somit  der  Grad  der  den  Logarithmanden  definirenden 
Gleichung  immer  verkleinert  wird,  bis  er  auf  die  Einheit  ge- 
bracht ist,  so  erhalten  wir  den  folgenden  Satz: 

Wenn  die  Quadratur 

jynäx, 

worin  y^^  ein  Integralelement  eines  Differentialgleichungsystems 
m^'  Klasse  ist,  logarithmisch  ausführbar  ist,  so  lässt  sich  der 
Werth  derselben  stets  als  ein  mit  einer  multiplicatorischen  Cm- 
stanten  versehener  Logarithmus  darstellen,  dessen  Logarithmand 
eine  rationale  Function  von  x^  simultanen  Integralsystenien 
des  Differentialgleichungsystems,  und  den  diesen  Systemen  zu- 
gehörigen Hülfsvariabeln  t  ist,  und  somit  als  eine  in  den  t- Grössen 
ganze  Function  von  einem  Grade,  der  um  eine  Einheit  Meiner 
ist  als  der  Grad  der  Hülfsgleichtmg,  mit  Coeffidenten,  die  rational 
aus  X  und  den  simultanen  Integralsystemen  zusammengesetzt  sind. 

Ebenso  wie  oben  für  algebraisch  ausführbare  Quadraturen 
bleibt  wieder  auf  Grund  des  Satzes  von  der  Erhaltung  der 
algebraischen  Beziehung  auch 

die  Qu/idratur  eines  jeden  anderen  entsprechenden  Integral- 
elementes, wenn  dieses  Element  einem  Integralsysteme  angehörtf 
das  nicht  schon  einem  Differentialgleichungsysteme  niederer  Klasse 
genügt,  oder  zunschen  dessen  Elementen  nicht  eine  algebraisck 
Beziehung  besteht,  genau  in  derselben  Form  logarithmisch 
ausführbar,  wenn  nur  statt  der  anderen  Integralsysteme  passende 
substituirt  werden. 

Welches  in  jedem  Falle  die  passend  zu  substituirenden 
Integralsysteme  sind,  ist  genau  im  VI.  Abschnitte  des  ersten 
Kapitels  angegeben  worden. 

Die  Fortführung  dieser  Untersuchungen  analog  den 
für  ÄbeVsche  Integrale  durchgeführten  unterliegt  keiner 
Schwierigkeit. 

4.  Um  die  Anwendung  dieser  Sätze  durch  einen  ganz 
einfachen  Fall  zu  erläutern,  wollen  wir  die  Bedingungen  dafflr 
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suchen ;  dass  die  Quadratur  eines  Integrales  der  Differential- 
gleichung 

(40)  i  =  y/;(*)  +  r,(^), 

in  welcher  fi{x)  und  ^(ir)  algebraische  Functionen  von  x  be- 
deuten^ algebraisch^  also  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze^ 
da  y  linear  durch  y  ausdrückbar  ist^  rational  durch  eben  dieses 
Integral  darstellbar  ist. 

Sei  y^  dieses  nicht  algebraische  Integral  und 


(41)  jyidx=q>{x,y^), 


worin  g>  eine  rationale  Function  in  Bezug  auf  y^  ist,  so  muss 
das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (40)  eben- 
falls der  Gleichung  (41)  genügen.     Da  aber  aus 

H  =  yfM  +  fM     und     If  =  y,t\{x)  +  f,(x) 
sich 

also 

(42)  y  —  y.^ce-f^^^'^'"     oder    y  =  y,  +  ce-f^^^'^'^ 
ergiebt,  so  geht  (41)  in 

(43)  J(^^  _|.  ce/^'C)''')  dx  =  <p(x,  y,  +  ce/^'^""') 
oder  nach  (41)  in 

(44)  cJV^^^'""  dx==q>  {x,  y,  +  cJ^^''^")  -ip{x,  y,) 

Über,   und  diese  Gleichung  muss  für  jedes  c  bestehen.     Da 
nun  die  Differentiation  nach  c  die  Beziehung 

(45)  dfpjx.y.+ceM'^^^^)  _  ^-fM^)dx  rjhi^)dx^^ 


d{y,  +  cJ^'^''^^) 


i-   //A. 


liefert,  so  ist  ersichtlich,  dass  der  links  stehende  Differential- 
quotient von  c,  also  auch  vom  ganzen  zweiten  Argumente 
unabhängig  ist,  und  daher 
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(46)  q,{x,  y,)  =  F,y,  +  P, 

wird,  worin  P^  und  Pg  algebraische  Functionen  von  x  sind; 
der  Ausdruck  für  die  Quadratur  muss  somit  die  Form 
haben 

(47)  ß,dx  =  P,y,  +  P, , 

also  eine  lineare  Function  des  Integrales  sein.  Wir  können 
aber  auch  leicht  die  Bedingungen  ermitteln^  unter  denen  die 
lineare    Differentialgleichung    (40)    die   durch  die   Gleichung 

(47)  ausgedrückte  Eigenschaft  besitzt;  denn  da  aus  (47)  durch 
Diflferentiation  vermöge  (40) 

(48)  y,  =  P,iU  {^)  y.  +  U  (^))  +  Pi  y.  +  Ps 

folgt,  und  y^  kein  algebraisches  Integral  sein  sollte,  so  er- 
geben sich  die  Bedingungsgleichungen 

(49)  P;  +  P,/;(a;)  =  l     und     P,/,(a;)  +  F^  =  0, 
d.  h,  es  muss  die  lineare  Differentialgleichung 

(50)  %  +  mz=x 

ein  algebraisches  Integral  P^  besitzen,  und  es  muss  das 
^Lfte^sche  Integral 

Pi  /;  ix)  dx 


ß 


sich  auf  eine  algebraische  Function  — Pg  reduciren  lassen, 
und  umgekehrt  sieht  man  leicht,  dass,  wenn  diese  beiden 
Bedingungen  erfüllt  sind,  aus  (49)  sich  (48)  identisch  für 
alle  j/i  ergiebt,  und  dass  diese  Gleichung,  wenn  y^  irgend  ein 
Integral  der  linearen  Differentialgleichung  (40)  vorstellt,  in 
die  Form  (47)  übergeht.  Wir  erhalten  somit  den  fol- 
genden Satz: 

Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafüfj 
dass  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

die  Eigenschaft  iesitzt,  dass  die  Quadratur  eines^  also  audi 
aller  transcendetiter  Integrale  derselben  algebraisch  durch  eben 
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dieses  Integral  ausdrüekbar  ist,  sind  die,  dass  die  lineare  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung 

ein  algebraisches  Integral  P^  besitzt,  und  dass  das  Ab eV sehe 
Integral 

P^f^{x)dx 


ß 


auf  eine  algebraische  Function  -—  Pg  von  x  reducirbar  ist,  und  in 
diesem  Falle  ist  die  Quadratur  selbst  eine  lineare  Function  des 
Integrales  von  der  Form 


j 


ydx  =  P^y  +  P^. 


IV.  lieber  integrirbare  Differentialgleichungsysteme 

erster  Klasse. 

Wir  werdest  ein  algebraisches  Differentialgleichungsystem 
integrirbar  nennen,  wenn  sich  dasselbe  durch  algebraische 
Substitutionen  auf  ein  quadrirbares  Differentialgleichungsystem, 
also  auf  eines  von  der  Form 


(1) 


da,  =  9i (^)  *i (2/1) 

%  =  9>2(^)  ^2(2/1)  ;c2(y2) 


dx 


dy 

"   =  q)n{x)  ll^niVi)  %n{y^  •  •  •  »n  (^n) 


^.  dx 

zurückführen  lässt,  und  wir  wollen  uns  zunächst  in  diesem 
Abschnitte  mit  solchen  integrirbaren  Systemen,  die  nur  aus 
einer  Differentialgleichung  bestehen,  und  die  wichtige  und  häufig 
vorkommende  Gattungen  umfassen*),  beschäftigen. 


*)  In  Betreff  der  Integration  specieller  Differentialgleichungen, 
welche  durch  Kunstgriffe,  die  der  Form  dieser  angepasst  sind,  integrirt 
werden  können,  mnss  auf  Beispielsammlungen  zur  Theorie  der  Diffe- 
rentialgleichungen verwiesen  werden. 
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1.  Für  die  lineare  homogene  Differentialgleichung 

ergab  sich  als  allgemeines  Integral 

(3)  y  =  ce-//(*^^% 

worin  c  eine  willkürliche  Constante  bedeutet,  und  für  die 
nicht  homogene 

(4)  äl  +  yfix)  =  ipix) 

liefert  die  im  dritten  Kapitel  entwickelte  Methode  der  Variation 
der  Constanten  der  reducirten  DiflFerentialgleicbung  (2)  zur 
Bestimmung  von  c  als  Function  von  x  aufgefasst  die  Gleichung 

und  somit 

(5)  c  =  f(p  (a;)e-^^^*^^*  dx  +  C, 

worin  C  eine  willkürliche  Constante  bedeutet,  so  dass  das 
allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (4)  vermöge  der 
Form  (3)  in 

(6)  y  =  Ce'^^^'^  '"^  +  e-^^^""^ ^"   fip(x)  c-^^^"^  ^" dx 

übergeht. 

Auf  die  Differentialgleichung  (4)  kann  man  aber  auch 
jede  nicht  lineare  Differentialgleichung  von  der  Form 

(7)  ^  +  ym  =  rvC^) 

Überführen^  da  dieselbe  auch  geschrieben  werden  kann : 

j      1 — m 

1JL_  +  (1  _  m)  ax)f-"'  =  (1  -  m)  ip{x) , 

und  somit  als  eine  lineare  Differentialgleichung  mit  der  ab- 
hängigen Variabein  y^"""*  betrachtet  werden  darf. 

2.  Nachdem  im  zweiten  Kapitel  gezeigt  worden,  dass 
sich  die  Klasse  homogener  Differentialgleichungsjsteme  durch 
einfache  Substitutionen   um   eine  Einheit   erniedrigen  lässt, 
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ist   von    selbst   klar,    dass    homogene   Differentialgleichung- 
systeme erster  Klasse  integrirbar  sind. 

Seien  nämlich,  in  der  Differentialgleichung 

(8)  9  (.<^,  y)  ^  +  H^,  y)  =  0 

(p{x,y)  und  ip{oc,y)  homogene  .Functionen   desselben  Grades, 
so  dass 

(9)  I 


so  wird  die  Substitution 


y 


(10)  i-'t 

nach    Division   mit   x^   die  Differentialgleichung  (8)   in   die 
quadrirbare  Gleichung 

^^^^  dt  T{t)  +  t0(t)'^ 

verwandeln,  woraus 

(12)    ,„g£_-y;„^»,^_««=«(Ü 

und  somit 

(13)  x  =  ce    ^ 

als  allgemeines  Integral  sich  ergiebt. 

Der  häufig  vorkommende  Fall   der  Differentialgleichung 

(U)  ^  4-  4^+il-±4-  =0 

^      ^  dx  ^^  a  X  -i-  b'  y  -\-  c 

lässt  sich  durch  die  Substitution 

(15)  ax  +  by  +  c==^,    ax  +  Vy  +  c  =  ri, 

also 

(16)  adx  -\-hdy  =^  di,^    adx '\'Vdy  =  dri 

in  die  homogene  Form 

(17)  (ll-ari)^  +  {ari-h'%)  =  Q 

umsetzen,  so  dass  nach  (12) 
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(18)  logi  =Jj.^-+"§/,V,  -a«)-»(|), 

und  somit  nach  (15)  das  allgemeine  Integral   die  Form  an- 
nimmt 

S2  /«'a^  +  ^'y  +  cA 

/in\  17  1  7  Va«  +  6y  +  c/ 

(19)  ax  -f-  oy  -{-  c  =  Jce 

Nur  dann  ist  die  Substitution  (15)  unmöglich,  wenn 

(20)  aV—  ab  =  0 
ist;  in  diesem  Falle  wird  aber 

ax  +  Vy  =  ^  {ax  +  ly) 

und  die  Differentialgleichung  (14)  lautet 

(21)  ^  +  -A^-tJ-y  ±1 0. 

Wir  wollen  aber  zeigen,  dass  nicht  bloss  diese,  sondern  jede 
in  der  Form 

(22)  ^  =  aax  +  hy) 

enthaltene  Differentialgleichung  quadrirbar  ist;  denn  da 

(23)  6§|H-a  =  6/(aa.  +  6y)  +  a=^(^^±^, 

SO  folgt  durch  die  Substitution 

(24)  ax  '\'hy  =^  s 

die  Differentialgleichung 

(^^  dz  ^  hf{z)  +  a' 

also 

(26)  ^  +  k=J\-^-^^  =  m, 

und  somit  das  allgemeine  Integral  in  der  Gestalt 

(27)  x  +  k  =  Sl(ax  +  by). 

3.    Wegen  der  Wichtigkeit  der  Differentialgleichung  an 
sich  sowie  wegen  der  zur  Integration  derselben  angewandten 


(30) 
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Methode   soll  hier  noch   die  Jacöbi'sche  DiflFerentialgleichung 
behandelt  werden,  welche  die  Form  hat 

(28)  (Ä+Ä'x+Ä'y)(xdy—ydx)-{B+B'x+B''y)dy 

+  (C+C'x+C''y)dx^O. 
Setzt  man 

(29)  p  =     T  ^,    ;  '  ^ ,     q=      , -V,  -  7-~— , 
^     ^  -^        tt  +  P^  +  yy  tt  +  p^  +  yy 

so  folgt  durch  Differentiation,  wenn 

ß'y' —  /3 "/=  ^    /3'V  —  ßy  =  ^    ßy —  ß'y  =  ^" 

ya  —  y  a  =  0      y  a  —  ya  =  b       ya  —  y a  =  b 
a  ß  —  a  ß  =  c      aß  —  aß  ==  c       aß  —  aß  =  c 
und 

(31)  a  +  ßx  +  yy^n 

gesetzt  wird, 

n^dp=      (c"  —  a'y)  dx  —  (6"  ~  a'x)  dy = a\x  dy  —  y  dx) 

—  V'dy-\-c'dx 

■n^dq=  —  (c  —  a'y)dx  +  Q>  —  «  a?)  dy=  —  d(xdy  —  ydx) 

+6't?y  —  cdx, 

so  dass  jede  Differentialgleichung  der  Form 

(33)  Pdp  +  ^Äg  =  0 
in  die  Form  transformirt  werden  kann: 

(34)  {a'P—  a'Q)  {xdy  -  ydx)  —  (6"P  -  VQ) dy 

+  {c'P  -~cQ)dx  =  0. 

Setzt  man  nun  mit  Einführung  einer  noch  zu  bestimmen- 
den Constanten  Grösse  A 

(n{a'P  -  aQ)  +  A    =  A  +  A'x  +  A"y 

(35)  n  (V'P  -  VQ)  +  kx  =  B  +  B'x  +  B''y 
\n{c'P-  cQ)  +  Xy=C  +  C'x  +  C"y, 

so  sieht  man  sogleich,  dass  die  Gleichung  (34),  also  auch 
(33)  mit  der  gegebenen  Gleichung  (28)  zusammenfallt;  es 
kommt  nun  darauf  an,  aus  den  drei  Gleichungen  (35)  die 
Grossen  P,  Q,  k  zu  berechnen,  um  sie  in  (33)  einzusetzen. 


(32) 
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Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (35)  der  Reihe  nach  mit 
a,  ß,  y  und  addirt  dieselben^  ebenso  mit  dy  ßj  y  und  mit 
a",  /3",  /',  und  bemerkt,  dass  nach  (30),  wenn 

(36)  B^aißY-  ß'Y)  -\-ßiY'a"-  y"«')  +  y{a'f-ay) 

gesetzt  wird, 


aa  +  /35'+  yc  =  0     «'o"+  /S'&"+  y'c"=  0 

(37)  ,  a  a"+  ß  h"-\-  y  c"=  0     u"a  +  ß!'b'  +  y"c  =  0 

a'a  •{■  ßh'  -\-  y'c  =  a     a"a"-\-  ß"b"-\-  y"c"=  0 

wird,  so  ergiebt  sich 

(38)  A(«  +  ßx  +  yy) 
=Att-\-Bß-\-Cy-\-{Äu+B'ß-\-C'y)x-\-{Ä'a-\-B"ß-\-C"y)y, 


(39) 


-snQ  +  k{a'-\-ß-xJtY'y) 
=  Aa  +  Bß!+  Cr-\-  iA'a  +  B'ß'+  C'y')x 

+  (4V+£"^'+CV)y, 


(40) 


(42)^ 


=  Aa-\- Bß"+  Cy'i-  (A'a"+  Bf-\-  G'y")x 

+  (^"a"+  B^'f+  C"y")y , 

es  kommt  also  darauf  an,  P  uad  Q  diesen  Gleichungen  ge- 
mäss zu  bestimmen;  setzt  man,  wenn  A',  X"  wieder  noch  zu 
bestimmende  Constanten  bedeuten, 

(41)  —sQ  =  (}:—X)p,    fiP-=(r-A)2, 

30  gehen  die  drei  Gleichungen  (38),  (39),  40)  in 

{l{a  -\-ßx  +yy)  =■  Aa -\- B ß -\- Cy  +  (A' a  +  B' ß -\- C y)x 

-i-{A"a  +  B"ß-\-C"y)y 
X'ia'  -\-ß^ x+y' y)^Aa'  +  Bß'  -\-Cy'+{Äa  +B'ß'  +  Cy)x 

+  {A"a'+B"ß^+C"y')y 
X"(a"+ß"x+y''y)'='Aa"+Bß^'-\-Cy"+iA'tt"+Fß^'-\-Cy')x 

-{.(A"a"-\-ffT+C'Y)y 
Über,  während  die  Differentialgleichung  (33)  die  Form  an- 
nimmt 

(43)  (A"—  k)q  dp  —  (A  —  X)p  dg  =  0  5 


(44) 
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man  hat  somit  nur  Xy  l\  X"  aus  den  drei  Gleichungen  (42) 
auszurechnen,  in  (43)  einzusetzen  und  diese  Gleichung  zu 
integriren. 

Setzt  man  nun  die  Coefficienten  von  x  und  y  in  den 
Gleichungen  (42)  einander  gleich,  so  erhält  man  die  drei 
Systeme  von  drei  Gleichungen 

{{A  —  k)a  +  Bß  +  Cy  =  0       (A  -  A')«  +  Bß'+  C/=  0 

(Ä  —  k")a'+  Bßr'+  Cy'=  0 

A'a  +  {B'-  X)ß  +  CV  =  0       Äa  +  (B'—k')ß!  +  (7'/=  0 

^V'+  (7?'-  X')ß"+  CY=^  0 

A'a  +  B"ß  +  {C''-  X)y  =  0       A"a  +  2^"|3'+(C;'-  A')/=  0 

A"a'+  B"ß"+  (C-  r)/'==  0, 

so  dass  sich  A,  X\  k"  als  die  drei  Lösungen  der  kubischen 
Gleichung 

A  —  zB  C 

(45)  1  Ä  B'—  g   C  =0 

i  a:'       b"      c"—  g 

I 

ergeben;   dann,  bestimmen  sich  aus  (44)  die  Verhältnisse 

ß      y     ^     /_     ^     y" 

so  dass  «,  «',  a"  willkürlich  genommen  werden  können.  Aus 
(43)  folgt  durch  Integration 

(46)  p^""^ .  g^~^'  =  const 
oder  nach  (29) 

(47)  (a+ßx+yyy-^"  {a+ß'x+yyy'-^{a'+ß'x+y'yy-^'^const 

als  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung,  oder  auch, 
wenn  die  aus  (44)  folgenden  Werthe  von  a,  ßy  y,  a\  ßf,  /, 
a",  ßf',  y"  eingesetzt  und  zur  Abkürzung 

(48)  B!Q"-  Bl'C=  D,    G'Ä'-^  C"Ä=^  Bf, 

Äff—Ä'B^D^    B'+C"=E 
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gesetzt  wird^  das  Tntegral   der  DiffereDtialgleichung  (28)  in 
der  Form 

(49)  [D  —  El  +  k'  +  (Z)'+  Äk)x  +  {iy'+  Ä'X)yy'-^' 

worin  Je  eine  willkürliche  Gonstante  bedeutet. 

4.  Zu  den  verschiedenen  Gattungen  der  homogenen 
DiflTerentialgleichungsysteme,  die  wir  im  zweiten  Kapitel  be- 
handelt haben,  gehört  für  die  Systeme  erster  Klasse  die 
Diflferentialgleichung 

welche  in  Bezug  auf  x  und  y  homogen  ist;  setzt  man 

(51)  '£-p^  1-  =  ". 

so  geht  (50)  in 

(52)  JP(1,  u,  p)  =  0     oder     u  =  q)(p) 

über.     Da  aber 

dy  =  pdx  =  xdu  +  udx 

oder  nach  (52) 

dx         du  9{p)dp 


X         p  —  u       p  —  (p(p) ' 
so  folgt 

r(p(p)dp 

(53)  X  ==  ce  =  cO{p) , 

ausserdem 

(54)  y  =  xu  =  cq){p)  0(p) , 

und  durch  Elimination  von  p  zwischen  den  Gleichungen  (53) 
und  (54)  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 
(50)  in  der  Form 

(55)  (d{x,  y,  c)  =0. 

5.    Wir  wollen  uns  endlich  noch  mit  denjenigen  Fällen 
der  iJicm^i'schen  Differentialgleichung,  deren  allgemeine  Be- 
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handlang  später  durchgeführt  wird,  beschäftigen,  welche 
integrirbar,  also  auf  quadrirbare  Systeme  zurückführbar  sind. 
Diese  Differentialgleichung  lautet 

(56)  g  +  af  =  Ix^, 

und  man  sieht  zunächst,  dass  für  m  =  0  dieselbe  in 

rfy  a=  (&  —  ay^)dx 
übergeht,  also  ihr  Integral 

(57)  -  =/^'  +  ' 
lautet. 

Macht  man  femer  die  Substitution 

(58)  y^i^, 
SO  geht  (56)  in 

(59)  a^-i  1^  +  {az^^  —  hx'^^)  =  0 

über,  und  diese  Gleichung  ist  nach  dem  Vorigen  integrirbar, 
wenn  sie  homogen,  d.  h.  wenn  a=  —  1,  m=  —  2  ist;  also  ist 
(56)  aufdi  für  m==  —  2  integrirbar. 

Um  noch  weitere  Fälle  zu  finden,  mache  man  die  Sub- 
stitution 

(60)  y  =  AxP  +  z:xß , 

so  geht,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Differentialgleichung  (5*6)  in 

(61)  :r^  f^  +  {A^x^^  +  2^1;.) 

+  a{A^x^P  +  2AxP-^^0  +  0^x^^)  =  bx"^ 
über,  und  setzt  man 

(62)  i)-l  =  2i),     Ap-\-aA'^0,    q-l-^p  +  g, 

q  +  2Äa  =  0 
oder 

(63)  1)  =  -1,   -4-=i,    2  = -2, 
SO  dass  die  Substitution  (60)  lautet 

(64)  y==-^  +  4, 

Koenigsberger,    Lehrbuch.  18 
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80  geht  die  Differentialgleichung  (61)  in 

über  und  ist  also  für  m  =  —  4 

(66)  a;2  g  +  aj?2  —  &  =  0 

in  der  Form 

integrirbar;  also  wird  die  Riccatfsche  Gleichung  zunächst  für 
m  =  0,  —  2,  —  4  integrirbar. 

Macht  man  nun  auf  (65)  die  Substitution 

(68)  z=y,    aj"'+'  =  i;, 

SO  wird  dieselbe  in 

(69)  ^  +  „1T3«^  =  «;^^"'"+' 

transformirt,  welche  mit  (56)  verglichen  nach  dem  eben  ge- 
fundenen Resultate  zeigt,  dass  diese,  also  auch  wieder  die 
gegebene  (56)  integrirbar  ist,  wenn 

(70)  _!?L+i  =  _4; 

ist  dies  nicht  der  Fall,  und  setzt  man 

(71)  _'?+i  =  w'      „_JL      ^+t^v', 

so  geht  die  Gleichung  (69)  wieder  in  eine  von  der  Form  der 
JBicm^i'schen  über,  und  diese,  also  auch  die  ursprüngliche,  ist 
wieder  integrirbar,  wenn 

(72)  -^$l  =  -4 

ist,  u.  s.  w.;  berechnen  wir  aus  (70),  (72),  ...  die  Zahl  fW; 
so  finden  wir  die  Werthe 

.     8       __  1 2     16 

und  erkennen  also,  dass  die  Biccati^sche  Differentialgleichung 
(56)  integrirbar  ist  für  alle  m,  die  in  der  Form  enthalten  sind 
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4r 


(73)  m  = 


2r— 1 


y 


worin  r  eine  heliehige  positive  ganze  Zahl  bedeuten  darf, 

Substituirt  man  nun  in  der  ursprünglichen  Gleichung  (56) 

(74)  y^l,    a^+i  =  |, 

80  lautet  diese,  wenn 


h  ,  a  ,f  m 


(75)       -^  =  «,    ^-r  =  *'; 


m-f-1  'm  +  1  '  wi+1 


=  m 


gesetzt  wird, 

(76)  ^  +  aV  =  6'r, 

nimmt  also  die  Form  der  Gleichung  (56)  an;  da  die  Gleichung 
(76)  aber  nach  dem  vorher  gefundenen  Resultat  integrirbar 
ist  für  alle  in  der  Form 

/  4r 

w  =  — 


2r  — 1 


enthaltenen  Werthe  von  m\  so  wird  (56)  nach  (75)  für  alle 
in  der  Form 

(77)  __^     =_*♦_-     oder    m  =  -  ^^'^ 

^      ^  m  -j-  1  2r  —  1  2(—  r)  —  1 

enthaltenen  Werthe  von  m  integrirbar,  und  die  Zusammen- 
stellung der  Gleichungen  (73)  und  (77)  liefert  den  folgen- 
den Satz: 

Die  Riccati'sche  Differentialgleichung 

~  +  ay^  =  6a;"* 

ist  für  m  =  0 ,  m=  —  2  und  alle  in  der  Form 

(78)  m^-  ,-£- 

enthaltenen  Werthe  von  iw,  worin  r  eine  beliebige  positive  oder 
negative  ganze  Zahl  bedeutet,  integrirbar. 

6.  Wir  wollen  diesen  Abschnitt  über  die  Differential- 
gleichungsysteme erster  Klasse  mit  einer  Bemerkung,  welche 
die  singulären  Integrale  derselben  betrifft,  schliessen.   Wenn 

18* 
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man  eine  algebraische  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
auf  die  Normalform 

(79)  '-^^^'%  =  G,{x,t,,y) 

bringt,  worin  t^  eine  Lösung  der  mit  Adjungirung  von  x  und 
y  irreductibeln  Gleichung 

(80)  G  {x,  t,y)  =  0 

ist,  so  werden  nach  den  Auseinandersetzungen  des  ersten 
Kapitels  als  singulare  Integrale  von  (79)  diejenigen  Be- 
ziehungen zwischen  y  und  x  definirt  sein,  welche 

(81)  dG(x    t,,_y^^^ 

genügen  und  die  Differentialgleichung  (79)  befriedigen. 

Ist  nun  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  der 
Form 

(82)  F  [x,  ^,  S  ==  0 

vorgelegt,  die  wir  in  Bezug  auf  ^  mit  Adjungirung  von  X 

und  y  als  irreductibel  voraussetzen  dürfen,  so  lässt  sich  diese 
in  die  Form  (79),  (80)  durch  Zusammenstellung  der  beiden 
Gleichungen 

idFjx,  y,  t,)  dy  ^  ^  dFjx,  y,  t,) 
/oo\  I         ^^1  dx         ^         dt. 

[  F(x,  y,  0  =  0 

bringen  und 

man  erhält  somit  die  singulären  Integrqle  der  Differential- 
gleichung (82)  jedenfalls  unter  den  Factoren  des  Eliminations- 
resultates  der  Grösse  t  zwischen  den  beiden  Gleichungen 

(84)  F(x,y,t)  =  Q    und    ?Z(|^_o, 

also  auf  rein  algebraischem  Wege  unmittelbar  aus  der  Form 
der  gegebenen  Differentialgleichung, 

Die  Existenz  eines  solchen  singulären  Integrales  muss 
nachträglich  verificirt  werden. 
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Es  ist  aber  leicht  zu  sehen ^  dass  man  die  singulären 
Integrale  auch  aus  dem  allgemeinen  Integrale  der  Differential- 
gleichung ableiten  kann;  denn  sei  das  allgemeine  Integral 
von  (82)  in  der  Form  gegeben 

(85)  a>{x,  y,  c)  =  0, 

so  dass  die  Elimination  von  c  zwischen  (85)  und 

(86)  1^-1-1^1^  =  0 
^     ^  ox    '    dy  dx 

auf  eine  Gleichung  zwischen  a?,  y,  ^  führt,  welche  die  irre- 

ax 

ductible  Differentialgleichung  (82)  identisch  in  sich  schliessi;, 
so  wird,  wenn  man  c  nicht  als  Constante  sondern  als  zu  be- 
stimmende Function  von  x  betrachtet,  das  singulare  Integral, 
welches  es  auch  sei,  jedenfalls  in  der  Form  der  Gleichung 
(85)  gedacht  werden  können;  differentiirt  man  nun  (85),  so 
ergiebt  sich 

(87)  ^^pL^  +  ^^^^0, 
^     '^  OX     *    dy   dx    ^     oc  dx  ' 

und  wenn 

m   -  |?-=o 

gesetzt  wird,  so  geht  (87)  in 

(89)  |^^.|??.Jy  =  0 

^     ^  OX    ^    dy  dx 

über,  und  die  Elimination  von  c  zwischen  (89)  und  (85) 
wird  auf  die  Differentialgleichung  (82)  führen,  da  es  für  die 
Elimination  von  c  gleichgültig  ist,  ob  es  als  constant  oder 
als  Function  von  x  betrachtet  wird.  Wir  finden  also,  dass 
für  die  singulären  Integrale  c  eine  solche  Function  von  x 
und  y  sein  muss,  dass  die  Gleichung  (88)  erfüllt  ist; 

die  singulären  Integrale  der  Differentialgleichung  (82)  er- 
gä)en  sich  somit  als  Factoren  des  Eliminationsresultates  der 
Grosse  c  zwischen  dem  allgemeinen  Integrale  und  dem  nach  c 
genommenen  partiellen  Differentialquotienten 

r       .  ^\        c\      ^oi{x,  y,  c)        ^ 
(o{x,y,c)  =  0,    ^- =  0. 
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y.  Ueber  integrirbare  Differentialgleichungsysteme 

h9herer  Klassen. 

1.  Die  Aufsuchimg  von  DifferentialgleichQngsystemen, 
welche  durch  einfache  Substitutionen  auf  quadrirbare  Systeme 
fuhren^  liefert  zunächst  die  linearen  Differentialgleichung- 
systeme mit  Constanten  Goefficienten,  deren  Integrale  sämmt- 
lich^  wie  sich  zeigen  wird,  aus  Exponentialgrossen  und  ganzen 
Functionen  zusammensetzbar  sind. 

Sei  also  das  lineare  homogene  Differentialgleichung- 
system n*®'  Klasse 


(1) 


dx 


^J  =  AxVi  +  A2y2  H f-  ^ 


2n^n 


-^  =  Aniy,  +  An2y2  + 


~f~  -^nnj^n 


gegeben,  worin  ^«^  Constanten  bedeuten,  so  sieht  man  leicht, 
dass  in  den  Ausdrücken 


(2) 


3/1  =  OjC™',    ya  — «gc"",    ...y„  =  o»c" 


nx 


die  Gonstanten  a^ ,  a^,  .  . .  an  und  m  so  bestimmt  werden 
können,  dass  (2)  im  Allgemeinen  ein  simultanes  Fundamental- 
System  von  Integralen  bilden  wird.  Denn  setzt  man  die 
Werthe  (2)  in  (1)  ein,  so  ergiebt  sich  das  Gleichungsystem 

(^1,    —  m)a^   +  ^i2«2  H h  -^In^n  =  0 

^21  «1  +   (^22  —  ^)«2  H h  ^2n  a»  =  0 


woraus,   da  nicht  a^,  «g,  . . .  a„  sämmtlich  gleich  Null  sein 
sollen,  jedenfalls 

^11     "^    riv         -^12      •      •     •     o     •     .      ^lln  j 


(4) 


^21 


Anl 


^22 


»2 


w  .  .  .  -4 


2n 


=  G 


i-n» 


m 
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folgt;  d.  h.  es  muss  m  eine  Lösung  der  Gleichung  n^^  Grades 
(4)  sein.  Seien  diese  n  Lösungen  m^y  1^2 ,  . . .  Wn  zunächst 
verschieden,  so  wird  sich  aus  dem  Gleichungsysteme  (3)  zu 
jedem  dieser  Werthe  von  m  im  Allgemeinen  ein  bestimmtes 
System  der  Grössen  a^,  a^y  ,.,an  ergeben;  nennen  wir  das 
zu  mi  gehörige  System 

so  werden  somit  die  Gleichungen  (3)  befriedigt,  also  durch 
die  zugehörigen  Functionalausdrücke  (2)  auch  die  Differen- 
tialgleichungen (1)  erfüllt  sein,  so  dass  sich  die  n  Integral- 
systeme ergeben 


(5) 


yil  =  «11«'"'%       Vn  =  «21  6"*^%       .  .  .  3/ln  =  »nlC*"^* 
^21  =  «12^*"';      3/22  =  «22^'^*"*;      .  .  .  y2«  =  «„26"*^'' 


Nun  sind  dies  aber  auch  simultane  Fundamentalsysteme; 
denn  die  Annahme  einer  linearen  homogenen  Beziehung  mit 
Constanten  Coefficienten 

(6)  C^Vn  +  C^Vil  H h  ^nj/nl  =  0 

oder 

(7)  Cittiie"^!*  -f  Cgöige'"^*  + h  ^««1«^"*«^  =  0 

führt  durch  n  —  1-malige  successive  Differentiation  auf  die 
Gleichungen 


(8) 


^i«ii*^i"^^''^+^2«i2*^P^^**H h  Cnainfnl"^  e^n"^  =  0, 


welche  mit  der  Gleichung  (7)  verbunden  als  lineare  homogene 
Gleichungen  in 

aufgefasst  die  Determinante 
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(9) 


1 

m 

m 


1 


m. 


2 


m. 


2 


.  .  m 


2 


w^—*  t»5~^  .  .  . 


m 


n— 1 

n 


==0 


oder  wie  bekannt , 

(m^  —  m^)  (m^  —  Wg)  .  .  .  (m^  — 
(tWa  —  mg)  .  .  .  (mg  — 


mn) 
m„) 


(m„_i  —  m„)  =5  0 

liefern  würden,  was  nicht  angeht,  da  die  Lösungen  der 
Gleichung  (4)  als  verschieden  vorausgesetzt  wurden.  Unter 
eben  dieser  Annahme  werden  also  nach  den  früheren  all- 
gemeinen Sätzen  über  lineare  Differentialgleichungsysteme 
die  allgemeinen  Integralsysteme  der  Differentialgleichungen  (1) 
in  den  Formen  gegeben  sein: 

Vi  =  c^an^''  +  ^2^12^^  H h  CnameTn' 

(10)  ,  ^2   =  ^1  «21  e^'"'  +  ^2  »22«^"'  H hCn  «2«  C"»«* 

Uebertragen  wir  zunächst  dieses  Resultat  auf  eine  lineare 
homogene  Differentialgleichung  n*^  Ordnung  mit  constanten 
Goefficienten 


da;' 


dx  dx 


SO  sieht  man  unmittelbar  durch  die  bekannte  Transformation 
in  ein  Differentialgleichungsystem,  dass  das  allgemeine  Integral 
derselben  in  der  Form  gegeben  ist 

(12)  y  «=  CjC^'^  +  Cge"»**  H 1-  CnC^'n^  , 

wenn  m^ ,  mg ,  . . .  m»  Lösungen  der  algebraischen  Gleichung 

(13)  m«  +  Jim«-i  +  ^gw''-^  H \'An  =  0 

sind,  vorausgesetzt,  dass  alle  diese  Lösungen  unter  einander  ver- 
schieden sind. 

Lassen  wir  nunmehr  die  oben  gemachte  Annahme  fallen^ 
dass  alle  Lösungen  der  Gleichung  (4)  verschieden  sind^  und 


(14) 


*i 
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nehmen  an^  dass  z.  B.  die  Losung  m^  r-fach  dieser  Gleichung 
angehöre;  es  tritt  die  Frage  auf^  wie  man  die  n  von  ein- 
ander unabhängigen  simultanen  Fundamentalsysteme  von 
Integralen  für  die  Differentialgleichungen  (1)  findet.  Zu- 
nächst ist  unmittelbar  einzusehen^  dass  man  sich  die  con- 
stanten  Goefficienten  der  Differentialgleichungen  (1)  um  un- 
endlich wenig  so  yerändert  denken  kann,  dass  die  diesem 
neuen  Systeme  von  Differentialgleichungen  entsprechenden 
Werthe  von  m^  sämmtlich  verschieden  sind,  aber  nur  um 
unendlich  wenig  von  einander  abweichen;  nehmen  wir  zwei 
solcher  unendlich  benachbarter  Werthe  m^  und  m^-\'dm^^ 
so  werden,  da  die  aa^-Werthe  vermöge  der  Gleichungen  (3) 
rationale  Functionen  von  m  sind,  die  wir  mit  faßipi)  be- 
zeichnen wollen,  zwei  Integralreihen  des  neuen  Differential- 
gleichungsystems nach  (5)  durch 

yn  =  /li  (Wl)e'"^^  y»  =  /ii  (^i)  e"^^  •  •  •  ^m  =  fni K)  ^"''' 

dargestellt  sein,  und  somit  durch  Subtraction  der  entsprechen- 
den Elemente  und  Division  mit  dm^  sich  die  neue  Integral- 
reihe  für  das  aus  dem  zweiten  System  hervorgehende  erste 
System,  wenn  dm^  =  0  gesetzt  wird,  ergeben 

(15)  Ai(wi)ire'«^^+/i'i(mi)e^^^,   ^i(wi)a?e"»^^+/*2'i(wi)e^i^,... 
oder 

(16)  {a^^x+an)e'^^%  {a,,x  +  a2i)e'^^%  ^  ^  .  {amX  +  ani)e^^% 

oder  endlich  für  den  Fall  zweier  zusammenfallender  Werthe 
von  m^  die  beiden  Integralreihen 

(17)  aiiß"»^*,        «21^'""?        •  •  •  «nie^^* 

^^^^  ~dr^~^      ~-d^~>      •  •  •   ~dm~  ^' 

*)  Man  sieht  durch  Einsetzen  in  die  Differentialgleichungen  die 
Bichtigkeit  des  Resultates,  wenn  man  beachtet,  dass  der  Annahme 
gemäss  nicht  nur  die  Gleichung  (4)  für  m  =  w^  verschwindet,  sondern 
auch  deren  nach  m  genommene  Ableitung  und  ebenso  die  Gleichungen  (3). 


282  Viertes  Kapitel. 

werden  drei  Werthe  von  m^  einander  gleich,  so  kommt  das 
Integralsystem 

hinzu,  wobei  stets  unter  a^i,  agi,  . .  .  «ni  die  aus  dem  Glei- 
chungsystem (3)  sich  ergebenden  rationalen  Functionen  von 
m^  zu  verstehen  sind,  u.  s.  w. 

Fassen  wir  somit  die  gewonnenen  Resultate  zusammen, 
so  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Um  die  allgemeinen  Integrale  eines  linearen  homogenen 
Differentialgleichungsystems  (1)  mit  constanten  Coefficienten  m 
finden,  bilde  man  die  Gleichung  n*®*^  Grades  (4)  in  m,  und 
bestimme  den  Gleichungen  (3)  gemäss  die  Grössen  a^,  a^,  ^-.an 
als  rationale  Functionen  von  m;  habe  nun  die  Gleichung  (4) 
die  Lösung  m^  r^-fach,  die  Lösung  m^  r^-fach  u.  s.  w.,  endlich 
die  Lösung  m^  r^-fach,  so  wird,  wenn  wir  die  der  Lösung  mx 
entsprechenden  rationalen  Functionen  a^ ,  «2 ,  .  • .  ä«  von  mx  mit 
diXy  cL^i,  - » •  cinX  bezeichnen,  das  allgemeine  Integraisystem  der 
Differentialgleichungen  (1)  die  folgende  Darstellung  haben: 

^J  dm\  .i^-J  dml 


(19) 


0 


2 


^(--1 


+2 


«^(«Ig^^') 


ü  Q 


^i~^  f/  m.x\  rj— 1 

^^  dm\  ^mU  dm^ 

0  1  0  2 


rg-t 


0  ^ 


0  1  0  2 


^ 


r,.— 1 


0  ^ 

w^orin  Cir ,  Cjv,  .  .  .  c^  /wr  v  =  0,  . .  .  r^  —  1 ;   0, . . .  ^2  —  1 ; 
.  .  .  0,  .  .  .  r^  — 1  willkürliche  Constanten  bedeuten. 
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üebertragen  wir  dieses  Resultat  wieder  auf  die  Inte- 
gration von  einer  linearen  homogenen  DiflFerentialgleichung 
^ter  Ordnung  mit  constanten  Coefficienten  (11),  so  folgt,  wie 
unmittelbar  zu  sehen, 

dass,  wenn  die  Gleichung  (13)  die  Lösung  m^  r^-fach,  m^ 
r^'fach,  .  ,  ,  m^  r^-fach  besitzt,  das  allgemeine  Integral  der- 
selben sich  in  der  Form  darstellt 

(20)        y  =  (cio  +  c,,x  +  c,^x^  +  •  •  •  +  c,r,-i  x'^-^)e-^^^ 

+  (c^  +  c^ioc  +  c^2^^  H h  V^-1  a;''^"-^)e>''. 

2.  Dass  sich  hieraus  mit  Hülfe  von  Quadraturen  die 
allgemeinen  Integralsysteme  von  linearen  Diflferentialgleichung- 
systemen  der  Form 

(äy^ 


(21) 


dx 


=  ^,1  j/i  +  ^1^2/2  H h  ^mVn  +  fiip) 


-^  =  ^21^1  +  ^22^2  H h   ^2«yn  +  f^i^) 


worin  die  Aaß  constante  Grössen  sind,  ermitteln  lassen,  ist 
ausführlich  im  dritten  Kapitel  erörtert  worden;  ebenso  ist 
klar,  dass  man  das  allgemeine  Integral  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichung w*®'  Ordnung 

in  welcher  -4^,  A^,  . ,  ,  An  Constanten  sind,  mit  Hülfe  von 
Quadraturen  darstellen  kann;  es  soll  hier  nur  noch  der 
häufig  vorkommende  Fall  behandelt  werden,  in  welchem  f(x) 
eine  ganze  Function  von  x  ist,  deren  Grad  p  sein  mag. 
Dififerentiirt  man  nämlich  die  Gleichung  (22)  jp  +  1"  ^^^ 
nach  einander,  so  dass  sich 

ergiebt,  so  wird  die  Hülfsgieichung  (13)  in 
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(24)  m^+i(m'»  +  A^m'''^  H 1-  ^„)  ==  0 

tibergehen,  welche  die  LösuDg  0  j>  +  1-mal,  die  Lösungen 
%  7  ^2 ;  . . .  mr  resp.  Jc^,  k^^  ...  Jcr-tdich.  haben  soll;  so  dass  das 
allgemeine  Integral  dem  Ausdrucke  (20)  entsprechend  lauten 
wird 

(25)  y  =  (Pq{x)  +  g?i  (x)^^"^  +  (p.^(x)e'"^'^  H 1-  tpr(x)e"'r^, 

worin  9?o(^);  9^1  (^)?  •  •  •  9r(^)  ganze  Functionen  resp.  vom 
p^%  Ä,  —  1*^,  Ä2  —  1*«^,  ...Jcr  —  V^''  Grade  sind;  jedenfalls 
wird  also  das  allgemeine  Integral  von  (22)  in  der  Form  (25) 
enthalten  sein,  und  es  wird  sich  nur  um  die  Bestimmung 
von  (po(x)  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (22)  gemäss 
handeln.  Bestimmt  man  nun  i?  +  1  Constanten  a^ ,  «i , 
.  .  .  Op  aus  den  Gleichungen 


(26) 


AnaQ  —  l 

Äna^  +  -4»-i»o  —  0 

A„  «ä  +  -^«-1  «1  +  -^n-i  Oo 

=  0 

• 

so  wird  behauptet,  dass,  wenn  man 

(27)  q>i=^)  =  aj(x)  +  aj'ix)  +  a,f"{x)  +  --  +ap/<^>(x) 

setzt,  diese  ganze  Function  p*^^  Grades  ein  particuläres  Integral 
der  Differentialgleichung  (22)  darstellt,  und  diese  Function 
also  in  (25)  für  q>Q{x)  eingesetzt  y  zum  allgemeinen  Integral 
jener  DifiFerentialgleichung  macht.  Dies  ist  aber  unmittelbar 
daraus  ersichtlich,  dass,  wenn  man  die  Gleichungen 

>  {x)  =  aJix)  +  a,  rix)  +  a,nx)  +  ...  +  a,fp\x) 
^\x)  =  a,nx)  +  a,  rix)  +  ...  +a^,f^P\x) 

(28)  I  ^;'{x)  =  %r{x)  +  . . .  +  a^2  f'^Kx) 

der  Eeihe  nach  mit  An ,  -4n-i ;  -^„-2 ;  .  •  •  A  multiplicirt  und 
addirt,  sich  vermöge  der  Beziehungen  (26) 

(29)  tp^-\x)+A^(p^^-^\x)  +  A^q>^^-''\x)  +  *'"\-Anq>{x)=f{x) 
ergiebt,  also  q){x)   ein  particuläres   Integral  von  (22),   und 
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somit,  (f)(x)  für  q>o(x)  gesetzt,  das  allgemeine  Integral  von  (22) 
in  der  Form 

(30)    y  =  «0  /W  +  «i/*'  (^)  +  «2r'(^)  +  •  •  •  +  «p/^K^) 

+  9i  (^)  6^'"^  +  9^2  (^)  ß'""*  H h  9r (^)  e'"''^ 

rfwrcÄ  die  recÄfe  Seife  der  Differentialgleichung  und  deren  Ab- 
kitungen  ausdrückbar. 

3.  Es  mag  gleich  hier  noch  ein  homogenes  lineares 
Differential  gleichungsystem  mit  varidbeln  Coefficienten  er- 
wähnt werden,  welches  sich  durch  eine  einfache  Substitutiou 
auf  ein  ebensolches  mit  con  stauten  Coefficienten  zurück- 
führen lässt. 

Sei  nämlich  das  System 

(^^  +  ß)   ft  =  Al^l  +   ^12^/2  + f-  ^InVn 


(31) 


(«^  +  ß)   jj  =  ^21^1  +  4222/2   H h  ^2nyn 


dy 

{dx  +  ß)    j^  =  ^„ij/i  +  An2y2-\ h  ^nnVn 


gegeben,  worin  a,  /3,  Äxfi  Constanten  bedeuten,  so  wird  die 
Substitution 

(32)  ax  +  ß  =  ^ 

wegen 

(»8),  a-"^-' 

das  System  (31)  in  das  lineare  System 

'd*  «  2/1  -r  ^  2/2  -r       ^  -7r2/« 


(34) 


a 


^Vn  ^»1  ,     ^n2  ,  ,     ^/in 


mit  Constanten  Coefficienten  überführen,  und  das  allgemeine 
Integralsystem  von  (31)  somit  nach  (19),  da  wegen  (32) 

ist,  in  der  Form 
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(35)  y.=^c,, — +2:'', — +  ••■ 

0  ^ 

darstellbar  sein*). 

Die  Uebertragung  des  Systemes  (31)  auf  eine  lineare 
Differentialgleichung  w*®'  Ordnung  führt  auf  die  Differential- 
gleichung 

(36)  (a^+^)-j^  +  ^x(«:r  +  ^)-^^+-- 

ax  ax 

+  A„-t(ax  +  ^)  g  +  ^„y  =  0 

und  somit  nach  (20)  auf  die  Form  des  allgemeinen  Integrales: 

(37)  y  =  [Cio  +  c,i  log (aa;  +  ß)  +  c^^  log*  (aa;  +  ^)  +  •  •  • 

Ci,,_i  log"-'-!  (ccx  +  ^)]  («a;  +  ^)"" 

+  [Cpo  +  c^i  log  (aa;  +  /3)  +  c^,«  log*  (aa;  +  /3) + •  • 
+  c^,^_i  log^^-^aa;  +  ß)]  (ax  +  /?)"•?• 

4.  Die  häufig  vorkommende  Differentialgleichung  n*'' 
Ordnung 

welche  dem  Systeme 

/on\    ^2/i  ^2/2  ^2/«— 1  ^2/n        /»y         V 

entspricht,  wird,  wie  leicht  zu  sehen,  stets  auf  Quadraturen 
zurückführbar  sein;  denn  da  aus  der  letzten  und  vorletzten 
Gleichung  des  Systems  folgt,  dass 

(40)  y„  dyn  =  fil/n-i)  dyn-i , 

so  erhält  man  unmittelbar 


*)  Wird  in  den  Differentialgleichungen  (31)  aa;  +  (3  durch  eine  be- 
liebige Function  f(x)  ersetzt,  so  leistet  offenbar  die  Substitution 


/, 


dx  


die  verlangte  Reduction. 
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oder 
(41) 

woraus  sich 

(42) 


i  y»  =J  fiVn-l)  dyn-1+^Ci 


=]/2//(y,_i)  dy„-i  +  Ci , 


X 


-Jy^j 


^Vn-l 


V~^Sf{yn-.iyyn^i  +  ^i 


+  ^0 


ergiebt;  da  nun  aus 


=  y„_i     oder    y«_2 


-/, 


yn-^läVn-l 


>^i^(2/„^i)rfy«_i  +  e, 


+    ^2 


y«-2  =  ^2  (y«-i  ?  ^1  j  ^2) ; 


da; 

kürzer 

(43) 

ebenso 

yn-3  =  ^3  (2/«-l;  ^n  ^2  7  C3) 

u.  s.  w.  bis 

(44)  yi  =  ^«-1  (y„_i,  Cj,  ^3?  •  •  •  ^«-0 

folgt,  so  wird  die  Elimination  von  yn—i  zwischen  den  beiden 
Gleichungen  (42)  und  (44)  das  allgemeine  Integralelement 
in  der  Form  liefern 

(45)  yi  =  o  (^,  Co,  c^y  C2, . . .  c„_i) , 

woraus  durch  successive  DiflFerentiation  sich  yg?  Vzy  •••yn  er- 
geben. 

5*  Es  mögen  hier  noch  einige  Bemerkungen  Platz  finden, 
welche  die  Natur  der  algebraischen  Integrale  beliebiger  DifiFe- 
rentialgleichungsysteme  charakterisiren,  und  dadurch  Methoden 
liefern,  dieselben  zu  finden.     Sei 

~A».  ^^^ /2 (^? y^y^y •  '* yn) 

(46)  '  '^'^ 


'Ä^~  °^  /»» (^?  y\}  2/2;  ••  •  y«) 


ein  algebraisches  Differentialgleichungsystem  w*®'  Klasse,  und 
habe  dasselbe  ein  allgemeines  algebraisches  Integralsystem: 
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("**)      Vi  ^^  -^ l\P)  ^l;  ^2;  •  •  •  W;      y^  "^^  ^2  i^f  ^l;  ^2>  •  •  •  ^n)  f 

*  •  •  Vn  "^^  J-  n  \p^i  ^>  ^2?  •  •  •  ^«y ; 

woria  F^y  F^,  ...  Fn  algebraische  Functionen  von  x  bedeuten, 
in  denen  die  n  Constanten  jedoch  zunächst  nicht  in  algebraischer 
Form  vorzukommen  brauchen.  Setzen  wir  die  rechten  Seiten 
der  Differentialgleichungen  (46) 

(48)  fi(x,y,,  j/a,  ...yn)  =  0u     fÄ^y  Vu  y2y  ...y«)  =  ^2, 

•  •  •  / n  \^}  Vi}  y^'i  '  '  '  y^J  '^^  ^n  j 

so  dass,  weil  /j,  jfg,  .../*«  algebraische  Functionen  bedeuten, 

'z^^  +  F,,{x,y,,...yn)z^'-^-] \-FunX^,y,,...yn)  =  0 

(49)  j 

ist,  so  wird  aus  dem  Differentialgleichungsysteme  (46) 

i^O)  y^+k^^  i^^dXj    y^-\'\=  h^dx,  '•'yn+K=  hndx 

folgen,  und  da  0a  vermöge  (47)  eine  algebraische  Function 
von  X,  und  y«  +  Jca  eine  ebensolche  Function  dieser  Variabein 
sein  soll,  so  wird  sich 

0a  dx 


J' 


nach   den    Sätzen   des    I.  Abschnittes    des    vierten    Kapitels 
rational  durch  x  und  0a  ausdrücken  lassen,  so  dass 

(51)  /.„  äx  =  B{.,  .«)  =  '^^ 

sein  wird,  worin  ga  und  ha  ganze  Functionen  von  x  und  e^ 
sind,  so  dass  die  Gleichungen  (50)  in  die  folgenden  übergehen : 

(52)  {yt-\'\)Kix,0;)=g^{x,0,)y  (2/2  +  ^2)^2 (^,^2)  =5^2 (^,^2), 

•  •  •  (j/n  +  ^«)  hn  {X,  0n)  =gn  {x^  0n)  ] 

eliminirt  man  nun  zwischen   den  2w  Gleichungen  (49)   und 

(52)  ^1,    ^2,    ...  0n,    y^y  J/SJ   •  •  •  yny    SOdanU  ^i,  ^2,    ...  ^„,   y^^    y^^ 

. .  .ynj  n.  s.  w.  endlich  0^^  ^2,  . . .  ^«;  «/i,  y2?  •  •  •  2/«— 1>    so   er- 
hält man  n  Gleichungen 
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(53)  ©1  (ic,  t/i,  ÄJi, . . .  Jcn)  =  0,    CO2  (x,  y^,  Äi, . . .  hn)  =  0 , 

worin  g)i,  gj^,  ...<*>;,  ganze  Functionen  sämmtlicher  in  ihnen 
enthaltenen  Grössen  x,  yaj  \,  . .  •  Ä„  sind,  und  es  ergiebt 
sich  somit  der  folgende  Satz: 

Wenn  ein  algebraisches  Differentialgleichungsystem  (46)  ein 
allgemeines  algebraisches  Integralsystem  besitzt,  so  lässt  sich  dieses 
stets  auf  die  Form 

(54)  öl  (Xy  2/1,  ^1,  .  .  .  h)  =  0,     GJ^  (x,  1/2,  ^1»  •  •  •  *n)  =  0, 

...  fi}n(a:,  y„, /q,  ...*„)  =  0 

bringen,  worin  ra«  eiw«  ^raw^e^e  Function  von  x,  ya,  \f  ...Jcn  ist, 
6.  In  vielen  Fällen  kann  man  die  oben  für  lineare 
DiflFerentialgleiehungsysteme  auseinandergesetzte  Methode  der 
Variation  der  Constanten  auch  auf  beliebige  Systeme  von 
Differentialgleichungen  anwenden,  und  so  von  bekannten  Inte- 
gralen gewisser  Systeme  auf  Integrale  anderer  Systeme  von 
Differentialgleichunsren  schliessen.     Sei 


(55) 


Idyj, 
dx 

dx 


=  h  (^;  2/1,  ••  •  Vn)  +  «292  (^>  «/o  •  •  •  Vn) 


f^rjf,    fn  (Xj  2/1?  ••  •  Vn)  H~  ««9»  {Xy  2/1  ?  •  •  •  2/«}  ) 


worin  a,,  £2;  •  •  •  « »  Constanten  sind,  und  es  werde  verlangt, 
die  allgemeinen  Integrale  dieses  Systems  zu  ermitteln,  wenn 
diejenigen  des  Systemes 


(56) 


fl^  —  tlK^f  Vi)  •  '  '  Vn) 
~^^  "^^  12  \^7  Vi)  '  '  '  Vn) 


in  der  Form  bekannt  sind 

Koenigsbergor,  Lehrbuch. 
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(57)  yi=JF;(a:,Cx,...c„),j/2=-F'2(^>c,,...c„),  ...yn=F(x,c^y...Cn), 

worin  c^,  . . .  Cn  willkürliche  Gonstanten  bedeuten.  Behalten 
wir,  wie  es  die  oben  auseinandergesetzte  Methode  der  Variation 
der  Constanten  verlangt,  die  Form  der  Integrale  (57)  auch 
für  das  Differential gleichungsystem  (55)  bei,  indem  wir  die 
c^,  ...Cn  nicht  mehr  als  Gonstanten,  sondern  als  zu  bestim- 
mende Functionen   von  x  betrachten,    so  werden  sich,    weil 

^Va         ^^a        ^K  de  ^F^de 


dx 


'      dc^    dx     ' 


befriedigt  sein  soll,  und  vermöge  (56)  für  willkürliche  Cj,  ...Cn, 
wenn  nur  für  j/j ,  .  ^ .  y«  die  Werthe  (57)  gedacht  werden, 

ist,  aus  (58)  die  n  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 


(59) 


dF,  dc^ 
dci     dx 

dF^  dc^ 
dci    dx 


+ 


+ 


dx 


"^  de. 


dx 


=  «i9i(^;  F,,  .  ..  JPn) 


An.        "T 


dF^  de^ 

+    ^T-    TT  =  ^n^n{x^  Fl,  .  .  .  Fn) 


de„    dx 


,dci    dx 

zur  Bestimmung  der  Functionen  Cj,  Og,  . . .  c»  ergeben.     Lost 
man  dieses  in 

de^      de^  den 

•    •    •     

dx  '    dx  '  dx 

lineare  Gleich ungsystem  nach  diesen  Grössen  auf,  so  folgt 

'  de 
;7:;r  =  «l*ll(^»^lV-^n)+^2*12(^;^ir--^n)+--+«n^l»(a;,C,,...C„) 

=  «1^2l(^?^ir-^«)+^2^22(^>Cl>-C»)H f-^»^2»(ar,Ci,...C„) 


(60) 


dx 
de^ 


dx 


de. 


.^^'*=fl^;il(^,Ci,...Cn)-f-£2^n2(^;Cl,.-C«)H |-^n^n«C%,  .-<?«)  , 

deren  allgemeine  Integration  die  Functionalwcfrthe  von  c^  , . ,  Cn 
geben  tvürde,  die  in  (57)  eingesetzt  die  allgemeinen  Integrale  des 
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gegebenen  Differentialgleichungsystenis  (55)  liefefm.  Wenn  wir 
nun  dasjenige  Integralsystem  finden  wollen,  worin  dem  X'=Xq 
die  Werthe  y^  =  y^^  y^  =  y^^  , , ,  y^  =  y^  entsprechen,    so 

werden  sich  aus  den  Gleichungen  (57),  welche  in 

(61)  y«=J'i(xo,c-J,...c^,  t/«=2?;(a;«,cj,...c2),  ..j/;j=i^»(a;o,c»,..c«) 

übergehen,  wenn  cj,  ...  c^  die  Werthe  der  Functionen  Cj, . . . Cn 

für  X  =  Xq  bezeichnen,  die  Anfangswerthe  cj ,  •  •  •  ^^  ergeben ; 

set^t  man  daher  die  Grössen  fj,  «2»  .  .  .  f n  sehr  klein 
voraus,   so   werden  nach  den  Gleichungen  (60)   die  Grössen 

3-^,  •  •  •  -j^  ebenfalls  sehr  klein  sein,   es   werden  sich   also 

ax  '  ax  ' 

Cj ,  . .  .  Cn  nur  langsam  ändern,  und  wenn  daher  die  Werthe  der 
Integrale  nur  in  einem  nicht  m  grossen  um  Xq  befindlichen  Be- 
reiche von  X  gebraucht  werden,  so  tvird  man,  ohne  merJclich  die 
Functionen  ^aß  ^u  ändern,  die  Variabein  c^,  . . .  c„  durch  ihre 
Anfangswerthe  cj,  •  •  .  c^  ersetzen  können,  so  dass  die  Diffe- 
rentialgleichungen (60)  in 

jj-  =  €,tn(^,  C?>  ••  •  Ö  +  ^2^12  (^;  C?.  •••  <)  H 

5^  =  «1  ^^21  (^,  C?>  •  •  •  O  +  ^2*22  i^y  C?»  •  •-  O  H 


(62) 


+  Snt2n(pO,C^j^,,..(P) 


de 


a^    =  £ltnl{x,  Cj,  .  .  .  C^)  +  €,,tn2{x,  cj,  .  .  .  C»)  ^ 

"r  ^nWnn  (j^j  Cj,  .  .  .  C^J 

Übergehen,  und  somit  die  Grössen  c^,  . .  »Cn  als  Functionen  von 
X  durch  die  Qimdraturen  bestimmt  sind 


(63) 


X 

\  —  c\=j  [fi^„(^,  C«,...C«)H \rBn^ln{x,(f[,..,cl)\dx 


^o 


X 


J„— C^=j[f,^„l(.r,cJ,...C^)H \-BnllJnn{x,(f[,...C^^~^dx. 


19 


* 
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Ist  das  erhaltene  Resultat  nicht  genau  genug;  d.  h.  führt 
die  Verification  der  Integrale  zu  Fehlern,  welche  die  fest- 
gesetzten Grenzen  überschreiten,  so  kann  man  auf  den  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  (60)  die  Grössen  c^,  . . .  c„  durch  die 
mit  Hülfe  dieser  ersten  Annäherung  erhaltenen  Grössen  er- 
setzen, wiederum  die  analogen  Quadraturen  (63)  nehmen, 
und  dasselbe  Verfahren  wiederholt  anwenden,  so  dass  in 
dieser  wiederholten  Anwendung  der  Methode  der  Variation^ 
der  Constanten  ein  Annäherungsverfahreu  für  die  Be- 
rechnung der  Integrale  algebraischer  Differentialgleichungen 
vorgezeichnet  ist. 

7.  Wie  für  Quadraturen  algebraischer  Functionen  von 
X  früher  nachgewiesen  worden,  dass,  wenn  dieselben  nur 
algebraisch  von  x  abhängen,  sich  ihr  Werth  auch  rational 
durch  X  und  die  unter  der  Quadratur  stehende  algebraische 
Function  ausdrücken  lasse,  so  kann  man  auch  jede  alge- 
braische Integralfunction  eines  beliebigen  algebraischen  Difife- 
rentialgleichungsjstems  in  gleich  anzugebender  Weise  rational 
umformen. 

Sei  nämlich  das  algebraische  Differentialgleichungsystem 
m*®'  Klasse  in  der  Normalform  gegeben 

— K dx   =  ^'  (*'  *"  y>'      ■2''») 


(64) 


dG(x,t,,y,,...y^)   dy^        ^    ,      .  . 


dti  dx 


l — ^ ^^ -^  =  G'm{x,t^,y^,'"ym)y 

worin  t^  eine  Lösung  der  mit  Adjungirung  von  Xy  y^,   »».ym 
irreductibeln  Gleichung 

(65)  G{x,  t,  j/i,  .  ..y^)  =  0 

ist,   und  besitze   dasselbe  eine   algebraische  Integralfunction 
«1  (Xf  «/i ,  ...  ym)y  so  dass,  wenn 

(66)  cOi(x,  «/i,  .  .  .  j^^)  =»  « 
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gesetzt  wird,  worin  a  eine  willkürliche  Constante  be- 
deutet, nach  dem  Abschnitte  III.  des  ersten  Kapitels  die 
Gleichung 

dt,  a*i 

in  welche  der  Werth  von  ^^  aus  der  Gleichung  (65)  zu  sub- 
stituiren  ist,  eine  in  x,  y^,  -»»ym  identische  sein  muss.  Da 
nun  a>i  eine  algebraische  Function  von  od,  y^,  .  .  ,  y^  sein 
soll,  so  wird  sie  als  Lösung  einer  mit  Adjungirung  von  x, 
h)  Vi}  •  •  •  J/m  irreductibeln  Gleichung 

(68)  ca^+fiix,  ^1,  yi, . . . 2/m)GJ''-^H ]rfv(x,  ^i,  j/i, . . . ym)  =  0 

dargestellt  werden  können,  in  welcher  f^,  f^y  . . .  /i  rationale 
Functionen  der  eingeschlossenen  Grössen  bedeuten;  dififeren- 
tiirt  man  nun  die  mit  Benutzung  von  (65)  in  Xy  y^  ,.  »ym 
identische  Gleichung 

(69)  ci/+/'i(^>^u2/i;--ym)a)i'^^H }rMoD,t^,yi,...ym)=0 

vermöge  (64)  total  nach  x,  so  ergiebt  sich  die  ebenfalls  in 
den  bezeichneten  Grössen  identische  Gleichung 

(70)  (Vö,"-!  +  (V-1)  /;  C/-^  +  •  •  •  +  fr-l)  X 

'dcoi     ,    d<o.     Gl     .  I    d(Oi    Gm 

J^  "^  dy^  JG_'^         "'^  dy^JG 

dt,  dt, 

oder  vermöge  (67)  die  mit  Benutzung  von  (65)  in  x,  y^ , 
. . .  ym  identische  Gleichung 

(71)  ■    <-^£  +  -i-^i+--  +  S=«- 

Es  ist  somit  die  in  ir,  y^ ,  .  .  .  ym  algebraische  Function 
©1  die  Lösung  einer  Gleichung  v  —  1*®^  Grades  von  der 
Form 
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\  dt. 


dfy_ydf,_dt. 


"*■  dx   "•"  a^i   ao?   "*■  \dyi  "+"  a*i   ay^/  dG^ 

dt, 

dt, 

in  welcher  vermöge  (65)  die  Goefficienten  der  einzelnen 
Potenzen  von  a  rationale  Functionen  von  x,  t^j  y^,  ...y«» 
sind,  was  sich  mit  der  Annahme  der  Irreductibilität  der 
Gleichung  (68)  nicht  vereinigen  lässt,  wenn  nicht  entweder 
die  einzelnen  Goefficienten  dieser  Gleichung  mit  Benutzung 
von  (65)  identisch  in  a?,  yj ,  . . .  ym  verschwinden,  d,  h.  /i,  /i, 
.  .  .  fv  selbst  Integralfunctionen  des  Differentialgleichung- 
systems (64)  waren,  oder  v  =  1  ist,  so  dass  die  Gleichung 
(72)  gar  nicht  existirt  —  im  ersten  Falle  wäre  nach  (68)  ©i 
eine  algebraische  Function  von  Integralfunctionen,  welche 
rational  aus  x,  t^y  y^,  -  -  -  ym  zusammengesetzt  sind,  im 
zweiten  Falle  wäre  «i  selbst  eine  solche  rationale  Integral- 
function.  Zugleich  ersieht  man,  dass  für  irgend  eine  andere 
Lösung  ©2  der  Gleichung  (68),  weil  71 ,  ^ ,  , .  .fy  sich  selbst 
als  Integralfunctionen  ergaben,  also  mit  Benutzung  von  (65) 

dx  ^      dx  '  dx 

in  Xy  y^,  . » .ym  identisch  erfüllt  wurden,  der  durch  Differen- 
tiation nach  X  aus  (68)  hergeleitete  Ausdruck 

(i;cö/-i  +  (v—  l)/;o/-2  +  .  . .  +  /;^,)  X 
acoj    1^  dco^    G,     ,  ,    d(o^  "^1 


dtj 


dx     '    dy,   dG    '  '    dy 

mit  Benutzung  von  (65)  in  a?,  y^ ,  ...  y,«  identisch  verschwinden 
wird,  und  hieraus  folgt,  da  der  erste  Factor  wegen  der  Irre- 
ductibilität von   (68),    also    der   Einfachheit  der  Lösung  o^ 
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wegen  nicht  Null  werden  kann^  dass  der  zweite  Factor  ver- 
schwindet^ also  Og ,  somit  jede  Lösung  von  (68)  eine  Integral- 
function  des  gegebenen  Differentiaigleiehungsystems  ist,  was  auch 
schon  aus  dem  am  Ende  des  Abschnittes  III  des  ersten  Kapitels 
in  Gleichung  (79)  ausgesprochenen  Satze  hervorgeht,  da  Og 
als  algebraische  Function  der  Integralfunctionen  /i,  ^,  .../l 
betrachtet  werden  kann. 

Wir  erhalten  daher  den  nachfolgenden  Satz: 
Wenn  ein  algebraisches  Differentiälgleichungsystem  beliebiger 
Klasse  mit  der  unabhängigen  Variabein  x  und  den  abhängigen 
Variabein  y, ,  t/g ,  . .  .jfm  vermittels  einer  algebraischen  Function 
t^  dieser  Variabein  auf  die  rationale  Normalform  eines  solchen 
Systems  gebracht  ist,  so  wird  jede  algebraische  Integralfunction 
dieses  Differentialgleichungsystems  entweder  selbst  eine  rationale 
Function  von  x,  y^,  ...  y,«  und  t^  sein  oder  eine  algebraische 
Zusammensetzung  solcher  rationaler  Integralfunctionen  bilden, 
und  jeder  Zweig  dieser  irreductiblen  Zusammensetzung  ist  wieder 
eine  Integralfunction. 

8.  Sei  jetzt  allgemeiner  eine  Integralfunction  a^  des 
DiflFerentialgleichungsystemes  (64),  (65)  eine  algebraische 
Function  von  x,  y^,  . . .  ym)  von  Logarithmen  eben  solcher 
algebraischer  Functionen 

logvj,     logvg,     ...  logt;^, 
und  von  Quadraturen 

(73)         i,  =  {Jf,  is)ds\^^^ ,   i,  =  (//,  (6)  dsl^^^ ,  .  . . 


ik  -  (ffk(s)dsl^^^ , 


worin  fi(s),  ^2(^)7  .  .  . /i(s)  algebraische  Functionen  ihrer 
Argumente  s,  und  s^,  «g ,  ...  5*  algebraische  Functionen  von 
^7  Vi}  -''Vm  sind,  also  eine  Integralgleichung  des  Differen- 
tiaigleiehungsystems 

(74)  (Oi(x,  yty  ..^ymy   log  v^,  . . .  log  v^,   i^,  . . .  i^)  =  «, 

worin  a  eine  willkürliche  Constante,  und  Oi  als  die  Lösung 
einer  mit  Adjungirung  der  Grössen 
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(75)  x,yi,...ym,  t^,  v^,  ...V/u,  «i,  ...5*,  /K«,),  .../i(Sit), 

log  Vi ,  .  . .  log  t;^ ,     ij ,  . . .  4 

irreductiblen  algebraischen  Gleichung 

(76)  cö''+9i(a;,2/i,...^i,  Vi,  ...Si,.../i(5i),...logt;i,...ii,...)cö*'~i+- 

+  9v(a;,yi,...^i,  t;i,...5i,../i(5i);...logt;i,...ii...)=0 

dargestellt  werden  kann,  in  welcher  (p^,  ,  .  .  g)^  rationale 
Functionen  der  eingeschlossenen  Grössen  bedeuten;  selbst- 
yerständlich  darf  angenommen  werden,  dass  zwischen  den 
Grössen 

(77)  oo,yi,...ym,    log  v^,  . . .  log  v^,    ii,...ik 

nicht  eine  für  beliebige  Werthe  von  x,  y^,  . .  .ym  gültige 
algebraische  Beziehung  besteht,  weil  wir  im  entgegengesetzten 
Falle  eine  der  Transcendenten  durch  die  übrigen  algebraisch 
ausdrücken,  in  co^  der  Gleichung  (74)  einsetzen  und  nun  eine 
Integralgleichung,  welche  algebraisch  aus  einer  geringeren 
Anzahl  jener  Transcendenten  zusammengesetzt  ist,  der  Unter- 
suchung zu  Grunde  legen  könnten. 

Setzt  man  nun  den  Werth  von  o^  aus  (74)  in  (76)  ein, 
so  muss  die  so  entstehende  Gleichung 

(78)  c)/+/;(a;,2/i,...^i,Vi,...Si,.../;(si),...logVi,...ii,...)©i'^^+ • 

mit  Benutzung  von  (65)  eine  in  allen  Grössen  (75)  —  von 
ti  abgesehen  —  identische  sein,  und  wenn  man  nun  (78) 
nach  X  total  diflferentiirt,  so  folgt  vermöge  (64) 

(79)  (t,  a).-i  +  (r  -  1)  /i  c,-^  + . . .  H-  /;._0  ^  +  a,.*->  g 

oder  da  nach  (74) 

(80)  S-  =  0 

ist,  die  mit  Benutzung  von  (65)  in  den  oben  angegebenen 
Grössen  identische  Gleichung 

(81)  -.-^^  +  -.'-^g  +  --  +  %^  =  0- 
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Da  aber 

dh        dU        .   .   .  ^ 
dx  '     dx  '  dx  ' 

wie  unmittelbar  zu  sehen,  wiederum  rationale  Functionen 
der  Grössen  (75)  sind,  so  würde  gegen  die  für  die  Gleichung 
(76)  gemachte  Voraussetzung  der  Irreductibilität  (»i  einer 
Gleichung  v  —  1*®°  Grades  desselben  Charakters  genügen, 
und  es  müsste  demnach  genau  wie  oben  entweder  v  =  1,  oder 

/ 1  ^'^^  ^1  »       12  '^^  ^2  9        •  •  •  /  V  ^=  Öfy 

Integralgleichungen  des  Differentialgleichungsystems  sein,  so 
dass  wir  den  folgenden  ganz  allgemeinen  Satz  erhalten: 

Wenn  ein  algebraisches  Dijferentialgleichungsystem  beliebiger 
Klasse  mit  der  unabhängigen  Variabein  x  und  den  abhängigen 
Variabein  y^,  yg ,  . .  .ym  vermittels  einer  algebraischere  Function 
t^  dieser  Variabein  auf  die  rationale  Normalform  eines  solchen 
Systems  gebracht  wird,  so  ist  jede  algebraisch  aus  den  Variabein 
^}  Vi}  •  •  •  2///t?  ^^^  Logarithmen  von  algdyraischen  Functionen 
^i;  %7  ''-"Vfi  dieser  Variabein  und  Ab eV sehen  Integralen  mit 
ebensolchen  algebraischen  Argumenten  s^ ,  Sg  >  •  •  •  5*  w^<^  dam 
gehörigen  algebraiscJien  Irrationalitäten  /i(Si),  /^(^g),  .../*(«*) 
!2v,sammengesetzte  Integralfunction  dieses  Differentialgleichung - 
Systems  entweder  selbst  eine  rationale  Function  von  x,  y^, 
"-ym,  ti,  Vi ,  ..  ,Vf,,  Si,  . .  .Sky  fi{Si),  . . .  fk{Sk)  und  jenen 
Transcendenten  oder  eine  algebraische  Zusammensetmng  solcher 
rationaler  Integralfunctionen,  und  jeder  Zweig  dieser  irreduc- 
tibeln  Zusammensetzung  bildet  wieder  eine  Integralfunction. 

Es  braucht  nach  früheren  Auseinandersetzungen  kaum 
wieder  hervorgehoben  zu  werden,  dass,  wenn  man  die  alge- 
braischen Functionen  von  äj,  y^ ,  . . .  y», 

als  rationale  Functionen  einer  algebraischen  Function  2\  von 
^7  Vit  *  •  •  Vm)  ^1  ausdrückt,  auch  alle  die  Functionen  Integral- 
functionen  des  gegebenen  Differentialgleichungsystems  sein 
werden,  die  aus  der  eben  gefundenen  rationalen  Integralfunction 

(82)  .ßi=/'(a?,j/i,..Ji,  v^y  ...5i,  .../;(s,);  ...logt;i,...z\,...) 
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hervorgehen,  wenn  man  in  die  Ausdrücke  von  v^,  » •  >  s^ 
•  •  •  A(^i)>  •  •  •  s*^^^  ^1  ®^^®  beliebige  Losung  der  mit  Adjun- 
girung  von  x,  y^,  >  >  >ymi  t\  irreductibeln  algebraischen  Glei- 
chung einsetzt,  von  welcher  T^  eine  Lösung  ist,  und  ebenso 
ist  die  Erweiterung  dieser  Sätze  auf  die  Fälle  ersichtlich,  in 
denen  noch  andere  Transcendenten  als  AbeV^cYiQ  Integrale  in 
die  Integral  Function  des  gegebenen  DififerentialgleichuDg- 
systems  eintreten. 

9.  Sei  nun  Sl^  der  Gleichung  (82)  eine  rationale  Integral- 
function  des  gegebenen  DiflFerentialgleichungsystems  (64),  (65), 
so  wird  der  Definition  gemäss 

(83)  ^-t  =  0 

mit  Benutzung  von  (65)  für  alle  a?,  j/i ,  .  . .  ^m  identisch  er- 
füllt sein  müssen;  da  aber  in  (83)  wieder  nur  alle  in  Sl^ 
enthaltenen  Grössen  rational  eintreten,  zwischen  den  Loga- 
rithmen und  AheV^oh^n  Integralen  aber  der  VoraussetzuDg 
gemäss  eine  algebraische  Beziehung  nicht  stattfinden  sollte, 
so  müssen  diese  Transcendenten  selbst  herausfallen,  und  es 
wird  daher  ß^  eine  Integralfunction  bleiben,  wenn  man  diese 
Transcendenten  um  beliebige  additive  Constanten  vermehrt, 
indem  die  nach  x  genommenen  totalen  Differentialquotienten 
dieselben  bleiben. 
Ist  also 

(84)  Sl^  =  f{x,y^,  ..Ji,t;i,...5,,.../;(si),  ...logt;i,...Ji,...) 

eine  rationale  Integralfunetion  des  Differentialgleichungsystefm 
(64),  (65),  so  werden  an/ch  alle  in  den  Formen 

(85)    ß=A^;yn-^nVi;-«ir"/l(«l);-logVi+Ci,...ii+Ci,...) 

enthaltenen  Functionen^  in  welchen  c^,  c^,  ...c^,  C^,  C^y  ..^Ck 
willkürliche  Constanteii  bedeuten,  rationale  Integralfunctiofien 
jenes  Systems  liefern. 

Da  aber  jede  algebraische  Verbindung  von  Integral- 
functionen,  wie  früher  gezeigt  worden,  wieder  eine  Integral- 
function ist,  wir  also  durch  Subtraction  zweier  Integral- 
functionen,   die    sich   nur  in  der  Gonstanten  c^  oder  C^  um 

den   unendlich    kleinen  Werth    dc^  resp.  d(7^   unterscheiden, 
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und  Division  mit  diesem  unendlich  kleinen  Incremente  wieder 
eine  Integralfunction  erhalten,  so  folgt  analog  den  im  Ab- 
schnitt YII.  3.  des  dritten  Kapitels  gemachten  Schlüssen^ 

dass,  wenn  fnan  in  einer  rationalen  Integralfunction  (84) 
des  Differentialgleichungsystems  (64),  (65)  die  Transcendenten 
log  v^y  log  v^i  ...  log  Vp,  um  die  unllkürlichen  Constanten  c^,  c^, 
. . ,  Cp  und  die  ÄheVschen  Integrale  i^ ,  i^,  *  -  *ik  um  C^,  C^^ 
. . .  Gk  vermehrt,  die  Function 


ac/^..ac>a(7/•...ac/* 


tmederum  für  willkürliche  Werthe  dieser  Gonstanten  eine  rationale 
Integralfunction  des  Differentialgleichungsystems  ist,  also  auch, 
wenn  sämmtliche  Constanten  gleich  Null  gesetzt  werden, 

aiogt;/'...aiogt;;/*  at/^..at/* 

eine  solche  Integralfunction  darstellt, 

Ist  die  rationale  Function  Sl^  eine  ganze  Function  der 
in  ihr  enthaltenen  logarithmischen  Functionen  und  -46erschen 
Integrale,  so  wird  man  durch  successive  DiflFerentiation  nach 
diesen  Transcendenten  bis  zu  den  Coefficienten  jener  ganzen 
Function  der  Transcendenten  gelangen  können,  welche  rationale 
Functionen  von  x,  j/i,  .  .  .  j/m,  ^i,  t^i,  .  .  .  t^^u,  5^,  ...  s*, 
fi(ßi)y  •••/*(^*)  waren,  pnd  da  diese  Coefficienten  nach  dem 
eben  bewiesenen  Satze  auch  Integralfunctionen  des  Differen- 
tialgleichungsystems sein  müssen,  so  finden  wir, 

dass,  wenn  das  Differentialgleichungsystem  (64),  (65)  eine 
rationale  Integralfunction  £1^  hesitzt,  welche  in  den  logarith- 
mischen Functionen  und  Ah eV sehen  Integralen  eine  ganze 
Function  ist,  das  Differentialgleichungsystem  au>ch  nur  in  den 
Grössen  x,  y^,  ...ym,  ^i,  ^i,  ...v^,  s^,  ...5*,  fi(s^),  :. ./*(«*) 
rationale  Integralfunctionen  besitzt,  welche  jedoch  auch  in  Gon- 
stanten übergehen  können. 
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VI.  lieber  lineare  Differentialgleichnngsysteme  mit  variabeln 
CoeffleienteB ,   deren  Integrale  sich   als  Quadraturen  alge- 
braischer Functionen  darstellen  lassen. 

!•  Es  sei  das  lineare  Differentialgleichungsystem  vorgelegt 


0) 


dx 


=  ^11  yi  +  ^12  «/2  + h  ^myn  +  Au-\-i 


^-  =  -^21^1  +  ^22^2  H h  ^2»y«   +  Ä2n^l 


dy 

-j^  =  Aniy^   +  An2y2   +   •  •  •  +   AnnVn  +  ^nn+1  , 


worin  die  Aa{i  algebraische  Functionen  von  x  bedeuten,  und 
werde  angenommen,  dass  ein  Elefnmt  eines  Integralsystems, 
also  me  früher  gezeigt  worden  ^  im  Allgemeinen  auch  die  er- 
gänzenden Elemente  dieses  IntegrälsystemSj  sich  als  lineare"^) 
Function  mit  variabeln  Coefßcienten  von  Quadraturen  algebraischer 
Functionen  in  der  Form  darstellen  lasse 

(2)     yi  =  W  +  %  logVi  H (-  W„,l0g  Vrn  +  U^J^  (Si,/!  (s^))  +  .-  • 

worin  Jj,  . .  .  e7^  Integrale  der  respr  Differentialgleichungen 

bedeuten,  in  welchen  /i,  . . .  /]u  algebraische  Functionen  ihrer 
Argumente  y  s^,  ...  5^  algebraische  Functionen  von  x  sind,  und 
vorausgesetzt  mrd,  dass 

U^  y       .     ,     .    Ufn  y  Ul  ,       .     .     .      Ufl 

rationale  Functionen  der  Coefßcienten  des  Differentiaigleidiung' 
Systems  (1)  sind;  so  werden  genau  dieselben  Schlüsse,   wie 


*)  Wie  im  VU.  Abschnitt  des  dritten  Kapitels  gezeigt  worden, 
mu88  die  Function  eine  lineare  sein,  wenn  das  redacirte  Differential- 
gleichungsystem keine  aus  eben  diesen  Quadraturen  algebraisch  zu- 
sammengesetzten Integralsysteme  besitzt. 
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sie  im  1.  Abschnitt  des  vierten  Kapitels  gemacht  worden, 
wenn  man  erwägt,  dass  aus  h  Integralsystemen  der  Differential- 
gleichungen (1) 

Vn  yi2  •  •  •  y^n 

V'il    2^22    •  •  •  y^n 


y*l    y*2    ...  Vkn 

sich  ein  Tntegralsystem 

yii+y2iH hVki        2/12  +  2/22-1 ]ryk2  2/in  +  2/2«H ^Vkn 

k  >  k  '     "  *  k 

bilden  lässt,  den  Satz  ergeben, 

dass  das  Diffbrentialgleichungsystem  (1)  noch  ein  anderes 
Integralelement  von  der  Form  besitzt 

(4)      y,  =  T  -f-  B.i  ü,  log  TY>  +  B,^  ü,  log  T[«)  +  •  ■  • 

+  B,,  U,  log  I^^  +  B^  ü,  log  2\')  +  ... 
+ 


+  T  log  F,  +  •  •  •  +  ^  log 


r„ 


_        rn 
1 

1 

worin  ttj,  ...  «*,„,  Ui,  . .  ,  ü/n  die  in  den  Coefficienten  der  Diffe- 
rentialgleichungen (1)  rational  vorausgesetzten  Factoren  der 
Transcendenten  in  dem  gegebenen  IntegralausdrucJce  (2)  waren. 
JBaß  Constanten j  jpi,  ...i>^  das  Geschlecht  der  algebraiscJien 
Irrationalitäten  fi(s),  . .  -finis)  angeben,  d  eine  positive  ganze 
Zahl  ist,  1Y\  Tf),  . . .  T^^\  Tf\  . . . ,  Fl,  F^,  . . .  F«  m  dm 

Coefficienten  der  Differentialgleichungen  rational  ausdrückbare 
Functionen ,  ti« ,  r2a ,  ...  tp^a  Lösungen  einer  algebraischen 
Gleichung  p^^  Grades  von  der  Form  sind 

(5)      rPa  +  F, {x,  Aa(^)  r^«-^  +  . . .  +  Fp^ (x,  ^«^)  =  0 , 
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worin  F^,  .  .  .  Fp^  rationale  Functionen  von  x  und  den  Coefß- 

cienten  Aaß  der  Differentialgleichungen  bedeuten,  und  endlich 
fa(tia),  '''fa(tp^a)  rationale  Functionen  von  den  resp.  tia, 
. . .  tp^a  nnd  den  Coefficienten  der  Differentialgleichungen  sind. 

Dieses  Resultat  wäre  nur  dann  inhaltlos;  wenn  alle  so 
hervorgehenden  Integralelemente  yiy  y^,  -  •  -  Vn  Constanten 
würden,  die  wir  mit  Cj,  c^y  . .  .Cn  bezeichnen  wollen;  in  diesem 
'Falle  wäre  nach  (1) 


(6) 


-^11^1  4"  -^12^2  "I" 
-^21  ^1  "T  -^22  ^2     1 


+  AmCn  +  ^ln+1  =  0 
+  Ä2nCn  +  ^2nH-l  =  0 


^AnlC^  +  ^«2^2  +   •  •  •  +  AnnCn  +  Ann+1  =  0, 


woraus  folgen  würde,  dass  die  Substitutionen 

(7)  2/l  =  ^1   +  Ci  ,       J/2  =  ^2  +  ^2;       •  •  •  y«  =  ^«  +  Cn 

das  DifiFerentialgleichungsystem  (1)  in  das  homogene  lineare 
(dz. 


(8) 


dx 


=  Aj^i  ^1   +  ^12  ^2  H +  ^1»  ^f 


-^  =  ^21  ^1  +  ^22^2  H h  ^2n  ^r 


dz 


dx 


^  =  Anl  Zi   +  An2  ^2  +  '  •  •  +  -^n«  ^n 


Überführen,  so  dass  in  diesem  Falle  das  nicht  homogene 
Differentialgleichungsystem  als  mit  einem  homogenen  zu- 
sammenfallend betrachtet  werden  darf.  Wir  können  somit 
sagen,  dass  das  obige  Resultat  inhaltlos  werden  kann,  wenn 
das  gegebene  Differentialgleichungsystem  (1)  ein  homogenes 
von  der  Art  ist,  dass  es  ein  constantes  Integralsystem  be- 
sitzt, das  auch  Null  sein  darf.  Nun  hat  aber  ein  homo- 
genes lineares  Differentialgleichungsystem  stets  ein  Inte- 
gralsystem, dessen  sämmtliche  Elemente  Null  sind,  ein 
von  Null  verschiedenes  constantes  Integralsystem  jedoch  er- 
fordert die  Existenz  der  Gleichungen 
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(9) 


^„iC,  +  ^,2^2  H +  ^„„C„  =  0; 


und  man  sieht  dann  leicht  ^  dass  das  homogene  lineare 
Differentialgleichungsystem  n^'  Klasse  sich  auf  ein  eben 
solches  n — 1*®'  Klasse  zurückführen  lässt;  denn  setzt  man 
die  aus  dem  letzten  Gleichungsystem  sich  ergebenden  Werthe 


(10) 


^12  ,             •  •  •          ^1«-1    -V 
n                                                 n 

A      4  .  — 

n 

n                                                ^n 

in  das  homogene  System  von  Differentialgleichungen  eio^  so  folgt 


(11) 


^Vi  _ 


dx 


dx 


=  ^11  (^1  —  ^^n)    +   ^,2  (y2  ~^^y^)'^ 

+  Ain-1  (y«-i j'^  yn) 

=  ^21  (yi "~  ^  ^«)  +  ^22  (^2  -  ^  y«)  H — 

+  ^2a-l  (j/n-l ^  2/») 


+  .-^«n-l  (yn-1 7=-^  !/«)  , 


C 

und  zieht  man  von  der  ersten  Gleichung  die  mit  —  mtütipli- 


n 


C 

cirte  letzte,  von  der  zweiten  die  mit  --  multiplicirte  letzte, 
etc.  ab,  so  ergiebt  sich,  wenn 


(12)    2/1— J  J/«  =  ^,,    2/2  — j2/«==^2>--yn-l-^-^   ^  yn  =  ^n-l 
n  n  n 
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gesetzt   wird^   das   folgende   homogene   lineare    DifPerential- 
gleichungsystem 


dx 


(13) 


(22 


äV^i^«-"—  V^»V'''  +(^«-12-^  A2)«2+- 

+  ( -4„_in— 1 ^ Ann-^lJ  ^n—1) 

das  nur  von  der  n  —  l*®""  Klasse  ist.  Nehmen  wir  somit  an, 
dass  solche  lineare  Dififerentialgleichungsysteme  vorgelegt 
sind;  die  sich  nicht  durch  die  oben  angegebenen  einfachen 
Substitutionen  in  ein  lineares  System  niederer  Klasse  ver- 
wandeln lassen,  so  tmrde  das  oben  gefundene  Besultat  (4)  somit 
nur  für  homogene  lineare  Differentialgleichungen  unbrauMar 
werden  Mnnen,  und  dies  auch  nur  in  dem  Falle^  wenn  alle  (4) 
analogen  Integralelemente  gleich  Null  umrden. 

2.  Wir  wollen  aber  nicht  bloss  aus  der  hypothetisch 
angenommenen  Form  (2)  eines  Integrals  des  linearen  Difife- 
rentialgleichungsystems  die  Existenz  eines  anderen  Integrales 
(4)  von,  um  uns  kurz  auszudrücken,  rationaler  Beschaflfenheit 
herleiten,  sondern  uns  mit  den  Eigenschaften  der  Integral- 
systeme (2)  selbst  beschäftigen,  welche  algebraisch  von  Ahel- 
sehen  Integralen  abhängen. 

Habe  also  das  lineare  Differentialgleichungsystem  (1)  eiu 
Integralelement  von  der  Form 

worin  F  eine  algebraische  Function  und  Ji,  e/g,  . . .  e7^  ^6e/'sche 
Integrale  sein  sollen,  von  denen  ein  Theil  auch  die  etwa  vor- 
kommenden logarithmischen  Functionen   repräsentiren  kann, 
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so  ist  einerseits  aus  den  früheren  Auseinandersetzungen  klar, 
dass,  von  den  früher  genau  bezeichneten  Ausnahmefällen  ab- 
gesehen j  auch  die  ergänzenden  Integralelemente  dieselbe 
Form  haben 


(15) 


^2  — ■f'2(a;,e7i(5i,/;(Si)),    JAhJiis.^),    •^.Jfiis^cJf.iSf,,))) 


und    aus    dem  VII.  Abschnitte   des  dritten   Kapitels    ergiebt 
sich,  dass, 

wenn  ein  lineares  homogenes  oder  nicht  homogenes  System 
von  Differentialgleichungen  ein  algebraisch  aus  Quadraturen  al- 
gebraischer Functionen  zusammengesetztes  Integralelement  besitzt, 
dieses  im  Allgemeiyien  entweder  selbst  linear  aus  diesen  Quadra- 
turen zusamme)\gesetzt  ist,  oder  dass  jedenfalls  das  reducirte 
lineare  Differentialgleichungsystem  als  Integralelement  eine  lineare 
Function  aller  dieser  Quadraturen  oder  einiger  derselben  besitzt 
mit  Coeffidenten,  welche  algebraische  Functionen  von  x  und  zu- 
gleich Integralelemente  des  reducirten  Differentialgleichungsystems 
sind,  aber  auch  Constanten  sein  können. 

Es  wäre  also  im  Allgemeinen  nur  die  Frage  aufzuwerfen, 
ob  wir  Eigenschaften  für  die  Argumente  der  Transcendenten 
und  deren  algebraische  Coefficienten  ermitteln  können,  wenn 
lineare  Ausdrücke  von  der  Form 

(16)  rj,==u  +  u,Ji  {s„  /;  (5,))  +  u.,  J,{s,,  /;  (s,))  H 

+  ^^iJnis^i,fi^{s^i)) 

Jntegralelemente    des    Dififerentialgleichungsystemes   (1)   oder 
des  reducirten  sind. 

Es  sollen  die  dabei  zur  Geltung  kommenden  Unter- 
suchungsmethoden an  dem  Falle  erläutert  werden,  in  welchem 
das  Diflferentialgleichungsystem  (1)  ein  aus  zwei  logarithmischen 
Functionen  linear  zusammengesetztes  Integral  von  der  Form 

(17)  n^==u^  tr^  lüg  v^  +  tL,  log  v.^ 

besitzt,    worin  u,  Ui,  tu,  v^,  v.^   algebraische  Functionen  von 

Koeuigsber^cr,  Lehrbuch.  20 
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X  sind,  und  worin  die  beiden  logarithmischen  Functionen  nicht 
schon  unter  einander  in  einer  linearen  Beziehung  mit  al- 
gebraischen Coefficienten  stehen.  .  Dass  ebenso  der  Fall  einer 
homogenen  linearen  ganzzahligen  Beziehung  von   der  Form 

fil  t*l  +  fig  ^2  =  0 

auszuschliessen  ist,  leuchtet  ein,  da  im  entgegengesetzten 
Falle  das  Integral  ly^  die  Form  annimmt 

^1  =  t*  +  Wi  log 

also  nur  einen  Logarithmus  einer  algebraischen  Function  ein- 
schliessen  würde,  und  die  Untersuchung  sich  dann,  wie  man 
leicht  sehen  wird,  nach  denselben  Principien,  nur  in  ein- 
facherer Weise  bewerkstelligen  liesse. 

Lassen  wir  x  einen  geschlossenen  Umkreis  von  der  Art 
beschreiben,  dass  alle  Coefficienten  Äafi  des  Diflferential- 
gleichungsystems  (1)  ihre  früheren  Werthe  wieder  annehmen, 
so  bleibt  offenbar  i^j,  da  es  mit  den  zugehörigen  Elementen 
in(l)  eingesetzt  diese  Gleichungen  identisch  befriedigen  musste, 
ein  Integral  des  DiflFerentialgleichungsystems,  das  wir  mit 

(18)  rii  =  ü  +  üi  log  Vi  +  ^2  log  V2 

bezeichnen  können,  wenn  w,  Wj,  Wg,  v^^  \  die  Werthe  be- 
deuten, in  welche  w,  u^^  u^y  v^,  v^  bei  jenem  Umlaufe  des 
X  übergehen  —  gäbe  es  gar  keine  Umläufe,  die  mindestens 
die  eine  oder  andere  dieser  Functionen  ändern,  so  könnte 
schon  jetzt  geschlossen  werden,  dass  te,  u^,  Wg»  ^i;  ^2  rationale 
Functionen  der  Coefficienten  des  linearen  Differentialgleichung- 
systemes  sind  —  doch  wird  dies  im  Allgemeinen  nicht  der 
Fall  sein. 

Nach  dem  oben  angeführten  Satze  ist  klar,  dass,  wenn 
die  Integrale  des  nicht  reducirten  Systems  die  Logarithmen 
in  höheren  Potenzen  als  in  der  ersten  enthalten,  das  reducirte 
System  ähnliche  Integrale  enthalten  muss;  aber  es  könnte 
dies  auch  stattfinden,  wenn  die  Logarithmen  in  den  Integralen 
des  ersten  Systemes  nur  linear  vorkommen.  Wir  machen 
nun  die  Annahme,  dass  das  reducirte  Differentiaigleichungsystem 
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Jcein  aus  Logarithmen  algebraischer  Functionen  linear  zusammen- 
gesetztes Integral  habe*);  da  nun  die  Diflferenz  zweier  Integral- 
elemente des  Systemes  (1)  ein  Integralelement  des  reducirten 
Systemes  liefert,  so  kann  ^^  —  ^^  nur  eine  algebraische 
Function  sein,  die  auch  constant  und  Null  werden  darf,  so 
dass  sich  aus  (17)  und  (18) 

(19)  üy  log  v^  —  Wi  log  v^  +  ^2  log  Vg  —  u^  log  v^=w 

ergiebt,  worin  w  algebraisch  von  x  abhängt.  Die  in  I.  4. 
des  vierten  Kapitels  angestellte  Betrachtung  über  logarith- 
mische  Beziehungen  liefert  aus  (19)  die  Relation 

(20)  \  üy  —  \u^  +  ^2  ^2  —^u^^O, 

v^orin  \y  Ä^,  \,  Äg  ganze  Zahlen  sind,  von  denen  wir  \  als 
von  Null  verschieden  annehmen  dürfen.     Es  folgt  somit 

(21)  ^2  =—  f-  «^1  +  ^  «*i  +  f-  ^2; 

Äj  K^  Äj 

und  in  Folge  dessen  aus  (19) 

h  log  (-^\  —  ^1  log  /3^^  —  ^2  log 


Vc 


Ui 


V  ** 


i^/' 


(22)      «xlogP^    -«.logP^     -M,log    -%-     =  lc,w. 


Wir  behaupten  nun,  dass  im  Allgemeinen  für  einen  Um- 
lauf des  X,  welcher  die  Coefficienten  des  Diflferentialgleichung- 
systems  (1)  unverändert  Hesse  und  die  Gleichung  (17)  in  (18) 
überführte,  aber  einmal  einen  Verzweigungspunkt  von  u^  um- 
kreist, d.  h.  die  Lösung  u^  der  diese  Function  definirenden, 
mit  Adjungirung  jener  DiflFerentialgleichungscoefficienten  irre- 
ductibeln  Gleichung  in  eine  andere  überführt,  der  dritte  Logarith- 
mand  der  Gleichung  (22)  nicht  constant  sein  kann.  Denn  wäre 


*)  In  unserem  Falle  wurde  es  genügen,  die  Beschränkung  auf  den 
Fall  von  vier  linear  verbundenen  Logarithmen  zu  reduciren,  von  denen 
je  zwei  nur  verschiedene  Zweige  derselben  algebraischen  Function  dar- 
stellen, wie  das  Folgende  lehren  wird. 

20* 
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(23)  ^a1 


=  c 


eine  constante  Grösse,  so  bestünde  zwischen  ganzzahligen 
Potenzen  von  Lösungen  einer  irreductibeln  Gleichung  ein 
constantes  Verhältniss,  was  offenbar*)  nur  der  Fall  sein  kann, 

wenn  k^  =  Tc^  oder  %^  =  —  Tc^  ist,  d.  h.  nach  (23) 

(24)  Vg  =  Ci  ^2     oder     v^v^  =  c^y 
also 

(25)  logt;2  =  logV2  +  logCi    oder  logVg  =  — log  v^  +  logCg 

ist.     Ferner  würde  sich  aber  dann  aus  (22)  vermöge  (23) 
*)  Wenn  in  einer  irreductibeln  Gleichnng 

zwei  Lösungen  u^  und  u^  in  der  Beziehung 

zu  einander  stehen,  worin  1c  eine  Constante  bedeutet,  so  werden  sich, 
wenn  man  x  einen  geschlossenen  Weg  beschreiben  lässt,  welcher  suc- 
cessive  u^  m  u^^  u^  m  u^^  .  .  ,  u^_i  in  u^ ,  endlich u^  in  «j  überführt, 
die  Beziehungen  ergeben 

wf  «  Äw^,     vl  =  1cu^,     .  .  .  uf  =  Ä;wJ_i ,     wf  =  ä;mJ, 

wenn  der  Ausgangspunkt  nicht  ein  mehrfacher  Punkt  der  Function  ist. 
Da  nun  aus  diesen  Beziehungen  successive 

also 


■  -  © 


U,     -  =1-1'  '  ^ 


folgt,  so  wäre  entweder  m,  eine  Constante — was  mit  der  Annahme  der 

Irreductibilitat  der  Gleichung  nicht  vereinbar  —  oder  es  ist  -  =i  t ,  d.  h. 

Q. 

G  ==s  Q    oder    <;  =  —  9 ,  wenn  X  eine  gerade  Zahl. 
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(26)         ü,  log  '-V  - «,  log  rv  =  >»^ 


ergeben,  worin  W  algebraisch  von  x  abhängt,  und  vermöge 
der  logarithmischen  Eigenschaften  wieder 

(27)  K,ü,  -  K^ti^  =  0 , 

worin  K^  und  K^  ganze  Zahlen  bedeuten;  ein  rationales  Ver- 
hältniss  von  u^  und  ü^  erfordert  aber  bekanntlich,  wie  früher 
gezeigt  worden,  ü^  =  u^  oder  ü^  =  —  w, ,  was,  wenn  wir 
den  gleich  nachher  zu  berücksichtigenden  Fall,  dass  jener 
Windungspunkt  von  u^,  den  wir  umkreisten,  ein  einfacher 
ist,  ausschliessen ,  nicht  stattfinden  kann.  Es  müssen  also 
auch  die  beiden  ersten  Logarithmanden  der  Gleichung  (22) 
Constanten  sein,  also 


—  A-j  -    k^ 


(28)  «^  =  0'     und      '^  =  C 


V^  ^i 


oder 

(29)  ^  =  ^' 

wo  K  wiederum  constant,  also  auch  ^j  ==  +  ^i ,  und  somit 

entweder     log  v^  =  log  v^  +  log  ^i 
^     ^       oder  log  v^  =  —  log  v^  -f-  log  a2 , 

worin  a^  und  a^  constant  sind.  Es  geht  daher  das  zweite 
Integral  (18)  nach  (25)  und  (30)  in 

(31)  ^1  =  U+ü^  log  Vj  +  Wj5  log  v^ 

und  die  Differenz  zwischen  (17)  und  (31)  nach  (19)  in 

(32)  (wj  +  Wi)  log  Vi  +  (Wg  +  ü^)  log  V2=w 

über,  so  dass  sich,  da  zwischen  log  v^  und  log  Vg  keine  lineare 
algebraische  Beziehung  bestehen  durfte,  «*i  =  +  Wi,  ü^  =  -\-u<i 
ergiebt;  schliessen  wir  nun  wiederum  den  Fall  aus,  dass  sich 
in  dem  betrachteten  Verzweigungspunkte  von  u^  nur  zwei 
Zweige   mit  den    entgegengesetzten  Werthen   vereinigen,    so 
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folgt,  dasS;  wenn  man  x  um  einen  Windungspunkt  von 
u^  einen  solchen  geschlossenen  Umlauf  beschreiben  lässt, 
dass  die  Coefficienten  der  Differentialgleichungen  ihre  Aus- 
gangswerthe  wieder  annehmen,  noth wendig,  wenn  jener  Win- 
dungspunkt nicht  ein  einfacher  mit  entgegengesetzten  Werthen 
der  beiden  Zweige  ist,  der  dritte  Logarithmand  der  Gleichung 
(22)  variabel  sein  muss. 

Nur  dann  war  also  der  eben  gemachte  Schluss  ungültig, 
wenn  die  Function  u^  entweder  gar  keine  Verzweigungs- 
punkte hätte,  d.  h.  rational  durch  x  und  die  Coefficienten 
der  Differentialgleichungen  Aaß  ausdrückbar  wäre,  oder  nur 
einfache  Windungspunkte,  in  welchen  sich  entgegengesetzte 
Werthe  der  Function  vereinigen;  dann  wäre  aber,  wie  un- 
mittelbar zu  sehen,  u^^  eine  eindeutige  Function  von  x  und 
Aafi  oder 

(33)  Uj^  =  Ci)(Xy   Aaß), 

worin  o  eine  rationale  Function  bedeutet;  durch  ganz  analoge 
Schlüsse  bestimmt  sich  die  Grösse  Vy^  in  gleich  nachher  an- 
zugebender Form. 

Ist  aber  nun  der  dritte  Logarithmand  der  Gleichung  (22) 
variabel,  so  behaupten  wir,  dass  es  auch  der  erste  Loga- 
rithmand sein  muss.  Denn  wäre  dieser  constant,  so  ergäbe 
sich  aus  (22)  wieder  die  ganzzahlige  Beziehung 

(34)  l^l^i  +  fi2W2  =  0, 

welche  von  vornherein  ausgeschlossen  war,  und  es  liefert 
daher  die  Gleichung  (22)  die  Beziehung 

(35)  lyÜ^  —  \Ui  —  ^2^2  =  0, 

worin  wir  l^,  also  in  Folge  der  eben  gemachten  Bemerkung 

auch  \  von  Null  verschieden  annehmen  dürfen.  Stellt  man 
(20)  mit  (35)  zusammen,  so  ergiebt  sich 

worin  Q^y  q^)  ^i ;  ^2  rationale  Zahlen  bedeuten. 

Lassen  wir  nun  die  Variable  x  noch  einmal  denselben 
Umlauf  machen,  so  werden  sich  die  den  Gleichungen  (36) 
entsprechenden  Beziehungen  ergeben 
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(37)  U^  =  QiU^  -\- Q2U2  y      ü^  =  ^itii  +  ^2^2 

und  aus  (36)  und  (37) 

worin  Wj,  m[j  m^y  m^  rationale  Zahlen  bedeuten;  es  hat 
somit  Ml  —  und  dasselbe  können  wir  von  u^  aussagen  — 
die  Eigenschaft,  dass  in  der  dasselbe  definirenden,  mit  Ad- 
jungirung  von  x^  Aaß  irreductibeln  Gleichung  in  jedem  ihrer 
mehr  als  einfachen  Windungspunkte  je  drei  Lösungen,  welche 
auf  einander  folgende  Elemente  je  eines  Cyclus  sind,  zu  ein- 
ander in  homogener  linearer  Relation  mit  rationalen  Goeffi- 
cienten  stehen. 

Nachdem  nun  die  Beschaffenheit  der  Functionen  %  und 
M2  festgestellt  worden,  sollen  jetzt  die  Eigenschaften  der 
Logarithmanden  v^  und  v^  ermittelt  werden.  Denken  wir  uns 
in  dem  Integralausdrucke 

(39)  n^^u-^-u^  log  Vi  +  Mg  log  % 

die  Functionen  u,  v-^ ,  v^  als  Lösungen  von  mit  Adjungirung 
von  X,  Aaßj  tii  und  Mg  irreductibeln  Gleichungen  und  bilden 
eine  algebraische  Function  t,  durch  welche  sich  m,  Vj,  v^ 
rational  ausdrücken  lassen  und  welche  selbst  die  Lösung 
einer  mit  Adjungirung  von  x,  Aaß,  u^ ,  Mg  irreductibeln  Glei- 
chung ist;  dann  werden,  wenn  die  ^Gleichung  nicht  linear 
ist,  offenbar  zwei  der  Lösungen  dieser  Gleichung  die  Integrale 
liefern  1^1  und 

(40)  1^2  =  «*  +  Wi  log  Vi  +  Mg  log  Vg  , 

woraus  wieder  der  oben  für  das  reducirte  System  gemachten 
Annahme  zufolge 

(41)  i*  —  w  +  Ml  log  ^  +  Mg  log  ^  =  m; 

sich  ergiebt,  worin  w  eine  algebraische  Function  bedeutet. 

Aus  der  Gleichung  (41)  folgt  aber  nach  wiederholt  an- 
gestellten Betrachtungen,  dass  entweder  —  und  —  Constanten 

sein  müssen,  oder  dass  zwischen  Mi  und  Mg  eine   homogene 
lineare    Gleichung    mit    ganzzahligen    Coefficienten   bestehe; 
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nun  war  aber  diese  letzte  Annahme  von  vornherein  aus- 
zuschliessen,  und   die  erstere  Annahme  führt  nach  früheren 

Auseinandersetzungen,  da  die  constanten  Verhältnisse  -  ,  — 

der  Eigen sch'^ften  irreductibler  Gleichungen  gemäss  Einheits- 
wurzeln sein  müssen,  auf  die  Beschaffenheit  der  v-Glei- 
chungen,  nur  ganze  Potenzen  einer  ganzzahligen  Potenz  v^ 
zu  enthalten,  wenn  jene  Einheitswurzel  eine  fi^  war;  setzt 
man  daher 

(42)  v,f^^  =  Fl ,     v/-  =  V, , 
so  wird  das  Integral  in 

(43)  ,,  =  „  +  ^  log  F,  +  l^  log  V, 

übergehen,  worin  Fj  und  Fg  durch  mit  Adjungirung  von  a;, 
Äafi,  «*i,  ^2  irreductible  Gleichungen  und  zwar  von  niederem 
Grade  definirt  sind,  als  es  v^  resp.  V2  waren.  Legt  man  nun- 
mehr die  Form  des  Integrales  (43)  zu  Grunde  und  verfahrt 
mit  diesem  gerade  so,  wie  mit  dem  vorgelegten,  so  kann 
man  durch  Fortsetzung  dieser  Operation  das  Integral  auf 
die  Form  reduciren 

(44)  121  =  «  +  ^-  log  >F,  +  f-  log  W„ 

worin  M^f  M^  ganze  Zahlen,  und  TFj ,  TF2  Auflösungen 
zweier  linearer  Gleichungen,  also  rational  durch  x,  Aaßy  t*i; 
W2  ausdrückbar  sind. 

Fassen  wir  nun  die  im  Laufe  dieser  Untersuchung  ge- 
fundeneu Resultate  zusammen,  so  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Wenn  das  lineare  nicht  homogene  Differentialgleichung- 
System  (1)  ein  aus  x  und  0W€i  Logarithmen  (dgebraischer 
Functionen  linear  zusammengesetztes ,  mit  algebraischen  Coeffi- 
cienten  versehenes  Integralelement  besitzt,  und  das  zugehörige 
reducirte  System  besitzt  kein  ähnlich  gestaltetes,  aus  denselben 
Logarithmen  und  den  Logarithmen  anderer  algebraisclier  Zweige 
linear  zusammengesetztes  Integral^  so  werden  in  der  Integralform 

^1  =  *^  +  Wj  log  V^  +  Wg  log  V2 
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entweder  tij ,  u^,  v^,  v^  sämmÜich  rationale  Functionen 
der  Coefficienten  Aa^  des  Differentialgleichungsystefns  sein, 

oder  es  sind  u^  und  v^  rationale  Functionen  der  Coefft- 
cienteUy  während  u.^  und  v^  irreductibeln  quadratischen  Glei- 
chungen von  der  Form 

(45)     Wa^  =  02(^;  ^€tß) ,     t?2^  —  2^2(^;  Aa(i)v^  4-0  =  0 

genügen,   worin  c  eine  Constante  und  Og,  ^2  relationale  Func- 
tionen von  der  Art  bedeuten,  dass 


(46)  y^ß.^?f^^Fi.,A„,), 

worin  F  eine  rationale  Function  vorstellt, 

oder  endlich  —  und  dies  ist  der  allgemeine  Fall,  in  welchem 
au>ch  die  früheren  entJialten  sind  —  es  genügen  u^ ,  u^  mit  Ad- 
jungirung  von  x  und  Aa^  irreductibeln  algebraischen  Gleichungen 
von  der  Art,  dass  um  jeden  Verzweigungspunlct  derselben  umsehen 
drei  Elementen  eines  Cyclus  ein  homogener  linearer  Zusammenhang 

(47)  c^u^  +  C2W2  +^3^8  =  0 

besteht,  in  welchem  c^,  c^,  c^  ganze  Zahlen  bedeuten,  wahrend 
v^  und  V2  sich  mit  Hülfe  der  Coefficienten  des  Differential' 
gleichungsystems  rational  durch  u^  und  u^,  welche  belcanntlich 
in  allen  Fällen  algebraische  Integrale  des  reducirten  Differen- 
tialgleichungsystems  sind,  ausdrücken  lassen. 

Wie  aus  der  Form  des  Beweises  hervorgeht,  ist  der 
Satz  unmittelbar  auf  eine  beliebige  Anzahl  linear  in  das 
Integral  eintretender  Logarithmen  übertragbar. 


VII.  Ueber  die  Integrationsmethoden  dnrch  bestimmte  Integrale 
für  lineare  Differentialgleichnngsysteme  mit  variabeln 

Coefficienten. 

Bevor  wir  zu  der  wichtigsten,  gleichmässig  auf  alle 
Differentialgleichungsysteme  anwendbaren  Integrationsmethode 
mit  Hülfe  unendlicher  Reihen  übergehen,  wollen  wir  noch 
eine  häufig  verwerthete  Integrationsmethode  durch  bestimmte 


314  Viertes  Kapitel. 

Integrale    an   zwei   umfassenderen   linearen   Differentialglei- 
ehungsystemen  entwickeln. 

1.   Sei  das  lineare  homogene  Differentialgleichungsystem 
vorgelegt 


(1) 


^  =  ^21^1  +  ^22!/2  H f-  ^2nyn 


dy 


in  welchem  die  Grössen  Äaß ,  «>  &,  «i ,  6i ,  .  .  .  a« ,  6«  Con- 
stanten bedeuten^  so  versuche  man  dasselbe  durch  das  Inte- 
gralsystem  zu  befriedigen 

(2)  ?/i  =  /e"*  C7i  Fdw,    j/a  =  /e«^  ^Jg  Fdw,  .  . . 


2/n  =  A"^  f^»  Fdti , 


Ui 


worm 


(3) 


f^l,  =  «10  +  «11«^  +   «12**^  +   •  •  •   +   «l»-lti"-^ 
U2  =  «20  +   «21«*  +   «22^^  H h   a2»-lW''"^ 

ü»  =  «no  +  «mW  +  «naw^  H h  an»-iW'*'"S 


«10  7  «11 ;  •  •  •  «nn— 1 ;  U\ ,  u^  ZU  bestimmende  Constanten  sind 
und  V  eine  passend  zu  wählende  Function  von  u  bedeutet. 

Setzt  man  diese  Werthe  zur  Bestimmung  der  angegebenen 
Grössen  zunächst  in  die  w  —  1  ersten  Differentialgleichungen 
des  System  es  (1)  ein,  so  ergeben  sich  die  zu  befriedigenden 
Gleichungen  in  der  Form 


(4). 


/I 
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—  Ain[cCnO  +  CCnlU  -\ 1-  ««»-1  W""^]  }  e"*Fdw=  0 


«2 


—  ^n-llKo  +  «n«  + h  «In-lW"-^] 

—  Jn-i»[a«o  +  «mW  H 1- a„«-.iti«-i]  }e«*FdM  =  0, 

und  diesen  w  —  1  Gleichungen  kann  dadurch  genügt  werden,  dass 
man  unter  den  einzelnen  Quadraturen  die  ganzen  Functionen 
n^^  Grades  von  «,  welche  die  Multiplicatoren  von  ^^V  bilden, 
identisch  verschwinden  lässt;  man  sieht  sogleich,  dass  jede 
der  Gleichungen  (4)  als  Coefficienten  der  einzelnen  w-Potenzen, 
welche  gleich  Null  gemacht  werden  sollen,  w  +  1  in  den 
«-Grössen  lineare  homogene  Gleichungen  liefert,  somit  im 
Ganzen  (n  +  1)  (n  —  1)  =  w^  —  1  solcher  Gleichungen  in 
den  n*  Grössen  ajfi  und  dass  somit  bis  auf  einen  gemeinsamen 
unbestimmten  Factor  die  Grössen  axfi,  also  auch 

hieraus  bestimmt  sind. 

Wenn  diese  nun  die  bezeichneten  Werthe  haben,  so 
handelt  es  sich  nur  noch  darum,  u^,  u^  als  Constanten  und 
Fals  Function  von  u  derart  zu  bestimmen,  dass  der  letzten 
Gleichung  (1)  Genüge  geschieht  Setzt  man  nun  die  Werthe 
(2)  in  diese  Gleichung  ein^  so  folgt 

Ma  Ua 

(5)     r(a+6a;)tee«*  CT«  Vdu=Äni  f(ai'\-bix)e'*'^üiVdU'}"" 

«1  Ui 


oder  **» 


+  Ann  ßan  +  bnX)  C"^  Un  Vdu 


(6)  n  Wo  +  W^x)^"^  Vdu  =  0, 


Ml 


wenn 
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,^  iauUn  —  ÄniaiUi  —  An2a2U2 AnnttnUn  =  Wq 

[buUn  —  Anl  6if/j  — -^„2&2^2 ÄnnKVn  =   W^ 

gesetzt  wird,  und  worin   Wq  und   W^  bekannte  ganze  Func- 
tionen n^^  Grades  von  u  sind. 
Da  aber 

(8)     j xe"-.W,Vdu=[e^^ .W,rT;—J e^'^^-^  du 
ist,  so  ergiebt  sich  aus  (6) 


«^ 


(5.)        [c- .  w,  VT;^  +  f(  W,  V-  ^'^  ^^  '">)  e-  d«  =  0, 


u. 


und  diese  Gleichung  wird  man  in  folgender  Weise  erfüllen 
können.  Wir  bestimmen  zunächst  die  unbekannte  Function 
V  von  ü  durch  die  Gleichung 

(10)  F,F-  ^^  =  0 

oder 

(u)  '-m^-^äu. 


w,v        w. 


woraus  sich 


c 


(12)  ^-W,' 

ergiebt,  worin  c  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.  Seist 
man  nun  den  so  ermittelten  Werth  von  V  in  die  eckige  Klammer 
der  Gleichung  (9)  em,  so  hat  man  nur,  um  diese  Gleichung 
identisch  zu  erfüllen ,  u^  und  u^  als  numerische  WertJie  so  ßu 
bestimmen,  dass  für  dieselben  der  Gleichung 

wa;+/-^  du 

(13)  e      -^    '     =0 

Genüge  geschieht;  gelingt  dies,  so  ist  nach  (2)  ein  particuläres 
Integralsystem  gefunden. 

2.  Eine  zweite  häufig  zum  Resultat  führende  Methode 
mag  an  dem  folgenden  Falle  erläutert  werden. 

Sei  das  Diflferentialgleichungsystem  gegeben 
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und  werde  dieses  verglichen  mit  dem  Systeme 
/«-.v   dz,  dz^'  dz  dz   x^ 

SO  wird  behauptet,  dass  man  aus  einem  Integrale  des  zweiten 
Systems  stets  ein  Integral  des  ersten  herleiten  kann.   Denn  sei 

(16)  0,  =  t{x) 

ein  Integralelement  von  (15),  so  erweitere  man,  indem  man 

x"'y,  =  y«+i ,    also  -^  =  mx^-^y,  +  x"^  ^-J 

setzt,  das  System  w*®'  Klasse  (14)  zu  dem  folgenden  w  +  l*^' 
Klasse: 

,.-.     dy^  dy^  dVn-i  dy^ 

(1^)  d^  =  y^^  dx=y^>  — 5^  =  y«'  d^  =  y-^'y 

dy   i* 
und  es  wird  behauptet,  dass 


(18)  t/i  =    ite^-^e    "'  ''if(ux)du 


0 


ein  Integral elemeut  von  (17)  ist.    Es  folgt  nämlich  aus  (17) 


2/2  —  i 

r  e*"*e            ^  (t/ic)  au 

0 

2/3  —  i 

}  viP'^^c    "'~^''il;"(ux)dH 

0 

00 

ü 
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und  diese  Werth'e,  in  die  letzte   der  Gleichungen   (17)   ein- 
gesetzt, liefern  als  zu  befriedigende  Gleichung 

00   .  OD 


-/"^'"■"' 


(19)  /  «**"+*» e     "*     rl;^'*-^^\ux)du  =  /  mx'^^u'^-^e     "*  **  tlf(tix)  du 


0 

OD 


I         M  Tn-\-H        ,   . 

+  /  x^ti^e  ^  (liX)  du. 


Da  aber  vermöge  (15)  und  (16) 

(20)  ^(«+^)  (:r)  =  x''^-^  il)  {x) , 
also  auch 

(21)  V'^""*"^^  iyf'X)  =  w"»-i  x"^-^  t  (ux) 

ist,  so  geht  (19)  in 

OD  00 

0 

00 

+  /  xu'"e  il>  {ux)  du 

0 

über,  und  ist  somit,  weil  vermöge  partieller  Integration 

««"^■e  .  xil)  yiix)  du  =  {ji'^e  ^  \ux)}q 

0 


—  /  ^(Ma;)-t ^--— -J— d« 


oder 
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OO  ,  OD 


2m4-n-lg  ^(ux)  du 


wird,  identisch  befriedigt.  War  nun  ^(ic)  das  allgemeine 
Integralelement  0^  des  Diflferentialgleichungsystemes  (15), 
besitzt  dieses  also  n  -\-  1  willkürliche  Constanten,  so  wird 
auch  der  Ausdruck  (18)  w  +  1  willkürliche  Constanten  ent- 
halten und  somit  ein  allgemeines  Integralelement  des  Diffe- 
rentialgleichungsystems (17)  sein.  Da  aber  aus  der  letzten 
Gleichung  (17) 


dx  ^^    '  dx  dx      ' 

also 

(22)  2/n+i  =  x'^y,  +  c 

folgt,  so  wird  das  System  (17)  auch  ersetzt  werden  können 
durch 

(23)     ^  =  2/..  '^-y..  •••^  =  ^y.  +  «, 

und  man  sieht  somit,  dass  der  oben  in  (18)  gefundene  Werth 
von  j/i  auch  ein  Integralelement  unseres  vorgelegten  Diffe- 
rentialgleichungsystems (14)  ist,  wenn  nur  die  n  •■{'  1  in  ihm 
vorkommenden  willkürlichen  Constanten  der  Bedingung  unter- 
worfen werden,  dass 

i^^'»J(wrr)  du 

0 

für  0?  =  0  verschwindet,  da  dann  die  letzte  der  Gleichungen 

(23)  in 


dx 


f>m 


x'"y^ 
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d.    h.    in    die    letzte    der    GleichuDgen    des    Systems    (14) 

übergeht. 

Wir  erhalten  somit  das  folgende  Resultat: 

Kennt  man  von  dem  Systeme  von  Differentialgleichungen 

ein  allgemeines  Integralelement  mit  n  + 1  willkürlichen  Constanten 

SO  erhält  man  das  allgemeine  Intcgralclement  y^   des  Differeur 
tialgleichungsystems 

±yj_   __  ^2     _  ^Vn-X    _  ^^    __       ,„ 

dx   "^  ^2  »      dx   "~  ^3  7      •  •  •     ^j;  '  —  2/«;      ax  —^y^ 
durch  den  Ausdruch 

y^  =  I  u'^'-^e     '"   "^.(wic,  Ci ,  ^2,  ...  Cn-\-i)  du, 


wenn    die   Constanten   c^  c^,  ...  c„_|_i    der   Bedingung   unter- 
worfen werden,  dass 


00 


^^'"+«-1  c  t^<")(?(.r,  ^1,^2,  ...c«+i)  rf« 


l_  0  J  a:=:0 


=  0 


ist. 


VIII.   lieber  die  Methoden  der  Integration  beliebiger 
DifFerentialgleichnngsysteme  dnrch  unendliche  Reihen. 

1.  Den  Gegenstand  dieses  letzten  Abschnittes  des  vor- 
liegenden Kapitels  soll  eine  lutegrationsmethode  bilden,  welche 
von  allen  speei eilen  Eigenschaften  der  vorgelegten  DiflFeren- 
tialgleichungen  absehend  gleichmässig  auf  beliebige  Diffe- 
rentialgleichungsysteme anwendbar  ist  und  mit  Nothweiidig- 
keit  auf  die  Untersuchungen  der  folgenden  Kapitel  hinweist, 
welche   erst  die  Mittel  liefern  werden,   um   die  hier  nur  an 
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bestimmten  Fällen  erläuterte  und  durchgeführte  Methode  zu 
einer  allgemeinen  umzugestalten  und  somit  das  Problem  der 
Integration  beliebiger  Diflferentialgleichungsysteme  in  dem  an- 
gegebenen Sinne  zu  lösen. 

Im  dritten  Abschnitte  des  ersten  Kapitels  war  gezeigt 
worden,  dass  ein  Differentialgleichungsystem  beliebiger  Klasse 
in  der  Umgebung  eines  nicht  singulären  Punktes  5  Elemente 
eines  simultanen  Integral  Systems  besitzt,  welche  sich  in  Form 
convergenter,  nach  positiven,  steigenden,  ganzen  Potenzen 
von  X  —  i,  fortschreitender  Reihen  darstellen  lassen;  setzt 
man  somit  diese  Reihen  mit  unbestimmten  Coefficienten  an, 
führt  dieselben  in  die  Differentialgleichungen  ein  und  be- 
stimmt diese  Coefficienten  durch  Gleichsetzen  der  Coefficienten 
gleich  hoher  Potenzen  von  x  —  |  in  den  so  entstehenden 
Gleichungen,  so  werden  die  Integrale  gefunden  sein,  indem 
man  entweder  das  Bildungsgesetz  der  Coefficienten  aus  diesen 
Bestimmungsgleichungen  zu  entnehmen  im  Stande  ist,  oder 
die  Coefficienten  der  Reihe  so  weit  berechnet,  als  man  die- 
selben zur  annäherungsweisen  Darstellung  der  Integrale  des 
Differentialgleichungsystems  braucht  —  in  allen  Fällen,  und 
das  ist  wesentlich,  braucht  man  die  Convergenz  der  so  ent- 
stehenden Reihen  nach  dem  oben  erwähnten  Satze  von  der 
Existenz  der  Integrale  um  nicht  singulare  Punkte  herum 
Dicht  weiter  zu  untersuchen.  Handelt  es  sich  jedoch  um 
singulare  Punkte  der  unabhängigen  Variabein,  daun  werden 
erst  die  folgenden  Kapitel  über  die  Natur  der  Integrale  in 
deren  Umgebung  Aufschluss  geben,  und  dann  auch  bei  der 
Anwendung  der  Methode  durch  Reihen,  deren  Form  dort 
näher  bestimmt  werden  wird,  die  Convergenzuntersuchungen 
unnöthig  machen;  für  die  Untersuchungen  des  vorliegenden 
Abschnittes  jedoch  muss  .der  Sinn  der  Reihen,  welche  die 
Integrale  der  Differentialgleichungen  um  singulare  Punkte 
herum  formal  darstellen,  erst  noch  näher  geprüft  werden. 

2.  Wir  wollen,  um  das  Wesen  dieser  Methode  deutlich 
zu  machen,  auf  die  für  gewisse  specielle  Annahmen  schon 
oben  integrirte  Riccati'sc\iQ  Differentialgleichung 

(1)  g  -h  af  =  hx^ 

Eoenigsberger,  Lehrbuch.  21 
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zurückkommen  und  die  allgemeinen  Integrale  derselben  fest- 
zustellen suchen^  können  jedoch  statt  dieser  gleich  eine  etwas 
allgemeinere  DiflFerentialgleichung  zu  Grunde  legen,  die  wir 
noch  später  brauchen  werden. 

Zunächst  mag  allgemein  bemerkt  werden,  dass-  jede 
DiflFerentialgleichung  der  Form 

(2)  fl  +  f{x)  +  <p{x)y  +  i>{x)f  =  0 

durch  die  Substitution 

W  y        r^(pc)      dx     ' 

wie  unmittelbar  zu  sehen,  auf  die  homogene  lineare  Diffe- 
rentialgleichung 

(4)  S  +  ('^(-)-|g)l^  +  ^(-)^(-)«  =  0 

Überführbar  ist*),  und  dass  somit  die  ütcm^i'sche  Differen- 
tialgleichung durch  die  Substitution 

*)  Es  soll  an  dieser  Stelle  noch  hervorgehoben  werden,  dass  aus 
(3),  wenn  u^  und  u^  zwei  Fundamentalintegrale  von  (4)  bedeuten,  die 
entsprechenden  Integrale   y^   und  y^  von  (2)   durch   die  Gleichungen 

bestimmt  sind 

du^  du2 

,  ^  1      da;  1       dx 


il){x)    Ui         ^        fp{^)    «2 

und  dass  das  allgemeine  Integral  gegeben  ist  durch 

dUi  du^  dUi  du^ 

__     1       ^    dx  "^    ^   dx   _      1       dx     '    ^  da; 

worin  Cj  ,  Cg ,  c  willkürliche  Constanten  bedeuten.  Wählt  man  nun 
noch  einen  bestimmten  Werth  Cg  für  c  und  bezeichnet  das  ent- 
sprechende Integral  mit  y^ ,  so  folgt  aus  {ff) 


■  IM,  .'/: 

(y)  2/3  == 


du^  ^^      du^ 
~dx     '    ^^  "drc" 


1j)(CC)        M1+C3W2       ' 

und  aus  (y)  und  (|3)  mit  Benutzung  von  {a) 

($)  y  ^  gB2/i  (2/2  —  2/3)  +  ^2/2(2/3  —  2/1)  . 

^3(2/2- 2/3)4-0(2/3 -2/1)       ' 

es  ist  somit  dos  cdJ gemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (2)  eine 
rationale  gebrochene  Function  zweiten  Grades  von  drei  particul(iren 
Integralen  und  einer  willkürlichen  Constanten. 
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>.- N  1  d  log  u 

^   ^  *^         a      dx 

in 

(G)  g  =  a6x"'« 

transformirfc  wird;  setzt  man  noch  hierin 

1+1   1  +  1 

(7)  X        =^^, 

yao 
SO  geht  (6)  in 

über,  und  diese  wird  oiBPenbar  integrirt  sein,  wenn  wir  das 
Problem  der  Integration  für  die  DiflFerentialgleichung 

behandeln  können,  die  wir  der  folgenden  Untersuchung  zu 
Grunde  legen. 

Da  nach  den  oben  gegebenen  Kriterien  offenbar  nur  der 
Punkt  X  =  0  ein  singulärer  Punkt  sein  kann,  so  wird  um 
jeden  anderen  Punkt  |  herum,  für  jede  beliebige  Peststellung 

der   endlichen   Werthe   rj  und   rj^  von  y  und  ^  in   diesem 

Punkte,  y  sich  nach  positiven,  steigenden  ganzen  Potenzen 
von  X  —  5  entwickeln  lassen,  und  die  Coefficienten  dieser 
Ta«/Zor'schen  Entwicklung  würden  durch  successive  Differen- 
tiation der  Gleichung  (9)  ermittelt  werden  können.  Wollen 
wir  jedoch  die  um  x  =  0  herum  gültigen  Integrale  ermitteln, 
so  müssen  wir,  da  wir  die  Art  der  Singularitäten  erst  später 
feststellen  werden,  zunächst  eine  hypothetisch  angenommene 
Reihe  für  das  Integral  aufstellen,  der  Differentialgleichung 
mit  dieser  formal  zu  genügen  suchen  und  dann  die  Gültig- 
keit dieser  Reihe  prüfen.     Sei  also 

(10)  y  =  AqX''  +  AiX"+^  +  A^x"-^^  H , 

worin  a   sowie  die  Coefficienten  noch    unbestimmt  sind,  so 

ergiebt  sich 

21* 
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rfj/ 
dx 

d'y 


=  aA^af-^  +  («  +  !)  AiOf  +  (a  +  2)  A^af+'-  + 


da;.  =  a(«  -  1)A^-'  +  («  +  1)«^,««-^ 

+  (a  +  2)(a+l)Ax«  +  ..-, 

80  dass  durch  Einnetzen  in  die  Differentialgleichung  identisch 
für  alle  x  die  Beziehung  zu  befriedigen  ist 

[a(a— l)4,  +  amJo]a;''~^+[(aH-l)a^i  +  »w(a  +  l)^,]x''-i 

+  [(«  +  2)(«  +  l)^  +  m(a  +  2)^,  +  nA]^ 

+  [(«  +  3)(a +  2)^3 +  "»(«  + 3)^3 +  M.4Ja^+»  +  ..-=0; 

setzt    man    die  Coeffieienten    der  einzelnen  Potenzen  von  x 
gleich  Null,  so  erhält  man  die  Bestimmungsgleichungen 

(11)  a(a— l)^j^  +  am^o=0  oder  ^^«(a  — l  +  m)  =  0 

(12)  {a  +  l)aA,  +  m{a  +  l)A^  =  0  oder  A,{a+l)(;a-fm)==0 

(13)  {a  +  k)(a  +  k-l)Ai+m{a  +  ]c)Ak+nAk^2=0fiiT]c>l. 

Aus   der  Gleichung   (11)    folgt,   da  A^   von   Null  ver- 
schieden angenommen  werden  darf, 

(14)  a  =  0     oder     a  =  1  —  m. 
Nehmen  wir 

I.    a  =  0, 

so  wird,  wie  man  unmittelbar  aus  (12)  und  (13)  erkennt, 

(15)  A,  =  A,^A,  =  '''^  ^2r+i  =  0 

_  _(-  'r& ^ 

1-2  •••»•(»»  +  l)(»»  +  3)---(i»+2r  —  1)      «' 


(16)         A^r  = 


(17)      y  =  A 


1 


und  es  folgt  somit  nach  (10)  als  ein  Integralausdruck 

1 .  (w?  +  1)    '    1 .  2  .  (in  +  1)  (m  +  3) 
1.2.3  (w  +  1)  (w  +  3)  (m  +  5)  "1" 

man   sieht   sofort  bei   Anwendung   des    CbwcÄy'schen   Krite- 
riums, dass 
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lim  — ^  =  TT  ^  lim  7 — i— rr^ — r-^i — i~rr  =  ^ 

für  jedes  x,  die  Reihe  also  convergent  ist  in  der  ganzen 
rr-Ebene  —  nur  in  dem  einen  Falle  würde  sie  divergent, 
wenn  m  eine  negative  ungerade  Zahl  ist,  weil  dann  die  Glieder 
derselben  unendlich  würden  —  schliessen  wir  also  diesen  Fall 
aus,  so  wäre,  wenn  die  obige  unendliche  Reihe  mit  q)(x)  be- 
zeichnet wird,  ein  particuläres  Integral  in  der  Form 

(18)  J/  =  9>(^) 

gefunden. 
Sei 

IL    a  =  1  —  m , 
so  folgt  aus  den  Gleichungen  (12)  und  (13) 

(19)  A,^A.,  =  A,^ =  A,+i  =  0 

(20)  A^r  —  i.2...r(— w  +  3)(-jn  +  5)...(— m  +  2r+l)  ^O' 

und  somit  nach  (10)  der  Integralat^rucJc 


(21)   y=A^" 


X  ■— 


(D-   .       6)'- 


+  ■ 


1(— m  +  3)     '     i.2.(-w  +  3)(— m  +  5) 


1 .  2  .  3(—  }H  +  3)  (— w  +  ö)  (- m  +7) 


+ 


und  diese  Reihe  wäre  wieder,  wie  man  durch  Anwendung 
des  Ca«cÄyschen  Kriteriums  sieht,  in  der  ganzen  a;-Ebene 
convergent,  ausser  wenn  m  eine  positive  ungerade  Zahl  ist, 
so  dass,  wenn  wir  diesen  Fall  ausnehmen  und  die  obige 
Reihe  mit  tl^(x)  bezeichnen, 

(22)  y  =  t{x) 

ein  zweites  particuläres  Integral  wäre,  das  nur,  wenn  m  =  1 
ist,  mit  dem  ersten  particulären  Integrale  tpix)  zusammenfallen 
fvürde. 

'  Von  dem  Falle  also  abgesehen,  in  welchem  m  überhaupt 
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dne  ungerade  Zahl  ist,  haben  wir  das  allgemeine  Integral  der 
Differentialgleichung  (9)  in  der  Form  gefunden 

(23)  y  =  o^q>{x)  +  c^^{x), 

worin  q  und  Cg  willkürliche  Constanten  bedeuten, 

Ist  jedoch  m  eine  ungerade  Zahl,  und  zwar  eine  positive 
—  ist  sie  eine  negative,  80  sind  in  der  folgenden  Deduction 
nur  (p(x)  mit  ip(x)  zu  vertauschen  —  so  würde  jedenfalls 
das  particuläre  Integral 

y  =  (p{x) 

bekannt  sein,  und  wir  wollen  nun  mit  Hülfe  einer  für  alle 
linearen  homogenen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

(24)  S+/;(a^)g  +  f.(^)y  =  0 

gültigen  Bemerkung  ein  zweites  Fundamentalintegral  der 
Differentialgleichung  (9)  herleiten;  da  nämlich,  wenn  y^  und 
y^  zwei  Fundamentalintegrale  der  Differentialgleichung  (24) 
bezeichnen,  nach  früheren  Formeln 


oder 


Vi     2/2 

Vi    y^ 


/.^— //i(*)<^* 


=  ce 


2  _^y.J_  ^  c^-fAM  ä. 

'^^       ax 


ist,  worin  c  eine  von  Null  verschiedene  Constante  bedeutet, 
sö  folgt 

(25)  y,-=cy,,  „,_^^^ 


/dx 


und  somit  in  unserem  Falle,  da 

/;(x)  =  -    also    e'^/'<"'"=iB». 

X 

ist,  das  zweite  particuläre  Integral  in  der  Form 


/    x"'q){x)^ 


wenn  C  eine  willkürliche  Constante  bedeutet,  so  dass 
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dx 


(26)  y  =  C,ip{x)  +  C,ip{x) 


aTtpixy  ' 


wenn  m  eine  positive  ungerade  Zahl  bedeutet,  das  allgemeine  In- 
tegral der  vorgelegten  Differentialgleichung  liefert. 

Wollte  mau  das  für  den  Fall  eines  ungeraden  positiven 
m  gefundene  zweite  particuläre  Integral 

(27)  ,._,(.)  /L^ 

um  den  Nullpunkt  herum  in  eine  Reihe  entwickeln,   so  er- 
hielte man,  wenn 

(28)  m  =  2ii+l 
gesetzt  wird, 


2 


.--„(.)«  /        «  , 


i-r^:r-r^  + 


©' 


l.(m+l)   '   1.2.(m  +  l)(m  +  3) 

=  a?-2/c-i{  1  J^a^x^  +  a^x"^  H } , 

und  somit  durch  Integration 

(29)  /-^^ "  =  «/*  logx  +  -^  x-'f^  +  •   ^'r^  a;-2."+2 +... 

^      ^  J    a;^'"+V(^)*  "~^^  -2f*+2  ' 

und  daher  durch  Multiplication  dieser  Reihe  mit  der  Reihe 
für  9?  (x)  die  um  den  Nullpunkt  herum  gültige  Entwicklung  des 
zu  (p(x)  gehörigen  Fundamentalintegrales  in  der  Form 


^       5 
—  X' 

2 


(30)  y.,  ==a»  logicll  —  —-7 — r-rx  +  io-/"  t^tt — r^\  — 

eine  Form  der  Entwicklung,  wie  sie  sich  später  als  eine  noth- 
wendige  in  der  Umgebung  singulärer  Punkte  darstellen  wird. 
3.  Da  im  vorigen  Abschnitte  nur  zwei  Klassen  von 
DiflFerentialgleichungsystemen  hervorgehoben  wurden,  deren 
Auflosungen  sich  durch  bestimmte  Integrale  darstellen  Hessen, 
so  wollen  wir  die  verallgemeinerte  Eiccati'Bche  lineare  Diflfe- 
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rentialgleichung  2*®'  Ordnung  (9)  dazu  benutzen,  um  zu  zeigen, 
in  welcher  Weise  man  bei  der  Darstellung  der  Integrale  in 
der  bezeichneten  Form  zu  verfahren  hat. 

Da  vermöge  der  Cosinus-Reihe 

cos  («  COS  co)  =  1  —        COS^  ^  "^  Ji  ^^3*  ®  —  '  '  '  9 

also 

7t  7t 

I  COS  (a  COS  (d)  sin'""^©  da)  =  j  sin"*~^  (o  d(o 


0  0 

7t  7t 


—  —  I  COSTCO  sin'^*"^  o  rfo  +  IT  /  cos*«  sin'""^!»  doy  —  •  • 


U  0 


ist,  die  Elemente  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  aber 
für  ft>  —  1 


7t 


J  1.3. 5...  (2g  — 1)        /* 

0  0 

liefern,  so  ergiebt  sich,  wenn  zugleich 

a  =  xYn 

gesetzt  wird,  durch  Substitution  derintegralwerthe  unmittelbar 
für  m>0 


7» 

/  cos(xYn  cos  (o)  sin'"""^  (o  da) 


0 

7t 

~  n 


a=  /  sin"*~^  G)  da) 


3L.(m+l)  ""     1.2.(m  +  1)(w4-3) 


X 

2 


0 

oder  nach  (17)  und  (18)  mit  Einführung  des  ersten  Fundamental - 
integrales  der  Differentialgleichung  (9) 

7t  71 

I  COS  (xYn  .  cos  (ö)  sin"*~^ «  da)  =  ^(p^)  I  sin*"""^«  da) , 

0  0 

und  somit,  da  der  Factor  von  (p(x)  eine  Constante  ist, 
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7t 

2/1=1  cos  (a?]/M  .  cos  (ö)  siQ"*~^a)  d(Q 

'  0 

selbst  ein  Fundamentalintegral  der  DifiFerentialgleichung. 

Da  sich  nun  nach  (21)  und  (22)  das  zugehörige  zweite 
Fundamentalintegral  in  die  Form  setzen  lässt 

^{x)-^X^  V  l.(-m  +  3)+  1.2.(-m  +  3)(-m+5) 
also  aus  q>{x)  unmittelbar  hervorgeht^  indem  man  den  Factor 
x^~^  absondert  und  dann  überall  —  m  -{-  2  statt  m  setzt, 
so   folgt   sogleich   für    das   zweite    Fundamentalintegral   der 

Ausdruck 

jt  * 

=  x^~"^  j  cos  (xYn  .  cos  (ö)  sin^~''*  o  dco, 
0 

wenn  —  m  +  2  >  0  oder  m  <  2. 

Erfüllt  m  somit  die  Ungleichheit 

0<m<2, 

und  ist  von  der  Einheit  verschieden,  da  sonst  y^  und  y^  zu- 
sammenfallen, so  können  wir  das  dem  Nullpunkt  zugehörige 
allgemeine  Integral  der  DifiFerentialgleichung  (9)  durch  be- 
stimmte Integrale  in  der  Form  darstellen 

Tt 

y  =  C^  I  cos  {xYn  •  cos  co)  sin"*""^  o  da 

0 

Jt 

+  C2  x^~^  I  cos{xYn  '  cos  o)  sin^~"*  co  dco 

0 
oder 

7t 


y 


sin        (ö  L  j 

0 


wenn  C^  und  Cg  willkürliche  Constanten  bedeuten;  ausser- 
halb der  Grenzen  0  und  2  für  die  Zahl  m  ist  nur  eines  der 
Fundamentalintegrale  in  der  angegebenen  Weise  durch  diese 
bestimmten  Integrale  darstellbar.  Liegt  m  an  den  Grenzen 
selbst,  so  wird, 
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wenn  m  =>  0 , 
die  DifiFerentialgleichung  lauten 

j-/.  +  «2/  =  0 

und^  wie  man  unmittelbar  sieht^  das  allgemeine  Integral 

y  =  6\  sin  xYn  +  C2  cos  xYn 

besitzen^  und 

wenn  m  =  2 , 

so  geht  die  Differentialgleichung 

dx'^  ^^  X  dx  ^^     ^ 
durch  die  Substitution 

in 

dx^    ' 

über,  ist  somit  auf  m  ==  0  zurückgeführt,  und  es  lautet  daher 
ihr  allgemeines  Integral 


^  sin  xVn    ,     ^  cos  xYn 

y  =  ^  — ^; 1-  ^2  — :;; 


X  '  "  X 


4.  Es  soll  noch  eine,  in  ihren  charakteristischen  Eigen- 
schaften von  der  iJicca^i'schen  wesentlich  verschiedene  und  in 
den  Anwendungen  sehr  wichtige  Differentialgleichung,  nämlich 
die  der  Kugelfunctionen  oder  die  Leg endre' sehe  Differential^' 
gleichung 

(31)  (i_x^)g_2a;g  +  «(«  +  l)y  =  0 

durch  Aufsuchung  der  unendlichen  Reihen,  welche  derselben 
genügen,  integrirt  werden. 

Da,  wie  aus  dem  Anblick  der  Differentialgleichung  un- 
mittelbar sich  ergiebt,  nur  x  =  -{-  1  und  x  =  —  1  singulare 
Punkte  sind,  so  werden  um  jeden  Punkt  §  herum,  diese 
beiden  Werthe  ausgenommen,  zwei  Fundamentalintegrale 
existiren,  die  sich  nach  positiven  steigenden  ganzen  Potenzen 
von  X  —  I  entwickeln  lassen, 
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Um  zuerst  die  beiden  dem  Nullpunkte  zugehörigen  ein- 
deutigen Fundamentalintegrale  zu  entwickeln^  setze  man 

(32)  y  =  A^x^  +  A^x^^^  +  A^xP^-^^  -\ , 

woraus  sich  wieder 

dij 


dx 


=  «^o^«-i  +(«  +  !)  A^x''  +  (a  +  2)  A^'^+^  + 


g  =  «(«  -  1)  A,x^-'  +  («+!)  « A^"-' 

+  («  +  2)(«+l)^a;«  +  ... 

und  durch  Einsetzen  in  die  Differentialgleichung  die  Be- 
stimmungsgleichungen 

(33)  a(a  — 1)  =  0 

(34)  Ä,^A, ^2,4-1  =  0 

/QR\             A          _         (n-cc-2v)  (n  +  cc  +  ^v  +.1).    . 
{^60)  ^2v+2 ^cc  +  2v  +  l){a  +  2v  +  2)      ^^v 

ergeben.  Setzt  man  nun  der  Gleichung  (33)  entsprechend 
der  Reihe-  nach  a  =  0  und  a  =  1 ,  so  erhält  man  für  die 
beiden  Ftmdamentalintegrdle  die  nothwendig  convergenten  Beihen- 
enttoicMiingen 

(36)        y,=^l-  ^^^  x^  +  ^^"  -  '^^^  +  '1  ^"  +  i^  x^ 

n(n-2){n-^)(n  +  l)(n  +  S){n  +  6)     . 

1  .2-3-4.5-6  U>    -f  ••• 

/Q7^  ,,  _^       (n-l)(n  +  2)    3    ,    (n-l)(n-3)(n+2)(n+4)    5 

und  man  erkennt  durch  Anwendung  des  Cawc%'schen  Kriteriums 
sofort,  dass  der  Convergenzbereich  dieser  Reihen  der  um  den 
Nullpunkt  gelegte  Einheitskreis  ist;  das  allgemeine  Integral 
um  den  Punkt  x  =  0  herum  hat  somit  die  Form 

(38)  y  =  «iyi +  «22/2- 

Ist  n  eine  ganze  Zahl,  und  zwar  eine  positive  gerade 
oder  eine  negative  ungerade,  so  ist  y^  eine  ganze  Function 
und  j/2  eine  unendliche  Reihe-,  ist  dagegen  n  eine  negative 
gerade  oder  positive  ungerade  Zahl,  so  wird  y^  eine  unend- 
liche   Potenzreihe    und   y^   eine    ganze    Function   darstellen, 
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und  es  ist  selbstverständlich,  dass  der  Ausdruck  für  das 
particuläre  Integral,  welches  sich  als  ganze  Function  um 
den  Nullpunkt  darstellt,  ein  in  der  ganzen  Ebene  gültiger 
bleibt;  man  bezeichnet  für  positive  ganzzahlige  n  diese  Inte- 
grale, welche  ganze  Functionen  von  x  sind,  mit 

(39)  P(^)(.) = ^•;;^;3-^^:^ 

(^n _   ^(^^-"^)    ^n-2    .     ti(n-l)(n-2)(n-3)  , \ 

y  2(2n— 1)  '       2.4.(2n— l)(2n  — 3)  )) 

und  nennt  sie  die  w*®  Eugelfunction. 

Gehen  wir  nun  wieder  zur  Differentialgleichung  (31) 
zurück  und  suchen  die  um  einen  der  singulären  Punkte 
o;  =  +  1  gültigen  particulären  Fundamentalintegrale,  deren 
Form  wir  a  priori  in  einem  späteren  Kapitel  bestimmen 
lernen  werden,  für  die  wir  hier  aber  nur  eine  Reihe  hypo- 
thetisch ansetzen  können,  deren  Convergenz  nachher  zu  prüfen 
sein  wird. 

Setzt  man 

(40)  x  —  \=t, 

so  geht  die  Differentialgleichung  (31)  in 

(41)  ^(^  +  2)g'  +  2(^+l)g-«(n  +  l)2^=0 

über,  und  setzt  man  jetzt 

(42)  y  =  Ä^t"  +  Ai <«+i  +  ^s,<«+»  H 

(43)  ff  =  « Jo^-i  +  („  +  1)  ^^ <«  +  (a  +  2)  J^<«+i  + ... 

(44)  g  =  «  («  -  1)  A,  tf-^  +  {a+\)aA,  if-^ 

so  liefern  diese  Ausdrücke  in  (41)  substituirt  die  Bestimmungs- 
gleichungen 

(45)  «»  =  0,     A  =  ^"-''  +  y"  +  ''>^^x, 

und  somit  eines  der  particulären  Integrale  von  (41)  in  der  Um- 
gebung von  ^  =  0  in  der  Form 


VIII.  Integration  durch  unendliche  Reihen.  333 

(46)       y;=  1  +  ^^^  t  +  -(-^Hn+  lKn  +  2)  ,. 

w(n-l)(w~2)(n+l)(n4-2)(n  +  3)  .3   , 
"^  2M^2^3^  "T  ' 

welche  Reihe,  wie  das  CatiCÄy'sche  Kriterium  wieder  sofort 
zeigt,  zum  Convergenzbereich  den  um  ^  =  0  mit  dem  Radius 
2  gelegten  Kreis  besitzt;  es  lautet  somit  vermöge  der  Sub- 
stitution (40)  das  eine  m  x  =  1  gehörige  particuläre  Integral 
der  Differentialgleichung  (31) 

(47)  y>==i  +  ^tÄ^-i)+  '^^"-  ^y +.^j^^-^ {x-iy+-, 

und  diese  Reihe  ist  convergent  innerhalb  eines  um  x  =  1 
mit  dem  Radius  2  beschriebenen  Kreises,  der  also  durch  den 
anderen  singulären  Punkt  —  1  geht. 

Um  das  zweite  zu  y^  um  x  =  1  gehörige  Fundamental- 
integral zu  finden,  wende  man  wieder  die  Beziehung  (25)  an, 
vermöge  welcher  sich  in  unserem  Falle,  weil 

fii^) rzi^.. 

also 
ist, 

(48)  y,  =  yJ^—T) 

ergiebt,  und  beachtet  man,  dass 

(49)  a;^  _  1  =  2  (a;  -  1)  +  (rc  -  1)% 

so  folgt  durch  Zusammenstellung  von  (49)  mit  (47)  ßlr  das 
zweite  0u  y^  gehörige  Fundamentalintegral  um  x  =  l  die  Ent- 
wicklung 

(50)  2/2  =  Y^i  log(^  -  1)+  «0  +  «1  (^ - 1)  +  «2(^—0'  +  -, 

also  eine  der  Form  (30)  des  Integrales  der  Ricca^i'schen 
Gleichung  ganz  ähnliche  Form.  Genau  so  würden  sich  die 
um  x  =  —  1  gültigen  Fundamentalintegrale  darstellen,  wenn 
nur  X  —  1  überall  durch  a;  +  1  ersetzt  wird. 

Es  soll  nun  endlich  noch  untersucht  werden,  ob  wir  für 
die  Dififerentialgleichung  (31)  in  unendlich  grossen  Räumen 
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gültige  Fundamentalintegrale  aufstellen  können,  welche  aus 
der  Ebene  durch  Ausschliessung  eines  endlichen  um  den 
Nullpunkt  gelegten  Kreises  entstehen.  Man  sieht  unmittel- 
bar, dass  diese  Forderung  nichts  anderes  bedeutet,  als  für 
die  beiden  Fundamentalintegrale  Reihenentwicklungen  auf- 
zustellen, welche  in  einem  um  den  Unendlichkeitspunkt  ge- 
legten Kreise  gültig  sind,  d.  h.  Entwicklungen  für  dieselben 
zu  finden,  die  nach  fallenden  Potenzen  von  x  fortschreiten. 
Setzen  wir  deshalb 

(51)  y  =  A^af  +  A^  a;«-i  +  A^  x"-^  -^ 

||=a^a:«-i-f  (a  — l)^ia:«-2  +  (a - 2) A^ x''-^  +  " - 

fl=:a(a-l)A,x^-'  +  (a-l)(a-2)A,af-^ 

+  (a  —  2)  (a  —  3)^2^;«-^  +  •••, 

so  ergeben  sich  durch  Einsetzen  in  die  Diflferentialgleichung 
(31)  die  Bestimmungsgleichungen 

(52)  a{a  +  l)  =  n{n  +  1) 

(53)  A,  =  A^=  '"  =  A2k+i  =  0 

(54)  A2k  =  (^:r^^fc:=r^y(,,— 2^-^ +i)  ^2.-2 , 

setzt  man  nun  der  Gleichung  (52)  gemäss 

1)  a  =  n, 
so  erhält  man 

(n-2k  +  2)(n-2k+l)  ^ 

und  somit  das  particuläre  Integral 

^00;    y^  —  X        2(2n-l)^        ^     2.4(2n-l)(2w-3y  *  ' 

welches  nach  dem  bekannten  Kriterium  für  alle  ausserhalb 
des  um  Nullpunkt  beschriebenen  Einheitskreises  gelegenen 
Punkte  der  Ebene  convergirt,  das  aber,  wenn  n  eine  positive 
ganze  Zahl  ist,  eine  ganze  Function  wird,  und  sich  von 
P^^\x)  nur  um  einen  constanten  Factor  unterscheidet. 
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Ist 

2)  a  =  —  n  -  1 , 
so  ergiebt  sich  aus  (54) 

j,  (W  +  2A;  — l)(n  +  2fe)    . 

und  somit  (ios  zweite  Fundamentalintegräl 

(56)  ,,  =  ^-  +  ^^^±i^  .— 

,    (n  +  l)(n  +  2)(n  +  3)(n  +  4)         .5    , 
■"  2.4.(2w  +  3){2w  +  5)  *^  "•  ' 

welches  wieder,  wie  man  sogleich  sieht,  für  alle  Punkte  der 
Ebene  convergent  ist,  welche  ausserhalb  des  um  den  Nullpunkt 
beschriebenen  Einheitskreises  gelegen  sind,  und  das  für  nega- 
tive ganzzahlige  n  offenbar  in  eine  ganze  Function  übergeht. 
Man  führt  für  positive  ganzzahlige  Werthe  von  n  die  unend- 
liche Beihe 

f 57^     0<«) (x^  =      ^•^•'•'L-  (a^-n-i   I    (« +J)(M-_2)       _3 

{^Di)      V     W  —  i.3...(2w+l)\^  ^      2(2n  +  3)       ^ 

(n  +  l)(n  +  2)(n  +  3)(n  +  4)  5    ,  \ 

"^         2.4.(2w  +  3)(2w  +  5)  "^  / 

ein,  und  nennt  diese  die  n^  Kugelfunction  zweiter  Art,  während 
P(">(ir)  als  n*®  Kugelfunction  erster  Art  bezeichnet  wird. 

Ist  2n  eine  ungerade  positive  Zahl,  so  sieht  man,  dass  die 
Reihe  (55)  divergent  ist,  da  von  einer  bestimmten  Grenze  an 
alle  Glieder  unendlich  gross  werden,  während  dann  «/g  con- 
vergent bleibt,  und  das  umgekehrte  tritt  ein,  wenn  2w  eine 
ungerade  negative  Zahl  ist.  Sei  das  erstere  der  Fall,  so  liefert 
wieder  die  Beziehung  (48) 

(68)  y,-y,j':y^^~^y 

und  da  in  der  Umgebung  von  a;  =  cx) ,  d.  h.  nach  fallenden 
Potenzen  von  x  entwickelt, 

SO  wird,  wenn 
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(60)  2n  =  2v+l 
gesetzt  wird, 

^--)  =  «Hi^^  +  ^^-^^  +  «i^^*-^  +  ■■■, 

also  durch  Integration 

und  somit  nach  (58)  dm  erste  Fundamentalintegral  in  der  Form 

(61)  yi  =  ar^i  j/2  log  OJ  +  AqX       +  ^i  a?       -^ 

oder 

(62)  y^  =  a       y^  log  x  +  A^x^  +  B^x^-^  -{ , 

und  ähnlich  gestaltet  sich  der  Ausdruck  des  zweiten  Funda- 
mentalintegrals  durch  das  erste,  wenn  n  eine  ungerade 
negative  Zahl  ist,  ausgenommen,  wenn  2n  =  — 1  ist,  in 
welchem  Fall  yg  noch  ein  convergenter  Integralausdruck 
bliebe.  Aber,  wenn  2n  =  —  1  ist,  dann  fallen,  wie  man  aus 
(55)  und  (56)  unmittelbar  sieht,  y^  und  yg  zusammen  und 
zwar  in  den  Integralausdruck 

13^  1    1    A    Z 

//»o\  2  2      2         *    I      2      2      2      2        ^    , 

(63)  y^  =  x ^r-^      ^ ^r-^, — ^      H 5 

das  zweite  particuläre  Integral  wird  man  wieder  nach  (48) 
in  der  Form  erhalten 

(64)  y,  =  yijy^f—i)  > 

und  somit,  da  nach  fallenden  Potenzen  von  x  entwickelt 


2*  2 
2 


x-^l  +  ^^x-'  +  ^-Jx^ii^x-') 


=  x^^(l  +  a^x-^  +  a^xr-^  +  *••); 
also  integrirt 


s-> 
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dx 


=  log  Ä?  +  ^1  ^~^  +  ^2  ^~^  + 


ist,  als  Ausdruck  für  das  zugehörige  zweite  Fundamentalintegral 

(65)  y^  =  y,  log  a;  +  B,x~^  +  jB^a;"^  +  •  •  •  • 

5.  Endlich  mag  noch  eine  dritte,  ebenfalls  in  den  An- 
wendungen häufig  vorkommende  Differentialgleichung 

(66)  ^'T}^  +  ^t  +  i.^--')y-^ 

erwähnt  werden,  welche  die  B^ssefsche  genannt  wird.  Da 
es  uns  in  dem  vorliegenden  Abschnitte  nicht  um  die  Eigen- 
schaften, sondern  nur  um  die  Entwicklungsformen  der  Inte- 
grale zu  thun  ist,  so  wird  diese  Aufgabe  gelöst  sein,  wenn 
wir  zeigen  können,  dass  wir  durch  eine  einfache  algebraische 
Substitution  die  J?e5srf'sche  Differentialgleichung  auf  die  ver- 
allgemeinerte iJicca^i'sche  Differentialgleichung  (9)  zurück- 
fuhren können;  setzt  man  nämlich 

(67)  y  =  x'«, 

so  sieht  man  unmittelbar,  dass  die  Differentialgleichung  (66)  in 

(68)  §lt  +  2_^  +  lJi  +  ,==0 

^     ^  dx^    '         X       dx    ^ 

übergeht,  und  somit  für 

(69)  m  =  2v  +  1 ,     n  =  \ 

mit  der  Differentialgleichung  (9)  zusammenfällt. 

6.  In  den  bisher  betrachteten  Fällen  ergaben  sich  im 
Wesentlichen  nur  solche  Reihenentwicklungen  für  die  Inte- 
grale algebraischer  Differentialgleichungen,  welche  nach  posi- 
tiven ganzen  Potenzen  von  x  —  |  fortschreiten  oder  auch  nach 
positiven  ganzen  fallenden  Potenzen  von  a?,  wenn  die  Integrale 
in  der  Umgebung  des  ünendlichkeitspunktes  entwickelt  werden 
sollten;  man  kann  jedoch  auch  häufig  in  zweckmässiger 
Weise  Entwicklungen  für  die  Integrale  von  Differential- 
gleichungen aufstellen,  welche  nach  Potenzen  von  anderen 
Functionen  von  x  als  ganzen  linearen  fortschreiten  und  des- 
halb auch  andere  Convergenzbereiche  besitzen,  als  Kreise, 
die  um  die  betrachteten  Punkte  gelegt  sind. 

Koenigsberger,  Lehrbuch.  22 
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Sei    z.  B.    wieder    die    vorher    behandelte    DiflFerential- 
gleichung  der  Kugelfunetionen  vorgelegt 

(70)  (l_a;^)g_2a;g  +  «(«  +  l)y  =  0, 

und  setzt  man 

(71)  x^  -  l  =  ()^ 

so  geht  wegen 

^y ,=,^  ^     ^  =  ^ C^y  I  ^y  ^'g 

dx        dq  dx^     dx^        dQ^  \dx)    "•"  dq  dx^ 
vermöge  (71)  die  Differentialgleichung  (70)  in 

(72)  p(9^+  1)  f^  +  (29*  +  1)  ^1  _  „(„  +  1)  py  =  0 

Über,  und  diese  Differentialgleichung  hat  fiir  p  =  0  einen 
singulären  Punkt;  es  soll  die  Entwicklung  der  Fundamental- 
integrale von  (72)  um  diesen  Punkt  herum  untersucht  werden. 
Setzen  wir 

(73)  j/  =  A  9"  +  ^1  ?"+'  +  ^89«+«  +  •  •• , 
also 

^-^-  =  « ^9«-^  +  («  +  1)  A,Q<^  +  («  +  2)  ^p«+i  +  . . . 

£^  =  «(«-!)  A,Q<^-^  +  («+!)  aA,Q--' 

+  (a  +  2)(a+l)^2  9«  +  ..-, 

so  ergeben  sich  durch  Einsetzen  dieser  Werthe  in  (72)  die 
Bestimmungsgleichungen 

(74)  «  =  0,    A,  =  A^ ^^2,+i=0, 

SO  dass  hieraus  nur  ein  particuläres  Integral  und  zwar  in 
Form  der  Reihe 

r7ß^  .y   -  1  -  ^('^+^)  n2  J-  ^(n~2)(n+l)(n  +  3)     , 

U^;  2^1—  ^  1.2^^  1.2.3.4  ^ 

folgt,  welche,  wie  unmittelbar  zu  sehen,  zum  Convergenz- 
bereich  den  um    den  Nullpunkt  der  (>-Ebene  gelegten   Ein- 
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heitskreis  hat.  Um  das  zugehörige  zweite  Fundamentalintegral 
zu  finden^  benutze  man  den  Ausdruck  (25);  der  in  unserem 
Falle  in 


(77)  2/2  =  y 


r .^ 


übergeht;  nun  ist  aber 

J  ^C^'  +  i)"^     J  9»  +  e''^     Jq'  +  i 

=  log  ((>"  +  P)  -  2  log  (P*  +  1)  =  log  9  V?  Tl 
und  somit  nach  (77) 

und  daher  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  von  q  nach  (76) 


1  .  1 


woraus 


(79)  r       ^^=  logp  +  ^,9«  +  4^9«  +  . .  . 

folgt,  80  dass  das  zweite  Fundameutalintegral  die  Form  an- 
nimmt 

(80)  y,  =  y,\o^Q  +  B,Q^  +  B,Q'+--. 

Setzt  man  nun  die  beiden  Fundamentalintegrale  wieder 
ver;nöge  (71)  in  die  ursprüngliche  unabhängige  Variable  x 
um,  so  ergeben  sich  die  convergenten  Formen 

(81)  y,=l_»^^i(a;«-l)+!^(^?^±ll^^(^^_l)«-..^ 
'und 

(82)  y,  =  \y, log {x^  -l)  +  B,{x' -l)  +  B, (a? - 1)*  +  ••., 

und  es  erübrigt  nur  noch,  den  Convergenzbereich  der  Reihe 

(81)  in  der  a:- Ebene  festzustellen.     Da  aber  die  Reihe  (76) 

für  alle  q  convergent  war,  deren  Modul  <  1,  so  wird  (81) 

vermöge  (71)  für  alle  diejenigen  x  convergent  sein,  für  welche 

22* 
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(83)  mod  {x^  —  1)<  1 

ist;  nun  ist  aber  mod  {x  —  1)  die  Entfernung  des  eomplexen 
Punktes  x  von  dem  positiven  Einheitspunkte,  und  mod  {x  +  1) 
die  Entfernung  desselben  ^-Punktes  vom  negativen  Einheits- 
punkte, es  werden  daher  alle  Puiikte  derjenigen  Curve, 
welche  die  rc-Werthe  einschliesst,  die  der  Ungleichheit  (83) 
genügen,  das  constante  Product  1  der  Entfernungen  von  dem 
positiven  und  negativen  Einheitspunkte  haben,  somit  eine 
Lemniscate  bilden,  für  welche  der  Nullpunkt  ein  Doppel- 
punkt ist  —  die  Beihe  (81)  hat  somit  diese  LemnisccUe  zum 
Convergenzbereich  des  ersten  Fundammitalintegrales. 

Wir  werden  in  den  nächsten  beiden  Kapiteln  die  Ent- 
wicklungsformen der  Integrale  algebraischer  Differential- 
gleichungsysteme in  der  Umgebung  singulärer  Punkte,  welche 
sich  in  den  betrachteten  Beispielen  nur  in  specieller  Gestalt 
ergaben,  ganz  allgemein  behandeln  und  vermöge  der  Theorie 
der  ähnlichen  Abbildung  beliebiger  ebener  Räume  auf  ein- 
ander die  Convergenzbereiche  der  Integrale  discutiren  können. 


Fünftes  Kapitel. 


üntersuclniiig  der  Eigenschaften  der  Integrale 
algebraischer  Differentialgleichnngsystenie  in 
der  Umgebung  eines  beliebigen  Wertlies  der 

nnabbängigen  Variabein, 


I.  Untersuchung  der  Eigenschaften  der  Integrale  beliebiger 

algebraischer  Differentialgleichungsysteme  in  der  Umgebung 

singnlärer  Punkte,  die  nicht  Verzweigungspunkte  sind. 

1.   Es  war  im  ersten  Kapitel  gezeigt  worden,  dass  das 
System  von  Differentialgleichungen 


(1) 


dG(x,  t„y,,  ...y„)  dy^         n    r      4.  \ 

— Tu dx  =  ^2  (^^  ^^'  2^1'  •  •  •  2/-) 


worin  G^,  G^y  •  >-  Gm  ganze  Functionen  der  eingeschlossenen 
Grössen,  und  t^  eine  Lösung  der  mit  Adjungirung  von  x, 
Viy  '  "Vm  algebraisch  irreductibeln  Gleichung 

(2)  G(x,  t,  yi,  ...ym)  =  0 

oder 

(3)        ffo(^>  Vu  •  •;  J/m)^'  +  9i{^y  J/i;  •  •  •  yn)t'-'^  H 
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ist*),  in  der  Umgebung  des  Punktes  rc  =  |  ein  Integral- 
system y^f  . .  .ym  besitzt,  welches  für  x  =  ^  die  willkürlich 
festgesetzten  Werthe  i^^ ,  .  ^  »fim  annimmt  und  sich  nach 
positiven  ganzen  steigenden  Potenzen  von  x  —  5  io  der 
Form  entwickeln  lässt 


(4) 


yi  =  Vi  +  «i(^  —  S)  +  «2(^  —  S)'  H — 


vorausgesetzt,  dass  der  dem  Werthecomplex  J,  ly^,  . . .  i^n» 
entsprechende  Werth  r^  der  Losung  t^  der  Gleichung  (2) 
nicht  unendlich  gross  ist,  was  stets  der  Fall  sein  wird,  wenn 

von  Null  verschieden  ist,  und  ebendiese  Gleichung  für  das 
angegebene  Werthesystem  nicht  gleiche  Lösungen  für  t^ 
liefert,  d.  h.  der  Werth  r^  des  Zweiges  t^  der  Gleichung 

(5)  ö(g,  ^1,  i/i,  ...fjm)=-0 

nicht  zugleich  auch  eine  Lösung  der  Gleichung 

(6)  dt, ^ 

ist. 

Betrachten  wir  jetzt  ein  Werthesystem  |,  rj^,  . .  .  ly^ , 
für  welches  die  in  Frage  kommende  Lösung  r^  der  Gleichung 
(2)  unendlich  gross  sein  soll  und  nur  diese  eine,  so  dass 

(7)  ^o(S;  ^1,  ...^m)  =  0 

ist,  aber  ^i(§,  rj^,  . .  .  rjm)  von  Null  verschieden,   so   mache 
man  die  Substitution 

(8)  ^  =  -, 
dann  wird  nach  (2)  und  (3) 


*)  und  auf  die  Form  (1)  Hess  sich  jedes  algebraische  Differential- 
gleichuDgsystem  bringen. 
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(9)  G(x,  t,  yi,  ...!/,„)  =  g^{x,  y^,  >'.ym)  — 

u 

=  w~%o(^7  yi;  •  •  •  yn)  +  ö'i  (^;  yi;  •  •  •  ym)  w  +  •  •  • 

+  fl'»'(«,yi,...ym)M"], 

oder,  wenn 

(10)  go{x,  y, ,  ...  y,«)  +  ff^{x,  y^ ,  ...  y„0«  H 

+  9v{x>  yi ;  •  •  •  yni)'fA''  =  ®(^, «',  yi ,  •  •  •  ym) 

gesetzt  wird, 

(11)  G(x,  t,  t/i ,  ...  y„,)  =  u-"  @  (rr,  u,  y^,  ...  ym)^ 
Die  Werthe  von  f,  welche 

(12)  G(x,  t,  t/i ,  ...tjr^  =  0 

befriedigen,  werden  durch  reciproke  Substitution  die  Werthe 
von  u  geben,  welche 

(13)  ®{x,  w,  «/i,  ...y^)  =  0 

machen,  und  dem  einfachen  Werthe  r^  =  oo  für  |,  ij^ ,  . . .  rim 
wird,  weil  ^^oC^?  ^i>  •••^m)  =  0,  nach  (10)  der  einfache 
Werth  Vi  ==  0  von  u^  entsprechen;  ferner  folgt  wegen 

du  9 

aus  (11) 

fiA\    ^^i''' ''  ^' '  •  •  •  y«')  _      .,-H-2  g^C«',«,  y.  •••y„.) 

+  vM— •+i®(a;,  M,  2/,,  . . .  ym), 

oder  für  eine  Lösung  ^  der  Gleichung  (12),  also  eine  Lösung 
Wi  der  Gleichung  (13) 

(15)  ^^fc^'^^i^-- -y^) _ _ ^ -v+2 ^^(^>^i>yi^---ym) 

Beachtet  man  ferner,  dass  Ga(x,  t^  y^,  »-'ym)  eine 
ganze  Function  der  eingeschlossenen  Grössen  war,  welche 
man  vermöge  der  Gleichung  (2)  als  vom  v  —  1*®^  Grade 
in  Bezug  auf  t^  betrachten  durfte,  so  wird 
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(16)     U^'"-^Ga  \Xy    l   ,    Vi,    .  .  .  J/m)   =   —  ®a  (a?,  Wi,  «/i  ,  .  .  .  Vm) 

eine  ganze  Function  von  x,  y^,  ...  ym  und  %i^  und  zwar  in 
letzterer  Variabein  vom  v  —  1*®^  Grade  sein,  und  es  werden 
somit  die  Diflferentialgleichungen  (l)  in  die  folgenden  über- 
gehen: 


(17) 


«1  — ^^ Su\ di  =  ®2(^;  «i;  2/1 ,  •  •  •  2/m) 


d&(x,u,,y,,...y^)dy^,^ 

worin  der  dem  Werthesystem  §,  ly^ ,  -  -  -'^im  entsprechende 
Werth  v^  der  Lösung  t^i  der  Gleichung  (13)  gleich  Null  und 
eine  einfache  Lösung  dieser  Gleichung  ist.  Daraus  folgt 
aber,  dass,  weil  aus  der  Gleichung  (13)  nach  früheren  Aus- 
einandersetzungen 

(18)    U^  =  %{(£  —  S)   +  «1  (2/1   —  '^l)  H h  (^miym  —   ^7«) 

+  Ö^Oo(^  —  ^y  +  Ö^ll  G/l  —  ^1)''^  H h  «mm  {ym  —  timf 

+  «oi(^-S)(yi-"^i)+ 

hervorgeht,  durch  Einsetzen  dieses  Werthes  von  u^  in 

®«  (^;  ^1 ,  2/1 ;    •  •  •  Vm)        Uud       ^^ ^— -' 

sich 

^       ^      ^®fc^i>yi."-2/,»)  «  +  »*(^— i2/i  — ^n  •••2/m  — -^m) 

ergiebt,  worin  91«  und  r  nach  positiven,  steigenden  ganzen 
Potenzen  der  eingeschlossenen  Grössen  fortschreitende  Reihen 
ohne  constante  Glieder,  und  Äa  sowie  a  Constanten  sind^ 
von  denen  der  Annahme  nach  die  letztere  von  Null  ver- 
schieden sein  muss,  da 
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(20) 


»=( 


)^,^>ni^"' 


Vm 


ist,  und  die  Gleichung  (13)  die  Lösung  v^  =  0  nur  einfach 
haben  sollte.  Dann  lässt  sich  aber  der  Ausdruck  (19)  in 
der  Umgebung  von  |,  ly^,  . . .  ^m  i»  eine  nach  positiven 
steigenden  ganzen  Potenzen  von  x  —  S ,  y^  —  Vi}  •  •  •Vm  —  ^m 
fortschreitende  convergente  Reihe  entwickeln,  und  es  können 
daher  in  diesen  Bereichen  die  Differentialgleichungen  (17) 
ersetzt  werden  durch 


(21) 


Ut 


u. 


dx 
dx 


=  r^(x  —  i,  f/i  -  r;i,  . . .  y,„ 


Vm) 
Vm) 


II 


dij 


i-^==^-(^-"^'2/i 


n 


1  ;    •  •  •  ifm 


Vr 


Vm), 


worin  die  Reihen  r^ ,  rg ,  . . .  n„  im  Allgemeinen  auch  constante 
Glieder  enthalten  können,  und  w^  durch  (18)  gegeben  ist, 
oder,  wenn 

(22)  Wi  =  Tq^X  —  §  ,  yi—Vlf   "  -i/m  —  Vm) 

gesetzt  wird,  worin  die  Reihe  Tq  Teein  constantes  Glied  enthält, 
durch 

__  n  (^  —  ? ._  Vi—  Vi^  y  -^-  Vm—  ^m) 
"  ro(iC  —  g,    2/i  -  -^1  ,    ...  2/,«  —  '^;„)' 

^2/2         ^2  (^  —  S>   2/t  -  ^i ,  .  .  .  2/,,,  -  ^,«) 


dx 


(23) 


62  a; 


»0 (^  —  S,    Vi  —  riv,  '  "Vm  —  Vm) 


^m(^-^y   yi-Viy  '  "ym"  %.)  . 


m 


dx 


wir  finden  somit, 

dasSy  wenn  für  die  Wertheconibination  x  =  ^,  yi  =  ^i ; 
'  '  'ym  =  Vm  die  Gleichung  G{Xy  t,  y^,  ...  ym)  =  0  für  t^  die 
einfache  Lösung  r^  =  cx)  liefert,  also  der  Coeffident  der 
höchsten  t-Fotenz  und  nicht  auch  der  näclistfölgende  verschrnndet^ 
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das  Differentialgleichungsystem  (1)  sich  durch  das  System  (23) 
in  der  Umgebung  der  betrachteten  Werthe  ersetzen  lässt 

2.  Es  würde  sich  jetzt  darum  handeln^  aus  der  Form 
der  Diflferentialgleichungen  (23)  zu  schliesseu,  wie  y^ ,  . . .  ^m 
in  der  Umgebung  von  a;  «=  |  beschaffen  sind,  wenn  sie  für 
diesen  Werth  der  Variabein  die  Werthe  ly^ ,  . . .  i^»»  annehmen 
sollen;  wir  wollen  aber  zunächst  noch  einen  anderen  Fall 
der  Differentialgleichungen  (1)  auf  dieselbe  Form  (23)  zurück- 
führen. Betrachten  wir  nämlich  jetzt  ein  Werthesystem  §; 
^ij  •  •  •  ^m;  welches  einerseits  für  die  Lösung  ^^  der  Gleichung 
(2)  einen  Werth  r^  liefert,  der  zugleich  die  nach  t^  ge- 
nommene Ableitungsgleichung  (6)  befriedigt,  also  eine  mehr- 
fache Lösung  der  Gleichung  (2)  ist,  andererseits  so  beschaffen 
ist,  dass  sich  t^  in  dessen  Umgebung  nach  positiven  steigen- 
den ganzen  Potenzen  von  x  —  | ,  y^  —  ly^ ,  . .  ,ym  —  tjm  ent- 
wickeln lässt*)  in  der  Form 

(24)         t^—r^  =  Q{x  —  ^,  yi  —  rii,  •  •  •  Vm  —  nm), 

worin  die  Reihe  q  kein  constantes  Glied  enthält,  so  wird 

(25)  Ga{x,  t^y  J/i,  ...ym)  =  ra{x  —  i,  yi—Vw-ym  —  Vm) 

und 

^^^    ^ dl, =  ^o(^  —  5;  yi  —  ^1  ;   •  •  •  ym  —  n^ 

sein,  worin  wieder  die  Reihe  r^  kein  von  den  Variabein  freies 
Glied  besitzt,  da 

(2')  C^^'-at-^...  .,...■.■-» 

sein  sollte,  so  dass  durch  Einsetzen  der  Entwicklungen  (25) 
und  (26)  in  das  System  (1)  sich  wiederum  ein  Differential- 
gleichungsystem der  Form  (23)  ergiebt.  Dasselbe  würde 
gelten  für  eine  eindeutige  Entwicklung  der  Lösung  u^  der 
Gleichung  (13).  Fassen  wir  daher  die  beiden  Fälle  zusammen, 
so  finden  wir, 

da&Sy   wenn  die  Gleichung  (2)    m  einem    Werthesysteme 
X  =  ^j  yi=  riiy   ' ' '  ym  ==^  flm  ß^^  ti  entweder  eine  einfache 


*)  Wie  dies  aus  der  Gleichung  (2)  zu  erkennen  ist,  wird  später 
gezeigt  werden. 
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unendlich  grosse  Lösung  oder  eine  endliche  vielfache  Lösung 
liefert,  die  sich  in  der  Umgebung  von  x=i,  yi=fli »  "-ym  =  Vm  i^ 
eine  nach  positiven  steigenden  ganzen  Poteneen  von  a; — g,  y^  —  i^^ , 
. .  .tfm  —  Vm  fortschreitende  convergirende  Beihe  entivickeln  lässt, 
die  Differentialgleichungen  (1)  sich  in  der  Umgebung  der  be- 
trachteten Werfhe  auf  ein  Differentialgleickungsystem  der  Form 


(28) 


dx 

s=s 

r^{x- 

-1, 

Vi 

—  ^1 »  • 

"Vm 

-n„) 

ro{x- 

-s. 

Vi 

—  ^1 »  •  • 

'Vm 

Vm) 

dx 

r^i^- 

■1, 

Vi 

—  Vit  '  ' 

'Vm 

-Vm) 

ro{^- 

■«, 

Vi 

^1 1  •  • 

^Vm 

-Vm) 

•          • 

• 

•          • 

• 

• 

2/i 

•             •             • 

• 

"Vm 

•       • 
-Vm) 

dx      ^o{^  —  ^^yi  —  vi,."ym  —  Vm) 

zurückführen  lassen,  worin  r^ ,  r^ ,  ...r^  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  der  eingeschlossenen  Grössen  fortschreitende  conver- 
girende Reihen  bedeuten,  von  denen  die  erstere  kein  constantes 
Glied  besitzt. 

Die  allgemeine  Untersuchung  des  Differentialgleichung- 
systefns  (1)  ist  somit  zurückgeführt  einerseits  auf  die  Unter- 
suchung von  Integralen  des  Differentialgleichungsystems  (28)  in 
der  Umgebung  der  Punkte  x  =  .^,  2/i  =  ^i>  -  •  'ym=  Vm^ 
andererseits  auf  die  Untersuchung  des  Differentialgleichung- 
systemes  (1)  in  der  Umgebung  solcher  Werihesysteme  x  =  i, 
yi  =  rixj  - '  »ym^^  Vm  ?  fü^  welclie  die  Gleichung  (2)  mehrfache^ 
jedoch  nicht  nach  positiven  steigenden  ganzen  Potenzen  von 

X  §  ;       J/i  1]i  ,       ...    ym  '^tn 

entwickelbare  Lösungen  besitzt. 

3.  Wir  gehen  zunächst  auf  die  Untersuchung  der  Diffe- 
rentialgleichungen (28)  in  der  Umgebung  von  x  =  ^,  j/i  =  i/i 
•  '  •ym  =  Vm  näher  ein,  und  wollen  zuerst  den  Fall  hervor- 
heben, in  welchem  sämmtliche  Reihen  r^,  r^,  . .  .rm  constante 
Glieder  enthalten,  somit  die  rechten  Seiten  der  Differential- 
gleichungen (28)  für  a:  =  I,  y^  =  1^1 ,  .  . .  ym  =  rjm  unendlich 
gross  werden.    In  diesem  Falle  wird 
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(  dx 


(29) 


U{^ 


I»  Vi  —  Vi 


dVi 

r^{x- 

1, 

s/i- 

V\>  '  ' 

-ym- 

-^m) 

dyi 

r^{x- 

•s, 

yi- 

Vly   •  • 

•  Vm  - 

-  ^m) 

dyi 

""  ^1  (^  - 

■s, 

2/i- 

•  »?l  >    •  • 

•  ^m  - 

-Vm) 

• 

•     •     • 

• 

• 

2/i- 

•       • 
-^1  »   • 

»              • 

U2/1 


^1 


2/m  -  ^m) 


^m        ^«»y 


»•i  (^  —  S,  2/1 

und  da  der  Voraussetzung  nach  die  rechte  Seite  der  ersten 
Gleichung  dieses  DifferentialgleichungsystemS;  in  welchem  y^ 
die  unabhängige  Variable,  x,  y^y^'ym  die  abhängigen 
Variabein  bedeuten,  für  x  =  ^,  J/i  =  ^1 ;  --  'ym'=  Vm  gleich 
Null,  die  rechten  Seiten  der  anderen  Differentialgleichungen 
für  dieses  Werthesystem  endliche  Grössen  werden,  so  lässt 
sich  nach  den  früher  entwickelten  Sätzen  das  Differential- 
gleichungsystem (29)  in  der  Umgebung  dieses  Werthesystems 
in  der  Form  darstellen 


'  dx 


(30) 


Vm  —  rjm) 


dyi 


=  %(X  —  S,    2/1  —  ^i  ,    .  .  .  ym  —  Vm) 


dy 


m 


Wyi 


9im(a:  —  g,    Vi  —Vi}    •  •  •  ym  —  Vm)  , 


worin  9ii ,  SRg ;  -  -  '%n  convergente,  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  der  eingeschlossenen  Grössen  fortschreitende  Reihen 
bedeuten,  von  denen  die  erstere  kein  constantes  Glied  besitzt, 
während  die  anderen  alle  ein  solches  haben.  Nun  folgt  aber 
aus  dem  Fundamentalsatze  über  die  Existenz  eindeutiger 
Integrale  solcher  Differentialgleichungen,  dass  dann,  weil 


( 


sein  soll, 


dx\ 

dyih.m^-- 


0 


nm 


(31) 


tx  — 


Vi 


I  =  «2  {Vi  -  ViT  +  «3  (yi — viY  + 

V»  =  A(yi  —  Vi)  +  ßiiVt  —  Vif  +  • 


h"  —  V'"  =  f*i  (^1  -  Vi)  -i-HQfi  —  Vi)^  + 
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wirdy  worin  ß^^y  •  •  •  ^i  der  gemachten  Annahme  zufolge  von 
Null  verschieden  sind,  und  da  einige  der  Coefficienten  der 
ersten  Reihe  für  a:  —  5  verschwinden  konneu;  so  wird,  wenn 
der  erste  nicht  verschwindende  Coefficient  a»,  also 

(M  =0     (^)  =0  ••• 

ist,  was  durch  unmittelbare  Differentiation  der  ersten  der 
Gleichungen  (30)  nach  y^  mit  Benutzung  der  anderen  dieser 
Gleichungen  festgestellt  werden  kann,  sich 

(32)  fl?  -  I  =  an(y,  —  ViY  +  ««+1  (yi  —  ViY-^'  +  •  •  • 

ergeben.  Daraus  folgt  aber  mit  Hülfe  der  Umkehrung  dieser 
Reihe*) 

(33)  t/,-^,  =  -^(^-S)«+a,(:r-S)^+ «3(^-1)^+-, 


n 


*)  Wenn 
(a)  t  =  Cj  tt  +  Cj  14*  +  Cg  w^  +  •  •  • 

gegeben  ist,  worin  die  Potenzreihe  einen  um  u  =>  0  gelegten  Kreis 
zum  Convergenzbereich  hat,  und  in  welcher  c^  von  Null  verschieden 
sein  soll,  so  lässt  sich  leicht  einsehen,  dass  einer  der  Zweige  der 
Grösse  u  als  Function  von  t  aufgefasst  eine  um  i  ■=  0  convergente 
Potenzreihe  sein  muss.    Denn  aus  (a)  folgt 

^-  =  Ci  +  2c^u  +  SCgi**  H 

und  somit 

du  1 


dt        Ci  +  2C2W  +  SCgt**  4"  •  •  •  ' 
oder,  da  c^  von  Null  verschieden  ist, 

^1  =  —  +  C^i«  +  C^w«  H , 

und    somit   fdr  das   mit   ^  >»  0   verschwindende   Integral   nach    dem 
Fundamentalsatz  von  der  Existenz  der  Integrale 


was  gezeigt  werden  sollte. 


(p)  w  =  —  <  +  k^t^  +  hi^  -] 
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worin  a2,  a^j  ...  eonstante  Coefficienten  bedeuten^  und  somit 
nach  den  andern  Gleichungen  (31)  durch  Einsetzen  von  (33) 

y.  - 123  =  A-  (a;  -  S)"  +  U^  -  S)- +  •  •  • 


(34) 


n 


Vm—V 


^i 


2 


m 


\-ix-^Y+m,(x-^y+-... 


et  ** 
n 


Wir  finden  somit  das  folgende  Resultat: 
Wenn  in  dem  Differentialgleichungsystem 


(35) 


dx 


u(x 


0 


S»  yi—Viy    •  "Vm  —  ^m) 
St  2/i  —  ^1  >    •  •  •  Vm'-'^m) 

I»   2/i  —  ^1  »    •  •  •  Vm^'^m) 


dx         r^(x      S,  2/i       ?7i, 

•  •  •  Vm        ^w) 

^Vm          ^m{^       S,  2/i         »?i, 

•  •  •  2/m        Vm) 

dx 


^(ä 


^0  >  ^1  > 


.  r^  wacA  ganzen  positiven  Potenzen  der  eingeschlos- 


senen Grossen  fortschreitende  convergente  Beihen  vorstellen,  von 
denen  die  erstere  für  a;  =  | ,  yi  =  i^i ,  . . .  ^m  =  i?«  ver- 
schwindet, während  die  anderen  für  eben  dieses  WerOiesystem 
endliche,  von  Null  verschiedene  Werthe  annehmen,  so  lassen 
sich  die  Integrale  y^ ,  y^,  - .  -ym  dieses  Differentialgleichung- 
sy Sternes,  welche  für  x  =  ^  die  Werthe  i^n  • . .  i?m  annehmen 
sollen,  unter  der  Annahme,  dass  der  erste  für  dieses  Werthe- 
System  nicht  verschwindende  Differentialquotient  von  x  nach  y^ 
genommen  der  n*®  ist,  in  der  Umgebung  dieser  Werthe  in  der 
Form  darstellen 


(36) 


8 


yi  —  ni  =  «i(^  —  iy  +  «2(^  —  S)"  + 

1  2 


1  2 

[ym  —  Vm=fni{x—  D»  +  m^{x  —  D»  + 
worin  a^,  h^,  , .  .m^  von  Null  verschieden  sind. 
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Es  ist  leicht  zu  sehen  ^  dass  im  Wesentlichen  die  eben 
gemachten  Schlüsse  nur  darauf  beruhten  ^  dass  die  rechten 
Seiten  des  Systemes  (30)  für  a;  =  | ,  yi  =  Vd  -  -  -  Vm'^  Vm 
nicht  unendlich  gross  werden,  und  nehmen  wir  somit  an, 
dass  in  dem  DifiFerentialgleichungsystem  (28),  für  welches 
die  Reihe  r^  kein  constantes  Glied  haben  sollte,  wenigstens 
eine  der  anderen  Reihen  z.  B.  r«  ein  constantes  Glied  besitzt, 
so  wird  man  offenbar  durch  Division  aller  Differential- 
gleichungen durch  die  a*®  wieder  ein  System  mit  der 
unabhängigen  Variabein  y«  erhalten,  dessen  rechte  Seiten 
für  das  betrachtete  Werthesystem  endlich  oder  Null  sind, 
und  man  erhält  genau  durch  dieselben  Schlüsse  den  all- 
gemeinen Satz: 

Wenn  in  dem  Differetttialgleichungsysteme  (35)  Vq,  r^,  ...r^ 
ncich  gangen  positiven  Potenzen  der  eingeschlossenen  Grössen 
fortschreitende  convergente  Beihen  vorstellen,  von  denen  die  erstere 
für  X  =  ^f  y^'^'  %,  -  • '  ym  =  Vm  verschwindet,  während  von 
den  anderen  mindestens  eine  z,  B.  ra  nicht  verschwindet,  so 
lassen  sich  die  Integrale  y^,  y^,  . .  .ym^  welche  für  ic  =  5  die 
Werthe  r^^,  . .  .rjm  annehmen  sollen,  unter  der  Annahme,  dass 
der  erste  für  dieses  Werthesystem  nicht  verschmndende  Diffe- 
rentiälquotient  von  x  nach  ya  genommen  der  n*®  ist,  in  der  Um- 
gebung dieser  Werthe  in  der  Form  darstellen 

yi  —  ^i  =  «i(^-l)"  +  (h{x—iy  H — 


(37)    {y^-ria-=K{x-lY  +  \{x  -D-  + 


—  1. 

\ym—nm^fn,{x—iy  +  m^{x—lY  H — , 

worin  jedenfalls  \  von  Null  verschieden  ist 

Nachdem  der  Fall  des  Differentialgleichungsystems  (28) 
erledigt  ist,  in  welchem  r^  kein  constantes  Glied  besitzt, 
aber  mindestens  eine  der  Reihen  r^,  rg ,  . . .  r„,  ein  solches 
enthält,    bleibt   uns    der    bei  weitem    schwierigere   Fall    zur 
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UutersuchuDg  übrige  in  welchem  für  sämmtliche  Reihen  r^, 
r^j  . .  .rm  die  constanten  Glieder  fehlen ^  oder  sich 


(dy^  ldy^\  /dy\ 

\dx/^,rj^,...j]j^'         \dx/^,rj^,...tj^f        •  *  •  \dxJ^^Viy 


^m 


in  der  unbestimmten  Form  ^  ergeben. 


IL  Untersnchniig  der  Eigenschaften  der  Integrale  beliebiger 
Differentialgleichnngsysteme  in  derUmgebnng  solcher  Werthe- 
systeme,  für  welche  die  Differentialqnotienten  eindeutig,  aber 

unbestimmt  sind. 

I.  Indem  wir^  um  die  folgenden  Untersuchungen  auch 
gleich  für  transcendente  Diflferentialgleichungsysteme  durch- 
zuführen, das  Diflferentialgleichungsystem  (28)  des  vorigen 
Abschnittes  von  der  speciellen  Form  befreien,  dass  alle 
Diflferentialquotienten  denselben  Nenner  r^  haben,  ferner  durch 
Einführung  neuer  Variabein  für  die  Grössen 

das  Nullsystem  aller  Variabein  als  das  singulare  zu  be- 
trachten haben  werden, 

legen  wir  das  allgemeinere  Differentialgleichungsystem  von 
der  Form  m  Grunde 


(1) 


(dx^ 
dx 

(x, 
(x, 

aj, , 

^8  f    • 

..x„) 

fl?i  , 

X2  ,    . 

■■<«n) 

dx^ 

5P, 

(x, 

^1  » 

X2  , 

■■»'n) 

dx 

'^ 

{x, 

rCj , 

X2  ,    . 

••«=«) 

•          • 

dx 
.  dx 

• 

• 

• 

•                  • 

X^  ,   . 

•             • 

^«(^» 

Xi  , 

x^ , 

•  •«>,)' 

in  welchem  die  $  und  D  Fotenzreihen  von  x,  x^,  . .  .Xn  sind, 
die  sämmtlich  constante  Glieder  nicht  enthalten^  und  stellen  uns 
die  Aufgabe,  festzustellen^  welcJier  Natur  diejenigen  Integrale  x^ , 
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x^y  . .  .Xn  um  x  =  0  herum  sind,  welche  sämmtlich  für  x  =  0 
ebenfalls  den  Werth  Null  annehmen,  wobei  wir  die  Unter- 
suchung  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung  anstellen,  dass  x^, 
Ä?2 >  '  •  'Xn  für  X  =  0  so  Null  werden,  dass  ihr  Verhältniss  m 
endlichen  Potenzen  von  x  für  a;  =  0  endlich  ist 

Setzen  wir  das  System  (1)  in  die  Form 


(^) 


dx^ 


kj*l(X,    Xi  ,    X2y    ...  Xn)    ^^^    'Pl  W  ^l  >    ^2  >    •  •  •  ^n) 


dx. 


Xji^yX,    X^,    X2,    ...  Xn)  "^^    —   4^2  W  *^l  7    ^2}    •  •  •  ^n) 


^Xjtn\X,   Xi  ,    X2  ,    ...  Xn)  -J^  =  4^n  (X,  X^  ,   X^  ,    ...  Xn)  , 


oder,     wenn    wir    die    Potenzreihen    durch     je    ein    Glied 
repräsentiren, 


(3) 


(^V  x^^^'  x\^  . .  .  x<  -\ )  -^  =  {^^ ^1*  a:^». .. rr^n  +  •.•) 

{P!x?^  X^^'  X^^  .  .  .  Xßn    +  •  •  •)  -J^  =  (BX^X^^  OC^^  ...  OC^n  ^ ) 


(N'x^'  x<  x<  . . .  x<  +  . . .)  -^  =  (^Nx^xl^  a^r^.,,,xln  +  ...)^ 


so  werden,  wenn  wir  der  gemachten  Voraussetzung  zufolge 
als  Ordnung  des  Nullwerdens  von  x^,  x^,  . . .  rr«  im  Punkte 
X  =^0  die  f*i*®,  ft2*^;  •  •  •  i''r^  nehmen,  so  dass 


eJo?!        dx^ 
dx  ^      dx  ' 


dx 


n 


dx 


von  der  ftj  —  l*®"",  f^  —  1*^^  » »>  (J^n  —  V^^  Ordnung  ver- 
schwinden, mindestens  zwei  Posten  auf  beiden  Seiten  jeder 
Gleichung  des  Systemes  (3)  dieselbe  Ordnung  haben  müssen; 
nehmen  wir  nun  an,  dass  dies  die  in  den  einzelnen  Klammern 
hervorgehobenen  Glieder  seien,  so  folgt 
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«  +  «iVi  +  a2>2  H h  ««  ^n  +  fti  —  1 

^  +  /'iVl  +  /32>2  H h  /3«  f^n  +  f*2  —  1 

•  ••••••••••••••••  • 

V    +  ViVi  +  l/2>2  H h  ^«f^/»  +  f*/»  —  1 

oder 

(5)    ] 

und  da  die  ci;^/3,  • .  .  i/  ganze  Zahlen  sind^  so  ergeben  sich 
f*u  f*2?  •  •  •  f*«;  wenn  die  Gleichungen  (5)  nicht  für  diese 
Grössen  unbestimmte  Werthe  liefern,  d.  h.,  falls  ft|,  ftg,  ...  /x« 
in  der  Form 


A     ..         A 


2> 


n 


dargestellt  werden,  die  Determinanten 

nicht  verschwinden*),  jedenfalls  als  rationale  Zahlen;   wenn 

*)  So  würde  sich  für  ein  DifferentialgleichungBystem  erster  Klasse 

{äx'^x<  +  . . .)  gj-  =  Ua.«a;.'"  +  . . .) 

zur  Bestimmung  von  ^^  die  Gleichung  ergeben 

|[ii(ai'  —  «1  +  1)  ==  a  —  a  +  1 , 

und  der  oben  erwähnte  Ausnahmefall  wäre  durch  die  beiden  Gleichungen 
gekennzeichnet  * 

(a)  a/  —  «1  +  1  =  0,     «  —  a  -f-  1  ==  0  ; 

für  die  Differentialgleichung 

X  3—^  =  KX. 

dx 


II.  Untersuchung  der  Eigenschaften  der  Integrale  etc.         355 

wir  von  nun  an  die  Fälle  von  der  Untersuchung  ausschliessen, 
in  denen  sich  aus  den  Gleichungen  (5)  die  ^i- Grössen  in  un- 
bestimmter Fonn  ergeben^  so  erhalten  wir  zunächst  den  Satz, 
da>ss  die  Integrale  x^^  x^,  ...Xn  für  x  =  0  von  rationaler 
Ordnung  Null  werden  müssen,  wenn  sie  überhaupt  endliche  Ord- 
nungszahlen besitzen  sollen. 

Setzen  wir 

(6)  ft=-,     N  =  q;,    •••f*»  =  ^, 

worin  p^,  . .  .pn,  g'i  . . .  g'n  ganze  Zahlen  bedeuten,  oder  mit 
dem  gemeinschaftlichen  Nenner  Q 

p  p  P 

K*)  M^l    =   -^>      l^2   =   -Qf     •        •^«   =   "g"? 

und  nehmen  wir  an,  die  in  den  Klammern  der  Gleichungen 
(3)  hervorgehobenen  Glieder  gehören  zur  Gruppe  niedrigster 
Dimension,  so  wird  sich,  wenn 

(8)        X  ==  i^j     a^i  =  V^t^^  ,     X2  =  V2t^^y      ,  ,  ,  Xn  =  Vnt^n 

gesetzt  wird,  aus  den  transformirten  Gleichungen  (3) 

(9)i 

ergeben;  beachtet  man  nun,  dass,  weil  die  bezeichneten  Glieder 
in  den  Klammern  zu  der  Gruppe  niedrigster  Dimension  ge- 
hören sollten,  sie  noth wendig,  da  Vj,  Vg, ...  v«  für  ^=0  endliche 

z.  B.  wäre  a'  =  l,  a/==»0,  a  =  0,  aj=3l,  also  die  beiden  Beziehungen 
(a)  erfüllt,  und  in  der  That  wird  das  Integral 

fljj  *^  ex  , 

in  dem  aj  =  0,  ajj  =0  sich  entsprechen,  nicht  von  einer  rationalen  Ord- 
nung Null,  wenn  k  eine  irrationale  Zahl  ist. 

23* 
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Werthe  annehmen  ^  in  Bezug  auf  t  gleiche  Dimension  haben 
müssen^  dass  sie  also  zugleich  Glieder  sind^  wie  sie  oben  zur 
Herleitung  der  Beziehungen  (5)  gebraucht  wurden,  so  werden 
auch  für  diese  die  Gleichungen  (5)  gelten,  die  mit  Benutzung 
von  (7)  in 

+  CCnPn  +  {cC  +  l)Q  =  m, 
ßlP,  +  (ß^2+l)P2  +  -  +  ßnPn+ß'Q=ß,P^+ß2P2+"' 

v[P,  +  V2P2  +  "'  +  {v:  +  l)P,,+vQ  =  v,P,  +  v,P,  +  -^' 

Übergehen^  und  vermöge  dieser  Beziehung  sieht  man,  dass 
die  Variable  t  im  m^  —  1*®"  Grade  eingeht  in  alle  Glieder 
der  ersten  Gruppe  der  ersten  Gleichung  von  (9)  und  von 
höherem  Grade  in  alle  anderen  Ausdrücke  der  weiteren 
Gruppen,  dass  Mm  Wg  —  1^^  Grade  eingeht  in  alle  Glieder 
der  ersten  Gruppe  der  zweiten  Gleichung  .von  (9)  und  von 
höherem  Grade  in  alle  anderen  Ausdrücke  der  weiteren  Grup- 
pen u.  s.  w.    Man  kann  die  Gleichungen  (9)  somit  resp.  durch 

dividiren  und  erhält  daher 


—  (^»j«'»/' . . .  V»"  -I )Q  =  0 


(11) 


{N'vi<vi-'  . . .  K"  -I )  Y«^"  +  *  w) 

-  (JfVi*- V  •  .  .  fn"  -I )  ö  =  0, 

wobei  in  den  auf  die  Posten  der  ersten  Gruppe  der  einzelnen 
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Elammem  folgenden  Ausdrücken  die  Grösse  t  explieite  ent- 
halten sein  wird^  und  es  kommt  darauf  an^  dieses  System 
von  Differentialgleichungen  im  Punkte  ^  =  0  zu  untersuchen, 
wobei  erst  festzustellen  sein  wird,  welche  Werthe  von  v^^ 
V2,  .  .  .  Vn  dem  Werthe  ^  =  0  entsprechen.  Da  der  An- 
nahme nach 

yV    Wo'   **  A^)o 

endliche  Grössen  sein  sollten,  so  folgte  aus  (8)  zunächst, 
dass  die  dem  Werthe  ^  =  0  entsprechenden  Werthe  von  v^ , 
^2,  .  • .  Vn;  die  wir  mit 

^17       '^2>       *  '        n 

bezeichnen  wollen,  jedenfalls  endlich  sind;  bemerkt  man 
ferner,  dass  ebenso 

^^       I  ;       (       dx       \  y      *  '     I       dx 


dieselben  endlichen  Grössen  t;^,  t?^,  ..t^^  darstellen,  also  auch 


P.vj"^-'  + 1'^  ^\  IK^*'"-'  +  i^"" 


oder  vermöge  (7) 

die  endlichen  Werthe  v?,  rfj  . . .  ^®  annehmen   müssen,   so 
folgt,  dass  die  Grössen 

sämmtlich  verschwinden.    Es  werden  daher,  wenn  man  ^  =  0 
in  die  Gleichungen  (11)  substituirt,  die  Werthe  vj,  v\,  ...^^ 

durch  die  n  Gleichungen  bestimmt  sein: 
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(12)  \  -  (JBt;;-^'  tf  >  .  . .  <'^«  H )  Ö  =  0 

—  (jv^i^y»'» vi"- . . .  t?>  H — )  ö  =  0. 

2.  TFir  nehmen  zunächst  an,  dass  die  diesen  Gleichungen 
genügenden  Werthe  v\,  v\j  . . .  ^2  *^^^^  ^'^^  ^  Klammem  der 
Gleichungen  (12)  zu  Null  machen,  d.  h,  dass  die  Grössen 

^^0/*/  ^0^,'  .  .  .  ^o/„    I ^^a^,  ^y,  .  .  .  t;¥n  -4 

la  /l'  '  la  «• 

sämmtlich  von  Null  verschieden  sind. 
Setzen  wir  dann 

(13)       V,=vl+ti.      V,  =  vl  +  t2,       ^.^Vn  =  vl  +  tn, 

SO  dass  gl ,  Jia,  . . .  S»  für  ^  =  0  verschwinden,  so  werden  g^, 
^8  9  .  •  •  S»  als  Functionen  von  t  nach  (11)  durch  die  Diffe- 
rentialgleichungen definirt  sein 

(9  =  1,  2,  ...n) 

worin  12  und  R  Gonstanten  bedeuten,  oder  mit  Entwicklung 
des  Zählers  und  Nenners  der  rechten  Seite  nach  Potenzen 

von  §1 ,  ^2  7     •  •  5»  D^it  Berücksichtigung  von  (12) 


(15) 
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dt 


dF^^     dF^  dF 


n 


-  ) 


{E  rj?'' v^i  ... »»?;  + ...)  +  («,  f. ,  S, , ...  f„) >  +  (t,  g. ,  J, , ...  g«  + 

(p=l,  2,  ...n), 

worin  (f,  gj,  gg,  ...  g»y  eine  ganze  bomogeue  Fanction  A*** 
Grades  von  t,  gj ,  g^ ,  . . .  g„  bedeutet.  Wir  erbalten  somit 
die  n  Differentialgleicbangen  fSr  g^ ,  gg  >  •  •  •  S» 


I?»  ^'-I?»  ^^ — 15^  f„+4.«+(<,&.J..-g'+(«,S,.  J,.-..f,)'+- 


(ji' <''<"'...  «>^.  +  •••)  +  («,  f.,  f„ ...  g* +(f,  &,  j„ . . .  g* + 


(16) 


dF,        dF,  dF, 


welche   für   die   zusammengehörigen  Werthesysteme  ^ 
Si  =  0,  ^2  =  0,  ...  5»  =  0  zu  untersuchen  sind. 

Setzen  wir  zuerst  voraus^  dass 

A.  Jceine  der  Grössen 


=  0, 


dF, 


0) 


dF, 


n 


dF^ 


0  y 

n 


n 


verschwindet, 

so  werden  sich  zunächst  die  Functionen 


(R) 


{A'vi^vf"' . . .  <«; + ...)+(«,  f.,  &, ...  f„)'+(t.f.,  &,...?,)'+• 


(jv'<' ' t.»"' ... !»«•■; +•••)+(«, f., f„ - f,)' + (u. , s,, - j,) ' + -  ' 


da  die  ersten  Klammern  der  Nenner  nach  der  oben  gemachten 
Yoraussetzung  nicht  verschwinden,  als  eindeutige  Functionen 
von  t,  gl ,  gj ,  . . .  g»  in  Potenzreihen  von  der  Form 


' 
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Pi  +  it,  ?,,  i2, 

•  •  •  bn)    "TV?    bn    £2  >    •  • 

.uy+-- 

^n  +  \pj    bi  >    b2;    • 

•  •  Sn)     +  (^9    bi  ;    b2;    •  • 

.  S-)^  +  •  •  • 

entwickeln  lassen,  worin  P^,  P2>  •••■P«  ^^^^  ^^^^  verschieden 
sind,  und  sich  somit  durch  Einsetzen  in  die  Gleichungen  (16) 
in  der  Umgebung  der  Werthe  ^  =  0,  Si  =  0,  . . .  5»  =  0  das 
nachfolgende  Differentialgleichungsystem  ergeben: 


(17) 


^^=«nei+«i2g2+-+«i»e«+&i^+(ai,g2,-..e»)'+ 


^  1^=0^21?!  + 0^22  S2H |-«2«&n  +  62^+(^;Sl,S2,-S«y  + 


worin  die  Coeffidenten  a^,  a^a;  ...  ann  der  ad  A.  gemachten 
Annahme  zufolge  von  Null  verschieden  sind. 

Wenn  jedoch 

B.  einzelne  oder  alle  Grössen 


dF, 


n 


P   ' 


at?/' 


verschrnnden, 

so  werden  die  Reihen  (S)  mit  den  Zählern  der  Gleichungen 
(16)  multiplicirt  nicht  sämmtlich  die  ersten  Potenzen  von  f^ , 
^2  7  •  •  •  ^n  enthalten,  und  somit  die  Form  der  Differential- 
gleichungen in  der  Umgebung  des  Nullsystems  der  Variabeln 
im  Allgemeinen  die  folgende  sein: 


(18) 


^5^  =  (^  Sl;  S2>  •  •  •  inY  +  (t,  Si,  ?2>  •••  5«)^  +  '•* 

^ ^  =  (^;  5i ;  ^2 >  •  •  •  W^  +  {t,  tu  ^2)  '•'  S»)^  4"  ••  • 


[^    ^7~  =  (^?  bi  ?  b2  >  •  •  •  bn)    +  {*)  bl  j  b2;  ••  «bn)     + 


worin  die  Coeffidenten  von  5^i ,  Sa?  '-tn  in  den  homogenen  Fundionen 
ersten  Grades  mm  Theil  oder  alle  verschwinden  können. 
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3.  Sind  jedoch  eine  oder  mehrere  der  Klammern  der  Glei- 
chungen (12)  gleich  Nullj 

so  werden  eine  oder  mehrere  der  Differentialgleichungen 
des  Systemes  (16)  die  Form  haben 


während  die  anderen  von  der  Gestalt  sind 


^      ^  dt    ""a^  +  ai^fi+flr2aS2+-+«„(r?»  +  ^a*  +  -' 

worin  üa  von  Null  verschieden  ist. 

Nun  wird  es  sich  zunächst  in  den  folgenden  Unter- 
suchungen über  die  Natur  der  Integrale  der  Differential- 
gleichungen (1)  nur  darum  handeln,  ob  dieses  Diffe- 
rentialgleichungsystem in  der  Umgebung  von  x  =  0,  dem 
verschwiadende  Werthe  aller  abhängigen  Variabein  ent- 
sprechen sollten,  eindeutige,  also  nach  positiven  steigenden 
ganzen  Potenzen  von  x  entwickelbare  Integrale  habe,  wobei  die 
am  Anfange  dieses  Abschnittes  für  die  Ordnung  des  Null- 
werdens eingeführten  Bedingungen  der  Endlichkeit  und  Ra- 
tionalität derselben  von  selbst  erfüllt  sind. 

Um  nun  m  untersuchen,  oh  l^,  Ss ;  •  •  •  5»  eindeutige  Func- 
tionen von  t  um  ^  =  0 ,  dem  Si  =  Ss  =     *  =  S»  =  ^  entsprechen 

sollen,  darstellen,  darf  man  annehmen,  dass  \jr)  _    ^^^  ^^' 

leitung  einer  eindeutigen  Function  nicht  unendlich  sein  darf, 
und  wenn  man  daher  (19)  in  die  Form  bringt 

dt 

(21)  {a,^ti'\'a2^t2  +  -  +  an^tn  +  b,t+--)^ 

SO  folgt  für  <  =  0,  §1  =  . . :  =:  gn  =  0 

(22)  al.(|X+a^,(|)^+---  +  a;,(^)^+&^  =  0. 

Da  aber  femer,  wenn  ^  eine  eindeutige  Function  von  t 
sein  soll,  die  Entwicklung  dieser  Grösse  lauten  muss 
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(23)  to  =  Ätf*  +  Btf  +  '^  H , 

und  somit^  wenn  /t>  1 , 

ist,  und  wenn  ^  =  1 , 
ist;  SO  folgt;  dass  stets 

(^^)         ©.-(^ 

sein  wird;  und  dass  somit;  weil  aus  (20) 

(25)        ^  («a  +  aiati  H (-  Ö^«a5«  +  6a^  H ) 

=  «la  -^  H ]r<^na  -f  +  K  +  "  ' 

sich  ergiebt, 

'^'^  (t)o  =  ^^4  +  -  +  ^-  (f)o  +  -  +  ^-  (f )o  +  ^^ 
oder 

(26)   ai.(|\  +  a;„(|)^  +  •  •  •  +  («l.. -  a»)(^)^  +  - 

+  a«ff  ( -f  j    +  &a  =  0 

folgt. 

Mögen  nun  die  ersten  p  Differentialgleichungen  des 
Systems  (16)  die  Form  (19),  die  folgenden  n — p  die  Form 
(20)  haben ;  das  System  also  lauten 

^(f&^«ngi  +  «;i  ?.  +  '••  +  <!  £n  +  &;^  +  --' 
dt  Oiifi  +  «81  Ss  H h  a„ifrt  +  ^* H 


(27) 


dtj,    «ip&+a;pj.+---+«;pfn+&;*+ 


^-r?  = 


II.  Untersuchung  der  Eigenschaften  der  Integrale  etc.        363 

worin  a^i,  ap-j-2,  .  .  .  «„  von  Null  verschieden  sind,  und 
mögen  die  nach  (22)  und  (26)  zugehörigen  Bestimmungs- 
gleichungen sein: 

«u(f^\+«'4\  +  -  +  a;.(^X  +  V  =  0 


(28) 


+  {ann  «n)  {-f)    +  *n  ==  0  , 


aus  denen  sich  die  Werthe 


(2^)  (l)o=«-    (1)0='^-    •••(t)o=«» 

ergeben  sollen,  die  also  die  Gleichungen  befriedigen 

«11«!  +  di\Kt  + +  ««!««  +  &l'  =  0 


(30) 


•  • 


aip«!  +  a2pa2  + +  a'npan  +  6^  =  0 


ai«ai  +  a2»a2+ +  a«-inan-i  +  (an»  — ««)«»+ i^n  =  0. 

Macht  man  nun  die  Substitutionen 

(31)    5l-(ai   +   g,)^       S2=(«2  +  y^    ...5»=(««  +  gn)^ 

80  dass  nach  (29)  dem  if  =  0  die  Nullwerthe  von  |i ,  %^^  . . .  |„ 


(36) 
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entsprechen;  dann  gehen  die  linken  Seiten  der  Differential- 
gleichungen (27)  in 

(32)      /^^t[a^  +  ^,  +  t'^]=t^'^+a,t+t^ 

Über,  während  die  rechten  Seiten  der  ersten  p  Gleichungen 
dieses  Systems ,  nachdem  Zähler  und  Nenner  durch  t  dividirt 
worden,  die  Form  annehmen 

,«o^      «UK  +  gl)  +  ^2X(^2  +  S.)  +  "•  +  a;;t(^n  +  Q  +  ^l+'" 
^   ^     «i;i(«l  +  gl)  +  02X  i<^2  +  g«)  +  -  +  \x{%  +  Q  +  h  +  '"' 

während  die  rechten  Seiten  der  anderen  n  —  p  Differential- 
gleichungen lauten: 

,    .   aiV(^i  +  gP^  +  ^2,.(^.  +  ^2)t  +  -  +  g;,, {%  +  gn)*+&;^+  - 

^     ^    %  +  ^1^  («1  +  gl )  * + «2^(«.  +  g.)  «+•••+  a„^  («„+g„)  *+ V+- ' 

und  es  gehen  somit  die  Differentialgleichungen  (27),  wenn 
die  Gleichungen  (30)  berücksichtigt  und 

(35)  au  «1  +  asji  «2  H h  ^nxccn  +  h  =  Ax 

gesetzt  werden,  in  die  folgenden  über: 

dt  ^1 +«11  gl  H-OgilaH f-«nlgn+Ci«+-         "^  ^^ 


^*    ~  ^^  +  «lpgi  +«2,,g2  +-+%g„  +  S<+-        "'''  ^"^ 


^d*         a„+^„*+ai„gi«+--  +  anngn*+--       ''"'      '^"' 

oder  e(;enn 

von  Null  verschieden  sind,  da  dann   die  reciproken  Werthe 
sämmtlicher  Nenner,  weil  auch  (ip-\-i,  (^j>+$)  •  •  •  «n  nicht  ver- 
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schwinden  sollten,  in  Potenzreihen  nach  t,  l^,  ...|„  ent- 
wickelt werden  können,  für  die  Umgebung  der  NuUwerthe 
das  Differentialgleichungsystem: 

^'  ^  =  anli  +  ai,|,  +  •••  +  ai„|„  +  h,t  +  ..- 


(37) 


dt 


/Siwrf  jedoch  eine  oder  mehrere  der  Grössen  A^,  A^,  ...  Ap 
gleich  Null,  so  ist  dieser  Schluss  nicht  erlaubt;  mag  dann 
-4i  =  -4-2  ==»•••  =  -4<j  =  0  sein,  so  wird  eine  der  d  ersten 
Differentialgleichungen  (36)  lauten: 

und  sich  daraus  wieder 

(«,  +  I;  +  f  ^)(aiJi  +  «2^2  +  •  •  •  +  %xk  +  ^i^  +  •  •  •) 


•   •   • 


oder 

(39)  %(|), + %(!)„ +■•+«:.  (t1 + < = 0 

(für  A  =  1,  2,  ...d) 
ergeben. 

Fassen  wir  jedoch  eine  der  p  -—  S  folgenden  Differential- 
gleichungen von  (36)  in's  Auge,  welche  die  Form  haben 

worin  Ä^  von  Null  verschieden  ist,  so  folgt  wiederum 
oder  für  ^  =  0 
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(41)  a\,  {^;\  +  a,,{^l  +  . . .  +  a;,  {^\  +  c,^A,a,=0 

(für  ^  =  d+  1,  ...|}). 
Endlich  ergiebt  sich  aus  den  n — p  letzten  Gleichungen  (36) 

ycy  +  gv  +  ^  ^/-J  {av  +  A^t  +  aivSi  t-\ ) 

=  a„a„  +  al^li  _(-...-[.  anv^n  +  •  •  • 
oder  fiir  ^  =  0 

(42)  ^i^{^i)+^2.(^i)+-  +«-(t)o=^  (furi;=i)+l,...«). 

Wenn  sich  nun  aus  den  n  Gleichungen  (39),  (41),  (42) 
die  Werthe 

(43)  (|\  =  ^..    ft)o=^--(T)o=^" 
ergeben ;  so  mache  man  wieder  die  Substitutionen 

und  es  wird  für  A  =  1 ,  2,  . . .  n 

folgen,  und  somit  genau  nach  denselben  Schlüssen  wie  oben, 
n  DiflFerentialgleichungen  analog  den  Gleichungen  (36),  nur 
dass  die  linken  Seiten 

lauten;  sind  wieder  die  den  dortigen  A^,  A^,  ...Ap  analogen 
Grössen 

die  nach  (35)  durch  die  Beziehung  definirt  sein  werden 
(45)  a,,ß,  +  a^ß,  +  •  •  •  +  a^,ßn  +  cx  =  Ä, 

von  Null  verschieden,  so  kommen  wir  zu  einem  Systeme  von 
DiflFerentialgleichungen  der  Form 


(46) 
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dv 


sind  dagegen  p^  der  Grossen  Bx  Null^  so  führen  analoge 
Schlüsse  entweder  zu  einem  dem  Systeme  (46)  entsprechenden 
Differentialgleichungsystem ;  dessen  linke  Seiten  den  Factor 
^*  haben y  oder  zu  analogen  weiteren  Folgerungen,  u.  s.  w. 
Nun  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass  nach  einer  bestimmten 
Anzahl  solcher  Operationen  die  ganzen  Zahlen  p,  Pi,  ... 
immer  kleiner  werden;  denn,  da  aus  (31),  (44)  u.  ä.  folgt,  dass 

(47)  e.=-«a^  +  /S.^2  +  ..., 

ausserdem,  wenn  die  Ax,  Bx,  ..>  verschwinden,  sich  aus  (35), 
(45)  u.  ä.  die  Beziehungen  ergeben 

^1A«1   +  %«2  H h  ^nX^n  +  bx  =  0 

(48)  I  a,,  A  +  a,,ß,  +  •  •  •  +  a^,ßn  +  cx  =  0 


so  würde,  wenn  die  Gleichungen  bis  in^s  Unendliche  fort- 
gingen, durch  Multiplication  mit  t,  t^,  ...  und  Addition 

(49)      a^^i,  +  a^t,  +  -  +  a^g„ {ht  +  cxt^  +  •••) 

folgen;  schliesst  man  also  die  Existenz  dieser  aus  den  Coeffi- 
cienten  der  Gleichungen  (27)  zusammengesetzten  ganz  speciellen 
Relationen  zwischen  den  n  Integralelementen  des  Differential- 
gleichungsystems (16)  aus,  indem  man  in  diesem  Falle  ^„  aus 
(49)  durch  f^ ,  S2  ?  •  •  •  f»— 1  ausgedrückt  in  (16)  einsetzen  könnte, 
und  dann  das  so  transformirte  System  n  —  1*®'  Klasse  als  das  zu 
untersuchende  Differentialgleichungsystem  zu  betrachten  hätte, 
so  folgt,  dass  man  bei  Fortsetzung  dieser  Schlüsse,  wenn 
man  ausserdem  berücksichtigt,  dass  man  für  den  Fall,   dass 

%  =  «2;i %x  =  0 

ist,  für  die  Glieder  zweiter  Dimension  im  Nenner  der  Glei- 
chungen (19)  die  ähnlichen  Reductionen  anwenden  konnte, 
jedenfalls  zu  einem  Differentialgleichungsystem  der  Form 
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(50) 


dt 

^-  ^^'=M,,X,  +  M^X,  + ...  +  M,nXn  +  M,t  + 


r  ^  =  MnlX,  +  Mn2X,  +  ...  +  MnnXn  +  JJf«^  + 


gelangt,  worin  m  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet  Es  fragt 
sich  nun,  ob  ein  solches  Differeutialgleichungsystem,  in  welchem 
^  =  0,  Zi  =  0,  Xg  =  0,  . . .  Xn  =  0  sich  entsprechen,  im  All- 
gemeinen um  ^  =  0  herum  eindeutige  Integrale  haben  kann, 
oder  ob  dies  nur  in  ganz  speciellen  Fällen,  in  denen  die  Coeffi- 
cienten  der  rechten  Seite  einer  oder  mehreren  bestimmten 
Bedingungen  genügen,  stattfinden  wird.  Dass  aber  ein  solches 
System,  für  welches  ♦w>l  ist,  im  Allgemeinen  keine  ein- 
deutigen Integrale  haben  kann,  lässt  sich  schon  an  dem  ein- 
fachsten Falle  einer  Differentialgleichung  der  Form 

(51)  t^^  =  aX+ht  +  b,t^  +  h^f  H 

erkennen. 

Denn  angenommen  dieselbe  habe  ein   solches,   das  für 
i^  =  0  verschwindet,  also  durch 

(52)  X  =  ÄJ  +  A^fi  +  A^f-] 

dargestellt  wird,  so  folgen  durch  Einsetzen  in  (51)  die  Be- 
dingungen 

(A,a  +  b  =  0 

A^a  +  bi  =Ai 

A^a  +  62  =  2  ^2 

A^a  +  b^=3A^ 


(53) 


aus  denen  der  Beihe  nach  die  Coefficienten  A^,  .^2 ;  ^s  >  •  •  • 
bestimmt  werden  können.  Multiplicirt  man  die  n  ersten 
Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 


a«        a»  a"-^ 


^9    ^y     9\7       ÖJ} 


21'     31'  (n— 1)1 

und  addirt  alle,  so  folgt 
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Wir  wollen  nun  beweisen,  dass  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  sich  für  unendlich  grosse  n  der  Null  nähert;  zu 
dem  Zwecke  bilden  wir  die  Reihe 

(55)  ^la  +  ^2  n  +  ^3  |y  H ; 

und  es  wird  genügen,  die  Convergenz  derselben  nachzuweisen. 
Nun  wird  aber  wegen  der  vorausgesetzten  Convergenz  von 
(52)  auch  die  Modulnreihe 

mod  Äj^  mod  t  +  mod  A^  (mod  <)*  +  ••• 

convergent,  und  somit  bekanntlich 


n 


lim  ]/möd  An  (mod  ty  =  lim  y mod  A»  mod  t 


fl=s»  QO  9t  ^B  ao 


nicht  grosser  als  1,  also 


n 


(56)  mod  (VAn)  =  d 

49  S^S  tfS 


n=soo 


sein,  worin  d  eine  endliche  Grösse  ist;  bildet  man  nun  die 
Eeihe  der  Moduln  von  (55) 

(57)  mod  A^  mod  a  +  mod  A2  — ^-j f-  mod  Aq  mod  —  -| , 

SO  wird  für  diese 


'• /  n 

lim  y  mod  An  t- — ^    =  ^^^  a  -  d    {  ^— - 


„=•  (^-1)1 


oder  weil  bekanntlich 

n  n 

lim  Yn  =  1 ,     lim "j/w!  =  00 
ist,^ 


00 


liMl/modA<i5if;-0, 


also  die  Reihe  (57),  und  somit  auch  (55)  convergent,  und  es 
nehmen  daher  die  Glieder  derselben  gegen  Null  hin  ab;  für  un- 
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endlich  wachsende  n  wird  sonach  die  linke  Seite,  also  auch 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  (54)  verschwinden,  und  somit 
die  Beziehung  bestehen  müssen 

(58)  6  +  j^^+6^|l  +  63|!_|_ 0; 

es  mrd  also  die  vorgelegte  Differentialgleichung  (51)  nur  dann 
ein  um  ^  =  0  eindeutiges  Integral  besitzen  können,  das  für 
t  =  0  verschwindet,  wenn  zwischen  den  in  der  Differential- 
gleichung enthaltenen  Constanten  die  Beziehung  (58)  erfüllt  ist 
Es  lässt  sich  umgekehrt  unmittelbar  einsehen,  dass,  wenn 
diese  erfüllt  ist,  die  mit  Hülfe  der  Beziehungen  (53)  formal 
der  Differentialgleichung  (51)  genügende  Reihe  (52)  auch 
wirklich  convergent  ist,  doch  ist  dies  hier  unwesentlich,  in- 
dem nur  gezeigt  werden  sollte,  dass  nur  in  einzelnen  Aus- 
nahmefällen eindeutige  Integrale  für  Differentialgleichung- 
systeme von  der  Form  (50)  existiren  werden,  es  wird  also  der 
in  dieser  Nummer  3,  behandelte  Fall  im  Allgemeinen  keine  ein- 
deutigen Integrale  liefern,  und  die  Untersuchung  sich  somit  nur 
auf  die  Fälle  A)  und  B)  der  Nummer  2.  zu  erstrecken  haben, 
für  welche  die  Differentialgleichungen  gemeinsam  durch  die 
Form  (18)  dargestellt  waren, 

4,  Bevor  wir  nun  in  der  Untersuchung  des  Differen- 
tialgleichungsystems (18)  weitergehen,  fassen  wir  die  bisher 
gewonnenen  Resultate  zusammen. 

Ist  das  Differentialgleichungsystem 


(59) 


(dx^ 
dx 

^i(«. 

X-^  , 

x^ , 

•  •  •  ^n) 

£.,(x, 

x^, 

^2  > 

•••«») 

dx^ 
dx 

*,(«, 

ajj, 

^2  1 

•  •  •  ^n) 

o.(«, 

a?i, 

OJj, 

•  •  •  ""n) 

•          • 

dx 

• 

•          • 

• 

• 

^2  » 

•              •              • 
•     •     •     ^«) 

,  dx         xji^^ic,  o;^,  ^2,  .  .  .  x^ 

in  welchem  die  ^  und  D  Potenzreihen  von  x,  x^^  x^,  ..  .Xn 
sind,  die  sämmtlich  constante  Glieder  nicht  enthalten,  vorgelegt, 
und  soll  untersucht  werden,  ob  dasselbe  um  x  =  0  herum,  dem 
a?j  =  0 ,  iCg  =  0 ,  . ,  .Xn  =  0  entsprechen  sollen,  eindeutige,  also 
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nach  ganzen  positiven  steigenden  Potenzen  von  x  enttoickeibare 
Integrale  besitzt,  so  bestimme  man  mit  Hülfe  der  Glieder  niedrig- 
ster Dimension,  wie  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  es  angd)en, 
die  als  endlich  vorausgesetzten  Ordnungszahlen  (i^f  ^i^,  . . .  ft„ 
des  Nullwerdens  der  Functionen  x^y  x^,  . . ,  Xnim  Puncte  a;  ==  0; 
ergiebt  sich  irgend  eine  derselben  als  rationale  gebrochene  Zähl, 
so  ist  klar,  dass  die  Integrale  des  Differentialgleichungsystems 
(59)  um  x==0  herum  nicht  eindeutig  sein  Joannen*).  Sind  jedoch 
f^i  7  f^2;  •  •  •  f^n  ganze  Zählen,  so  setze  man  den  Gleichungen  (8)  gemäss 

(60)  X^  =  ViXf'  ,      X2  =  V^af^,       .    .    .    Xn  =  VnXf'n  , 

dann  ergeben  sich  den  Gleichungen  (12)  zufolge  zur  Ermittlung 
der  dem  Werthe  x  =  0  zugehörigen  Werthe  v^^  v^,  . . .  t;^  der 

Variahein  v^,  V2,  -  . .  Vn  die  Bestimmungsgleichungen 

—  (Avl''\vf^ . . .  «^^  H )  =  0 

F, (v,',  V,  . . .  i;^)  =  (i?'^f «'  vf^'  . . .  vl^n  + . . .)  fi^v,' 
(61)  I  — (Bt;J/*>t;0/*>...i;^/*«+...)  =0 

Fn(y,',  <,  . . .  t;«)  =  {N'v^^^'vl<  . . .  vl<+  •  •  •)  fi^vl 

—  (-RT^Ov,  ^Ov,      ^  ^o,„  „1 )  =  0. 

Für  ein  Werthesystem  v^^,  v^,  . . .  v^ ,  welches  den  Gld- 

chungen  (61)  genügt,  aber  zugleich  einen  oder  mehrere  der 
Klammerausdrücke  dieser  Gleichungen  zu  Null  macht,  werden 
im  Allgemeinen  für  das  Differentialgleichungsystem  keine  um 
a;  =  0  herum  eindeutigen  Integrale  existiren,  d,  h.  nur,  wenn 
zunschen  den  Coefficienten  derselben  ganz  spedelle  numerische 
Relationen  erfüllt  werden,   könnte  eine  Ausnähme  eintreten**). 

*)  Vorher  war  die  Untersachung  auch  noch  für  den  Fall,  dass  0?^, 
iCj,  '  '  *  ^n  ^^^  rational  gebrochener  Ordnung  Null  werden,  also  um 
X  SS»  0  herum  verzweigt  sind,  durchgeführt  worden. 

**)  Wir  suchen  in  diesen  Betrachtungen  Kriterien  für  die  Eindeutig- 
keit der  Integrale  ähnlich  denen  zu  gewinnen,  wie  sie  für  den  Fnnda- 
mentalsatz  von  der  Existenz  eindeutiger  Integrale  um  nicht  singulare 
Punkte  herum  aufgestellt  wurden,  und  die  nur  von  der  Natur  der  Ent- 
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Für  die  Lösungsysteme  von  v^^  v^,  •  •  •  ^n  j^^^^f  fi^^  weldie 
keiner  der  Klammerausdrücke  in  (61)  verschwindet,  führen  die 
Substitutionen 

(62)    t;i=<+e,,    «^2  =  V  +  52,    ...Vn  =  vl  +  U 
auf  ein  Differentialgleichungsystem  der  Form 


(63) 


dF,  ^  dF, 


— ^ —  f  ■■■       ■■■  •  •         •  M 


d  j     -  F;f»  ^' y/  ^'•+^»  '+(*'  ^"  •••f'.)*+(*>  f"  ■■■Q'+- 

*  -dt  =  (iv'<-'. . .  r>'+ . . .)  +  («XT-TsJ'  +  (*.  fi .-  •  •  f„y +•• ' 

oder  dwrcÄ  Entwicklung  nach  positiven  steigenden  ganzen  Po- 
tenzen vofi  t,  ^1,  . . .  &i  auf  das  Differentialgleichungsystem 

^^/   =«11^1   +  «12^2  +  •• 


(64) 


+  «In  5«  +  h^t 
+  (Uo    ...en)^  +  (Uu    ...gn)^  + 


+  (^1,  ...en)'+(Ui,...s»)'+---, 

in  welchem  die  Grössen 

auch  zum  Theil  oder  alle  Null  sein  können,  und  es  bleibt  somit 
nur  die  Frage  zu  beantworten,  ob  ein  Differentialgleichung' 
System  von  der  Form  (64)  in  der  Umgebung  des  Punktes  ^  =  0, 
dem  die  Werthe  der  abhängigen  Variabein 

gl  =  &2  =  •  •  •  =  e«  =  0 

entsprechen  sollen,  eindeutige^  nach  positiven  steigenden  ganzen 
Potenzen  von  t  entwickelbare  Integrale  besitzt,  unabhängig  von 
den  speciellen  numerischen  Werthen  der  in  die  rechten 
Seiten  der  Differentialgleichungen  eintretenden  Coefficienten, 

Wicklungen  der  rechten  Seiten  der  Differentialgleichungen  und  nicht 
von  den  numerischen  Werthen  der  Coefficienten  dieser  Entwickloogen 
selbst  abhingen. 
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in.  Untersnchnng  der  Kriterien  für  die  Eindeutigkeit  der 
Integrale  eines  Differentialgleicbnngsystems  der  Form 

in  der  Umgebung  des  Werthes  x  =  0 ,  dem  die  Nullwerthe 

der  Integrale  entsprechen. 

1.  Wir  sehen  jetzt  ganz  davon  ab,  wie  wir  auf  das  am 
Ende  des  vorigen  Abschnittes  aufgestellte  System  (64)  ge- 
führt worden  sind,  für  welches  nur  noch  die  Kriterien  dafür 
aufzustellen  waren,  wann  dasselbe  für  verschwindende  un- 
abhängige und  abhängige  Variablen  eindeutige  Integrale  be- 
sitze, sondern  legen  uns  jetzt  ganz  allgemein  die  Frage  vor, 

von  welcher  Natur  die  für  x  =  0  verschwindenden  Integrale 
des  Differentialgleichungsystems 


(1) 


dx 

+  (^;  Vi ;  ^2»  •••y«)^+  (^;  Vu  V^y  •••  y«)^ + 

^-ii=  hlVl  +  ^122^2  H h  ^2nyn  +  a^X      . 

+  (^;  Vu  y2y  "-yny+ix,  vu  y^j  -.2/«)^+ 


^-j^  =  ^niyi  +  Km  + h  ^«ny«  +  anX 

+  (^,2/1.^2.  •••yn)^+(^;j/i,y2,--yn)^  +  -- 

in  der  Umgebung  von  x  =  0  sind. 

Multipliciren  wir,  um  zunächst  das  Diflferentialgleichung- 
system  (1)  auf  ein  einfacheres  zu  reduciren,  die  einzelnen 
Gleichungen  desselben  mit  den  noch  näher  zu  bestimmenden 
Constanten  Grössen 

und  addiren  alle  n  Gleichungen,  so  erhält  man 
(2)  X  j^  [Ä^y^  +  A^y^  -\ 1-  ^„y„]  = 

(^lAii+^^'^glH f-^«^«l)yi  +  (A^12+^2'^22H \-AnK2)y2+- 

+  (^lAi„-f  ^2^2/»H ['Anknn)yn 

+  {Äia^']-Ä2a^'\ h^n«n)^  +  (^,J/l,2/2;   •••2/n)' 

+  (x,y^,y^,.,,yny+ 


v2 


•  •  •  • 
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setzt  man  nun 

(3)  Ä,y,  +  A^y^  -] f-  Ay«  =  T, 

und  bestimmt  die  bisher  noch  willkürlichen  Grössen  A^jA^j 
• . .  An  so,  dass 

(4)    (^1^11+^2^21-1 hA^nOj/i+C^i'llg-l I-AAn2)y2+- 

+  (^lAinH ['Anlnn)yn 

=  P(A,y,  +  ^2^2  +  •  •  •  +  Änyn)  =  PF, 

worin  P  noch  zu  ermitteln  sein  wird,    oder  dass,  wenn  die 
Coefficienten  von  y^  y^^  * » -  yn  einander  gleich  gesetzt  werdeo, 

Aikl   -  P)  +  ^2>t21  +  •  •  •  +  ÄnXnl  =  0 
J1A12  +  ^(^22  -  P)  +  .  .  .  +  AnXn2  =  0 

(5) 


i^jAi«  +  ^2^2«  -\ h  An{lnn  —  P)  ==  0 


wird,    so    folgt, 

Grades 

All  - 


dass    P  eine   Lösung  der   Gleichung  n^ 


ien 


(6) 


P    X 


21 


'12 


Aaa  -^  •     •      •      A 


n2 


'1» 


A2rt       .....       A;,;i  Jr 


=  0 


sein  muss,  und  dass  sich  zu  jeder  Lösung 

Xi ,       ^2 ,       •    •    •    JTn 

dieser   Gleichung*)   die   zugehörigen   Werthe   von   A^,  A^, 

*)  Wir  wollen  im  Folgenden  die  im  Allgemeinen  gültige  Voraus- 
setzung machen,  dass  die  n  Lösungen  P^  ^  F^^  .  ,  .  Pn  der  Gleichung 
(6)  sämmtlich  verschieden  sind;  will  man  aber  für  ein  bestimmt  vor- 
gelegtes Differentialgleichungsystem  auch  den  Fall  gleicher  Lösungen 
der  Gleichung  (6)  in  Betracht  ziehen,  so  werden  die  folgenden  Schlüsse, 
wie  es  thatsächlich  nachher  geschehen  wird,  so  zu  modificiren  sein, 
dass  man  die  Coefficienten  des  Differentialgleichungsystemes  (1)  sich 
unendlich  wenig  ändern  lässt,  wodurch  die  Lösungen  der  analogen 
Gleichung  (6)  wieder  unter  einander  verschieden  sein  werden,  und 
dann  in  den  durch  analytische  Ausdrücke  gefundenen  oder  in  ihrem 
Charakter  bestimmten  Integralen  die  unendlich  wenig  veränderten 
Coefficienten  wieder  ihre  ursprünglichen  Werthe  annehmen  lässt. 
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. . ,  An  aus  dem  Gleichungsysteme  (5)  ergeben.     Bezeichnen 
wir  die  zu  P«  gehörigen  Werthe  dieser  Grössen  mit 

und  setzen  ferner  der  Gleichung  (3)  gemäss 

^ii2/i  +  Aiy2  -\ h  -^niyn  =  ^1 


l^lnj/i  +  ^2«y8  H \-  ÄnnVn  =  Yn  , 

SO  werden  vermöge  der  Gleichungen  (4)  und  (7),  aus  denen 
Viyy^y  ''*yn  sich  homogcn  und  linear  durch  F^,  Fg,  ...F» 
mit  Constanten  Coefficienten  ausdrücken  lassen^  die  Differen- 
tialgleichungen (2)  das  nachfolgende  System  liefern: 


(8) 


X 


X 


dx 

dY, 
dx 


=  P,  r.  +  a,x  +  (x,Y,,Y„  ...  Y„)*  + 
=  P,r,  +  a,x  +  {x,  Y,,Y,,  ...  Y„y  + 


X 


n 

dx 


—  X  n  Xfi    I    ^»^  "f"  \^?  -*■  1 9  ^2 ;  •  •  •  -^»y     I 


Bezeichnen  wir  nun  wieder  die  abhängigen  Variabein 
dieses  Differentialgleichungsystems  mit  y^y  y^y  *  ^  »  ym  so 
bleibt  uns  für  ein  System  der  Form 


(9) 


äVi 


'^^^Kyi  +  «1^  +  (^7 yi ; •  --y«)"  +  (^^  ^i^  •••y«)^  +  - 


dy, 


^  d^  =  ^^y2  +  ^2^  +  (^y  yiy  •••y»)'  +  (^;  yi;-y«)^  +  --- 


a; 


dx 


=  ^nyn  +  CCnX  +  {Xy  y^  ,  ...ynf  +  (X,   J/^,  ...J/n)^  + 


die  Natur  der  für  a?  =  0  verschwindenden  Integrale  in  der 
Umgebung  dieses  Punktes  zu  untersuchen*). 


wofür 


*)  Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Substitution 

x^X^, 


dx 


dX  ^x^ 


1  .  dy  i        dy, 

- ,  also  X  —  =  —  -X. 


dx 


Q        dX 
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2.  Wir  wollen  nun  zeigen ,  dass  man  unter  einer  für 
die  Grössen  X^,  k^,  . .  •  A»  gleich  aufzustellenden  Bedingung 
die  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  fortschreitenden 
Entwicklungen 

{Vi  =  Cn^  +  ^12^^  +  ^18  ^^  + 
(10) 


yn  =  CnlX  +  Cn2  a?2  +  CndOC^  -\ 

SO  bestimmen  kann^  dass  sie  formell  dem  Differentialgleichung- 
system (9)  genügen;  wenn  dann  auch  deren  Convergenz  fest- 
gestellt sein  wird,   so  wird   damit   die  Existenz  eindeutiger 
Integrale  um  a?  =  0  herum  erwiesen  sein. 
Setzt  man  (10)  in  (9)  ein,  so  folgt 

+  (^7^n^  +  '"y  '"CniX'\ )^  +  -- 

+  {x,C^lX+"','"CniX+'"y  +  '' 


(11) 


x{Cnl+2Cn2X+3Cn30^+-')=ln(CnlX  +  Cn2X^+-)  +  CCnX 

+  (x,C^lX  +  '",  •"CnlX  +  '"y  +  '- 

und  durch  Identificirung  der  Coefficienten  von  xf*: 


(12) 


worin  9)1^ ,  yg^ ,  . . .  9«^  Polynome  der  Coefficienten  der  Diffe- 
rentialgleichungen (9)  und  der  Grössen 

wird,  das  System  (9)  in  ein  anderes  der  Form 

X^^QX,y,  +  {X,y,,y,,  ...y„y+{X,y,,y,,  ...y,)='  + ••• 


dy  , 

^JY^  ^^«^^  +  (^'  2/1 »  ya  I  •  "ynf  +  (-^.  yii  Vi.  '  •  .yOH-- 

überführt,  in  welchem  in  den  Reihen  der  rechten  Seiten  der  Dimeren- 
tialgleichnngen  die  erste  Potenz  der  unabhängigen  Yariabeln  fehlt. 
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^11  >    ^12  >    •  *  •  ^l/W — 1  }       ^21  ;    ^22  >    •   •   •  ^2/U — 1 ;    •  •  •  ^nl  ;  •  ^n2  ;    •  •  •  C^^ — i 

mit  ganzzahligen  Coefficienten  sind.  Sind  somit  X^,  ^27  •••^n 
nicht  positive  ganze  Zahlen,  so  erhält  man  durch  successive 
Berechnung  aus  den  Gleichungen  (12) 

worin  die  ^-Functionen  Summen  von  Ausdrücken  bedeuten, 
deren  Zähler  Producte  aus  den  Coefficienten  der  Diflerential- 
gleichungen  in  ganze   Zahlen  sind,  und  deren    Nenner    die 
Form  haben 
(A)  1  — A„  (1~A,)(2-A,),  (1-A,)(2-A,)(3-A,),  ... 

(1  — A.)(2-A,),  ...(fl^kr), 

die  der  Annahme  nach  nicht  Null  sein  können;  wir  wollen 
den  kleinsten  Modul  der  Factoren 

für  alle  r  =  1,  2,  . . .  w  mit  w  bezeichnen. 

Berechnet  man  nun  alle  Grossen  Ci^^  . . .  c„^  aus  den 
Gleichungen  (13),  so  werden  die  mit  Hülfe  dieser  Grössen 
gebildeten  Reihen  (10)  jedenfalls  formal  dem  Differential- 
gleichuDgsystem  (9)  Genüge  leisten,  und  es  kommt  nur  noch 
darauf  an  nachzuweisen,  dass  dieselben  in  gewissen  Bereichen 
um  den  Nullpunkt  herum  convergent  sind.  Mag  nun  die 
rechte  Seite  der  ersten  Gleichung  von  (9)  als  Function  der 
von  einander  unabhängigen  Yariabeln  x^  y^,  y^y  •  •  »yn  auf- 
gefasst  um  aj  =  0,  yi=0,...j/„  =  0  herum  Convergenz- 
kreise  mit  den  Radien  q^j  r^^ ,  ...  ri„ ,  die  zweite  mit  den 
Radien  q^,  r^^,  • . .  r^n ,  die  letzte  mit  den  Radien  Qn ,  rni , 
.  . .  r„„  besitzen,  und  werden  die  Coefficienten  des  Gliedes 
^  y?  ^2*  •  •  •  ^S!"  ^  ^^^  ersten,  zweiten,  .  .  .  n*®"*  eben  dieser 
Reihen  mit 

bezeichnet,  so  werden  wegen  der  Convergenz  der  Reihen  be- 
kanntlich die  Ausdrücke 


...modJVa„,«,...a^()«r«i^„«...r^J 


nn 
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für  die  unendlich  wachsende  Summe  «  +  «i  +  «2  H f"  "« 

gegen  Null  convergiren,  und  sich  daher  eine  endliche  Grösse 
M  angeben  lassen,  unter  der  alle  diese  Ausdrücke  liegen, 
so  dass 


(14) 


n«  r'^i  r^a        r"** 


mod^««^a,...a„   < 


^n    nl     »2  n» 


ist,  und  wenn  nun  die  kleinste  der  Grössen  q^,  pg ,  . . .  p« 
mit  Q  und  die  kleinste  der  Grössen  ri« ,  ^2« ,  ...  r««  mit  r« 
bezeichnet  wird,  so  werden  um  so  mehr 

M 
(15)  mod^„.<^,:..„,,  ...iiiodJV««, „„...„„  <  r-     . 

^a  «tti  ^.«2        ^  n         • 
P    'l    '2    -"'n 

sein. 

Setzt  man  somit  in  den  Reihen  (10)  für  die  c-Grössen 
diejenigen  Werthe,  welche  aus  den  oben  in  (13)  gefundenen 
Ausdrücken  dadurch  hervorgehen,  dass  man  statt  der  einzelnen 
Glieder  ihre  Moduln,  statt  der  Moduln  von  A,  B,  . . .  N  die 
durch  (15)  gegebenen  oberen  Grenzen  substituirt,  und  ausser- 
dem die  Moduln  der  Nenner  der  i^yjj-Grössen,  deren  Form 
durch  (A)  angezeigt  ist,  noch  dadurch  kleiner,  also  die 
Moduln  der  i^y^  noch  dadurch  grösser  macht,  dass  man  die 
Moduln  der  Ausdrücke 

durch  den  oben  bezeichneten  kleinsten  ihrer  Moduln  m  er- 
setzt, so  mögen  ^1^ ,  ^2^ ,  . . .  tnfi  in 

(16)  Clin  =  %lfi  y       Gtfi  =  %%fiy       ...    Cnfi  =  Xnfi 

übergehen,  und  es  ist  klar,  dass,  wenn  die  Convergenz  der 
Reihen 

(17)  

l  r„  =  CnlX  +  Cn2X'  +  Gn,x'  +  •  •  • 
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festgestellt  werden  kann,    auch  die  Convergenz  der  Reihen 
(10)  erwiesen  sein  wird. 

Bildet  man  aber  die  Gleichungen 


(18) 


WlJi  = 


Q 


M      ^  ,    M 


M 


+ 


^nr-l^n 


Vn-lVn  + 


m% 


M       .   M     o    ,    M      9   i         ,   M      o  i    M  . 


Q 


Q 


n 


Qfi 


+ 


M 


^nr-l^n 


Vn—lVn  + 


SO  werden  dieselben  nach  dem  in  IIL  7.  des  ersten  Kapitels  be- 
wiesenen Satze  jedenfalls  durch  convergirende  Potenzreihen 
befriedigt  werden  können ,  weil  die  Functionaldeterminante 
dieser  Gleichungen  für  a?  =  0,  i^^  =  0,  . . .  ij„  =  0  den  Werth 

m    0  ...  0 

0     m .  .  .  0 


0     0  .  .  .  w 


annimmt,  welcher  von  Null  verschieden  ist;  setzt  man  diese 
Potenzreihen  nun  mit  unbestimmten  Coefßcienten  an 


(19) 


Vi  =  *ll^  +  *12^^  +  *18^*  + 


nn  =  KlX  +  K^X^  +  Tc^d?  H , 


und  führt  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (18)  ein,  um  die 
Tc  zu  bestimmen,  so  erhält  man  die  folgenden  identisch  zu 
erfüllenden  Gleichungen 


380 


Fanftes  Kapitel. 


(20) 


M 


+  7T(*»l^  +  ^n2^+-y 


n 

M 


M 


+ 
+ 


**»»— l^n 


(Än-na;  +  •••)  (fc„ia;  +  •••) 


itf 


+  ^ry  (*«i  ^  +  ^n2ic'''  +  •••) 


2 


n 


+  ^  «(*11^  +  *12«'  +  •••)  + 


+ 
+ 


M 


*"»!— 1^« 


(hn-llX  +  •••)  (ÄnlO;  +  •••) 


Durch  IdentificiruDg  der  Coefficienten  von  a>"  ergiebt  sich 

(21)     mlhti  =  ^ifi,    mhfi  =  <^2fi,    ...  ^Kfi  =  ^n/*, 

worin  die  Grössen  ®i^,  ®2^,  •  •  .  ^n/i  Polynome  der  Coeffi 
cienten    der   rechten    Seiten  der  Gleichungen  (20)   und   der 
Grössen 

^11  ;    •  •  •  "'l/M— 1 }      ^21 7    •  •  .  "'2/U— 1 7    •  •  •  '''nl ;    •  •  •  f^nfi — 1 

mit  ganzzahhgen  Coefßcienten  sind,  und  man  sieht  sogleich 
durch  Vergleichung  mit  (11),  (12)  und  (13),  dass  die  k  un- 
mittelbar aus  den  c  hervorgehen,  wenn  statt  der  Moduln  der 
Grössen  -4,  JS,  ...  ^  die  durch  (15)  gegebenen  oberen 
Grenzen  und  statt  der  Moduln  der  Ausdrücke  1  — Ar,  2 — X 


r) 


^ry 


der  kleinste  derselben  m  substituirt  wird,  d.  h.  dass 
(22)  Caß  —  haß 

ist.  Da  nun  die  Reihen  (19)  convergent  waren,  so  sind  es 
auch  die  Reihen  (17)  und  daher  auch  aus  den  angegebenen 
Gründen  die  Reihen  (10),  und  wir  erhalten  somit  den  folgen- 
den wichtigen  Satz: 
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Bas  System  von  Differentialgleichungen 

^^=^2y2  +  «2^  +  (^;yi;y2;---y«)^+(^;yi;J/2;...yn)^+-" 


(23) 


^'^  =  ^nyn+anX+(x,y,,y2,,..yny+(x,y,,y^,...yny+' 


hat,  wenn  A^ ,  k^?  -  -  >  ^n  nicht  positive  ganze  Zahlen  bedeuten, 
ein  um  x  =  0  herum  eindeutiges  Integralsystem,  dessen  Elemente 
für  rK  =  0  sämmtlich  verschwinden;  dabei  Jcönnen  einzelne  der 
Integralelemente  oder  auch  alle  identisch  verschwinden. 

Da  nun  die  Gleichungen  (9)  aus  (1)  vermöge  der  Sub- 
stitutionen (7)  abgeleitet  sind,  so  werden  also  auch  in  diesem 
Falle  die  Integrale  y^,  y^,  -  -  -  yn  des  Systemes  (1)  um  x  =  0 
herum  eindeutige  Functionen  von  x  sein,  wobei  jedoch  für  die 
Reduction  vorausgesetzt  werden  musste,  dass  die  Gleichung 
(6)  nur  verschiedene  Lösungen  besitzt. 

Beachtet  man  jedoch,  dass  für  den  Fall  gleicher  Lösungen 
eine  unendlich  kleine  Variation  der  Coefficienten  des  Diflfe- 
rentialgleichungsystems  für  die  neue  Gleichung  (6)  verschie- 
dene Lösungen,  also  für  das  neue  DiflFerentialgleichungsystem 
eindeutige  Integrale  liefern  wird,  und  dass,  wenn  man  diese  ^ 
Variationen  wieder  verschwinden  lässt,  keiner  der  Coefficienten  ' 
der  Integralreihen  unendlich  werden  kann,  so  erkennt  man 
die  allgemeine  Gültigkeit  des  eben  ausgesprochenen  Satzes 
für  das  DiflFerentialgleichungsystem  (1)  ohne  jegliche  Be- 
schränkung für  die  Lösungen  der  Gleichung  (6). 

3.  Man  kann  nun  leicht  einsehen,  dass  das  Differential- 
gleichungsystem  (23)  nur  dieses  eine  um  x  =  0  herum  eindeutige 
Integralsystem  besitzt,  für  welches  alle  Integralelemente  für  a:  «=  0 
verschwinden,  une  man  auch  in  diesen  Punkt  eintreten  mag. 

Denn  angenommen  es  bestünde  ausser  dem  eindeutigen 
Integralsysteme 

Vi,       %,       '    '    '    Vn 

noch  ein  anderes,  das  wir  in  die  Form  setzen  wollen 

%  +  ^i;  %+  ^2  7  . . .  1?«  +  r„, 

so  dass  auch  Y^,  Y^,  . . .  F„  für  a;  =  0  verschwinden,  so 
würde  für  i;  ==:  1,  2,  . . .  n  identisch  erfüllt  sein 
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drj 

(25)  X  -^-£-^  =  ^v(Vv  +  Yr)  +  a,x 

und  durch  Abziehen  +(^;^i+i"i,...i?«  +  i"«)'  +  -, 

dY 

(für  1/  =  1,  2,  . . .  w), 

worin  die  Klammer  [iP;  %,  • . .  ^n,   I^i,  .  . .  iTn]  nicht  Posten 
enthält;  welche  nur  aus  den  Grössen  x,  rj^,  • .  •  ^»  zusammen- 
gesetzt sind,  da  alle  diese  beim  Abziehen  fortfielen. 
Sei  nun 

Yg  =  C^X'}'  C^x^  -{ , 

und  Yfi  diejenige  der  Grössen  Fj ,  I^ ,  . . .  Y« ,  welche  mit 
dem  kleinsten  Exponenten  von  x  in  ihrer  Entwicklung 

(27)  Y^  =  C^aX^  +  C^a+i(xf+'^  +  •  •  • 

beginnt;  so  wird  sich  aus  der  fi*^  Differentialgleichung  des 

Systemes  (26) 
dY^ 

(28)  X-jf  =  kf,Yf,  +  [X,  71^,71^,.. ,riny  Ti,  Y^,,..Yn] 

durch  Einsetzen  aller  Reihenentwicklungen  von  Fi,  Fg»«--^» 

(29)  x(6C^aX^-^  +  (^+  1)  C,,a+lX'  +  '  '  •) 

ergeben,  weil  die  anderen  Y  mindestens  mit  Xa  beginnen 
und  entweder  noch  mit  x  oder  ijt  oder  Yt  multiplicirt  sind; 
daraus  würde  aber  folgen 

(30)  <iCfia  =  ^fiCfiO} 

d.  h.  es  wäre  A^  =  <y  gegen  die  Voraussetzung  eine  ganze 
positive  Zahl;  und  es  giebt  somit;  wie  oben  behauptet  wurde^ 
nur  ein  um  o;  =  0  herum  verschwindendes  eindeutiges  Integral- 
system der  Differentialgleichungen  (23). 

Um  nun  zu  dem  oben  ausgeschlossenen  Falle  über- 
zugehen; in  welchem  einer  oder  mehrere  der  in  den  Differential'' 
gleichxmgen  (9)  auftretenden  Coefficienten  der  ersten  Potensten 
der  abhängigen  Variabein  A^;  A^;  . . .  A„  positive  ganze  Zahlen 
sind,  schicken  wir  den  folgenden  Hülfsatz  voraus. 
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4,  Sind  X^f  X^,  . . .  A„  zunächst  noch  beliebige  Zahlen) 
nur  den  Fall  ausgenommen^  dass  eine  dieser  Grössen  der  Ein- 
heit gleich  ist,  und  bemerkt  man,  dass,  wenn  j/i,  . . .  J/n  ein- 
deutige Integrale  des  Systems  (9)  sein  sollen,  sich  aus  den 
einzelnen  Diflferentialgleichungen 

(30  (|)  =  r^'  fel^r^V'  •••(51=  CT 

ergiebt,  so  wird  sich  durch  die  Substitutionen 

Vi  =  -  (j;^^+  %)  ^ 
(32)  ^^2  =  —  (iTdri  +  %j  ^ 


wie  man  sofort  sieht,  aus  den  Gleichungen  (9)  das  folgende 
System  von  Diflferentialgleichungen  ergeben: 


(33) 


^^  =  (^i  — 1)^1  +  ßi^+  (^7Vip%y'"  nny+ 


%  =  (^2—  1)^2  +  ß2^+  (^,  Vi,  V27  .  .•^«)'  + 


dx 


^-J^  =  (^n  —  lhn  +  ßnX  +  (x,ri,,7i^,...1Jny  + 


in  welchen  vermöge  der  Gleichungen  (31)  dem  x  =>  0  die 
Anfangswerthe  ^y^  =  ijg  ==...«=  9j„  =  0  entsprechen,  und 
worin  die  reellen  Theile  der  Coefficienten  von  resp.  i^i,  i^g, 
..,fln  um  eine  Einheit  kleiner  sind  als  die  entsprechenden 
Coefficienten  in  dem  Diflferentialgleichungsystem  (9);  wendet 
man  auf  das  System  (33)  wiederum  Substitutionen  analog 
(32)  an,  indem  man  annimmt,  dass  keine  der  Grössen  A^  —  1, 
Ag  —  1,  . . .  A«  —  1  der  Einheit  gleich  war,  so  erhält  man 
wieder  n  entsprechende  Diflferentialgleichungen,  für  welche  die 
reellen  Theile  der  Coefficienten  der  ersten  Potenzen  der  ab- 
hängigen Variabein  um  zwei  Einheiten  kleiner  sind  als  die  ent- 
sprechenden im  Systeme  (9),  u.  s.  w.  Auf  diese  Weise  wird  man 
entweder  zu  einem  Diflferentialgjeichungsysteme  kommen,  in 
welchem  die  ersten  s  Gleichungen  zu  Coefficienten  von  resp. 
^1»  V29  ' ' '  Ve  die  Einheit  haben,  also  das  System  die  Form  hat 
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(34) 


dx 


oder  man  wird  bei  der  Reduetion  überhaupt  nicht  auf  Coeffi- 
cienten  der  ersten  Potenz  der  abhängigen  Variabein  geführt, 
welche  der  Einheit  gleich  sind^  und  dann  wird  man  die 
reellen  Theile  dieser  Coefficienten  durch  successive  Anwendung 
der  Substitutionen  (32)  offenbar  zu  Null  oder  negativ  machen 
können^  und  wir  finden  somit, 

dass  das  Differentiälgleichungsystem  (9)  durch  sticcessiv  an- 
gewandte Substituti(men  von  der  Form  (32)  in  ein  ahnliches  uwr- 
geformt  werden  Tcann,  in  welchem  entweder  die  reellen  Theile 
der  Coefficienten  der  ersten  Potenzen  von  i^^ ,  ^2 ;  •  •  •  ^«  sämmtlich 
Null  oder  negativ  sind,  oder  in  ein  solches,  in  welchem  mindestens 
einer  dieser  Coefficienten  die  positive  Einheit  ist,  ausserdem  dem 
X  =zQ  die  WerUhe  i^^  =  i^^  =  ...==  i^„  =  0  entsprechen, 

5*  Betrachten  wir  also  den  noch  zu  behandelnden  Fall, 
in  welchem  eine  oder  mehrere  der  Grössen  A, ,  Ag ,  . . .  A. 
der  Differentialgleichungen  (9)  positive  ganze  Zahlen  sind, 
so  wird  sich  jedenfalls  dieses  System  nach  dem  eben  be- 
wiesenen Hülfsatze  in  eines  der  Form  transformiren  lassen 


(35) 


dY  X 


dZ 


X 


d 


^  =  ^nTn  +  a.X  +  (x,    r,,    ...rn)«+..., 
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und  es  ist  zu  untersuchen,  ob  dieses  für  a?  =  0 ,  wofür 
Yi  =  Fg  =  •  •  •  =  Fn  =  0  sind,  eindeutige  Integrale  besitzen 
kann.     Angenommen  nun  es  wäre 

j  Ti  =  c^^x  +  Ci2^2  H 

(36)  

SO  folgte  durch  Einsetzen  z.  B.  in  die  erste  der  Gleichungen  (35) 

^(^u  +  2ci2a:  -j )  =  c^iX  +  c^^x^  +  •  •  • 

+  a^x  +  (a;,  c^^x  H ,  •  •  •  CniX  -| f -^ , 

also  giebt  es  im  Allgemeinen  kein  eindeutiges  Integral,  da 
sonst  a^  =  0  sein  müsste. 

Ist  also  eine  der  Grössen  A^ ,  X^y  •  •  •  A»  in  den  Differen- 
tialgleichungen (9)  eine  positive  gange  Zahl,  so  hat  das  Diffe- 
rentiälghichungsystem  im  Allgemeinen  kein  um  x  =  0  ein- 
deutiges Integralsystem. 

In  dem  speciellen  Falle,  dass  in  den  Differentialgleichungen 
(35)  die  Grössen  «i,  ag,  . . .  a*  Null  sind,  also  die  Differential- 
gleichungen lauten 


(37) 


äY, 


^^-Y,-\-(x,  r^,...r»)»  + 


dx 


dx 

=  ft*+i 

Ji+i 

+  0*4-1^ 

•.  +  {x, 

J^i;  .  •  •  J-n)    H~ 

V      dx 

■ /*,!'» 

+  an 

x  +  {x, 

Y 

.■k'«)*  +  ---, 

worin  fi*+i,  . . .  fi«  willkürliche  Grössen  bedeuten,  die  nur 
der  Bedingung  unterlagen,  dass  keine  von  ihnen  der  positiven 
Einheit  gleich  ist,  mache  man  die  Substitutionen 

(38)  Y^=xZ^,  Y^  =  xZ^,  ...  Yi,  =  xZk, 
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(39)    r.+x (^-^+Z,+,)a;,  ...r.=  -(^  +  Z.)a:, 

und  erhält,  wie  unmittelbar  zu  sehen,  ein  Diflferentialgleichung- 
system  der  Form 


(40) 


dZ, 
dx 


^e,+(x,z,,z,,,..Zny+(x,z,,...Zny  + 


dZ 


X 


H-1 


dx 


=  (^it+i — 1)  Zk-^1 + &JH-1  x+{x,z^,.,,  Zny+ 


dZ. 


X 


dx 


^  =  (^,-l)Z»+ 6.a;  +  (a;,  Z„  ...Z,)*  + 


Ist  nun  keine  der  Grössen  \jik^\ ,  . . .  ft«  eine  positive 
ganze  Zahl,  so  würde,  da  die  ersten  Iz  Gleichungen  des 
Systemes  (40)  mit  x  multiplicirt  wieder  die  frühere  Form 
annehmen,  in  welcher  die  A  den  oben  nicht  ausgenommenen 
Werth  Null  haben,,  das*  Diflferentialgleichungsystem  (40),  weil 
keine  der  neuen  A-Grössen  einen  positiven  ganzen  Werth  hat, 
eindeutige  verschmndende  Integrale  haben,  und  ausserdem  un- 
endlich viele  Systeme  eindeutiger  nicht  verschunndender  Integrale^ 
weil  man  für  a;  =■  0  die  Werthe  Z^  =  ti,  ^2  =  ^27  •  •  •  ^*  =  S* 
willkürlich  wählen  kann,  wenn  diese  nur  noch  in  die  Conver- 
genzbereiche  der  Reihen  auf  den  rechten  Seiten  der  Di£Feren- 
tialgleichungen  (40)  fallen,  und  die  Substitutionen 

die  Form  der  Gleichungen  (40)  nicht  ändern;  war  aber  eine 
der  Grössen  (ijt^i ,  , .  .  (in  eine  positive  ganze  Zahl,  so  ist  es 
auch  eine  der  Zahlen  fiit+i  —  1,  . . .  ft«  —  1  des  Systemes  (40) 
z.  B.  ftjfc-j-i  —  1,  die  zugleich  die  kleinste  dieser  positiven 
ganzen  Zahlen  sein  mag,  und  macht  man  dann  die  Substitu- 
tionen 

(41)  Z,==(T,  +  e,)x,    ...  Z,  =  (T,  +  e,)x, 


'k-i-l 


— ( 


'H-i 


***+!■ 


+  T^.,)x,  ...Z„ (_^+T„ja:, 
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so  gehen  die  Diflferentialgleichungen  (40)  über  in 

x^  =  -T,  +  A,x  +  (X,  T,,  . . .  T„)2  +  . . . 


(42) 


^^  =  (i^n-2)T.  +  AnX  +  {X,  T,,    ...Tny  +  "-. 

Da  nun  die  X  der  ersten  k  Gleichungen  die  negative 
Einheit  sind,  so  kann  man,  wenn  nicht  schon  ftjt+i  —  2  =  1 
geworden  ist,  wieder  die  früheren  Substitutionen  anwenden, 
bis  der  Coefficient  von  Tj^i  in  der  k  -f-  1*®"  DifiFerential- 
gleichung  wieder  die  positive  Einheit  ist;  sind  dann  die  ent- 
sprechenden Coefficienten  der  folgenden  Gleichungen  nicht 
ganze  Zahlen,  so  muss  wieder  die  entsprechende  Grösse 
Ak-\-i  verschwinden,  wenn  das  System  eindeutige  Integrale 
haben  soll,  und  wenn  sie  nicht  verschwindet,  so  hat  sie 
nicht  eindeutige  Integrale;  so  schliesst  man  weiter  und  findet 
also 

dciss,  wenn  die  Coefficienten  der  ersten  x-Poten^en  in  den 
so  transformirten  Gleichungen,  in  welchen  der  Coefficient  der 
entsprechenden  abhängigen  Variabein  der  positiven  Einheit  gleich 
ist,  verschwinden,  das  ursprüngliche  Differentialgleichungsystem 
unendlich  viele  eindeutige  Integralsysteme  um  a?  =  0  herum  mit 
verschuHndenden  Integralwerthen  besitzt. 

Fassen  wir  die  in  diesem  Abschnitte  gefundenen  Resultate 
zusammen,  so  erhalten  wir  den  folgenden  Satz: 

Um  0u  heurtheilen,  ob  das  Differentialgleichungsystem 


(43) 


dy 

^  -^=^11  J/i+-  +^inyn  +  a^x  +  (x,  y^,  y^, . .  .j^«)^-]-... 


dy 

26* 
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für  a;  =  0  verschtvindende  und  um   diesen  Punkt  herum  ein- 
deutige Integrale  besitze,  löse  man  die  Gleichung 


(44) 


A|  j    "~~  A> 


n2 


''21 


^22  ^  • 


.    An2 


2      2 


0 


^In  ^2» 

auf;  ist  dann  Iceine  der  n  Lösungen 

dieser  Gleichung  eine  positive  ganze  Zahl,  so  existirt  ein  und 
nur  ein  um  den  Tunkt  a;  =  0  herum  eindeutiges  Integral- 
system,  welches  für  a;  =  0,  in  u^ekfier  Richtung  man  auch  in 
diesen  Punkt  eintritt,  verschunndet;  befinden  sich  jedoch  unter 
den  Grössen  1^,  X^,  • . .  ^  positive  ganze  Zahlen,  so  hat  das 
Differentialgleichungsystem  (43)  im  Allgemeinen  kein  derartiges 
um  a;  ==  0  eindeutiges  Integralsystem,  Bestimmt  man  im  letzteren 
Falle  n*  Grössen  Aßy  durch  die  n  Gleichungsysteme 

Äu{Kl  —  ^*)  +  ^2^hl  H +  -4n«A„i  =  0 

/  .KN  I  -4iaAi2  +  -42,(^22  —  A«)  H 1-  -4n«  A„2  =  0 

Au^ln  +  -42eA2n   + +  Am^nn  =0, 

und  transformirt  zunächst  die  abhängigen  Variabein  des  IHffe- 
renticdgleichungsystems  (43)  durch  die  Substitutionen 

(46)  ^"^^  ^  ^*^^*  "^ ^  ^'*^^"  ^  ^^ 


Amyi  +  -42„y2  H h  ^nnyn  =  r«, 

so  dass  das  Differentialgleichungsystem  (43)  in 


(47) 


o; 


A,r,  +  a,a:  +  (a:,  Z,,  F«,  . .  .  F'O^  + 


dx 

X  -^—  ==  A2i:2  +  öjga;  +  (a?,  Yi,  Y^,  . . .  Yn)  + 


czr. 


a; 


n 


dx 


KYn  +  anx  +  (JJ,  r„  r„  .  .  .  F,)«  + 
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übergeht^  so  kann  man  durck  successiv  angewandte  Transforma- 
tionen der  Form 


(48) 


X 
X 


,^»  =  -(1;;^  +  '?-)* 


das  DiffermtUügMchungsystem  in  eines  mm  der  Form 


(49) 


X 


•5^  =  ^*  +  «*^  +  w  Vi7  ^2>  •  • .  nnY  H 


X 


dx 


=  /^nl^n  +  ^nOO  +  (x,    1?^ ,   %,    ...  l?n)^  + 


verwandeln  f  in  welchem  die  Grössen  [ik-\-i,  /ti*-f2,  . .  • /^n  wic/i^ 
meÄr  positive  ganze  Zahlen  sindj  wobei  k  =^  n  werden  kann; 
dieses  Differentialgleichungsystem  nun^  also  atich  das  vorgelegte, 
wird  dann  und  nur  dann,  wenn 

ist,  um  X  =  0  herum  eindeutige,  für  das  vorgelegte  System  in 
X  ==  0  verschmndende  Integralsysteme  und  zwar  unendlich 
viele  solche  besitzen. 


x^^' 
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IV.  Untersuchung  der  Natur  und  der  Kriterien  der  nicht 
eindeutigen  Integrale  eines  Differentialgleichungsystems  der 

Form 

in  der  Umgehung  des  Werthes  x  =  0,  dem  die  Nullwerthe 

der  Integrale  entsprechen. 

Denken  wir  uns  das  Differentialgleichungsystem  (1)  des 
vorigen  Abschnittes  durch  die  dort  angegebenen  Substitutionen 
wieder  auf  die  Form  reducirt 

^^i^^^y^'^  ^^^  +  (^^  s/i ,  y« ;  •  •  •  2/«)' H — 

S  =  ^2^2  +  «2^  +  (^,  yj ,  »2, .  •  •  y»)*  H — 
(1) 

^^  =  ^»y«  +  «niK  +  (a;,  yi,  ^2,  ..  .2/«)^  + 

für  welches  vorher  die  Bedingungen  für  die  Existenz  ein- 
deutiger Integrale  festgestellt  waren,  und  legen  wir  uns  nun- 
mehr für  das  Differentialgleichungsystem  (1)  die  Frage  nach 
der  Natur  und  Anzahl  der  für  a?  =  0  verschwindenden  und 
in  der  Umgebung  dieses  Punktes  gültigen  mehrdeutigen 
Integralsysteme  vor. 

!•  Nehmen  wir  an,  dass 

I.   Tceine  der  Grössen  A^ ,  Ag ,  . . .  A«   eine  positive  ganze 
Zahl  isty 
und  betrachten  den  Fall, 

A)  in  welchem  die  reellen  Theile  sämmtlicher  l-Grössen 
negativ  oder  Ntdl  sind. 

Seien  die  um  x  =  0  eindeutigen  Integrale,  deren  Existenz 
vorher  nachgewiesen  war,  und  die  für  x  =  0  verschwinden. 
Vi)  %}  •  •  •  ^n ,  und  sei  irgend  ein  anderes  in  a;  =  0  eben- 
falls verschwindendes  Integralsystem 
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SO  würde  nach  Gleichung  (26)  des  vorigen  Abschnittes  das 
System  entstehen: 


^  dx    "^    i^^    *    L^'  ^1  '  '  *  '  Vn>    ^1  >  •  •  •  ^nJi 


(2) 


dY. 


X 


dx 


,   —  ^»  ^n  T"    L^;   ^1  >    •  •  •  ^» ;    ■'^i ;    •  •  •  -*^«Jn  j 


worin  die  Klammern  keine  Posten  enthalten,  die  nur  aus  den 
Grössen  x^  rj^,  .  . .  i^n  zusammengesetzt  sind.  Ersetzt  man  in 
den  Gleichungen  (2)  i^j ,  %,  ...  i^»  durch  ihre  nach  positiven 
ganzen  steigenden  Potenzen  von  x  fortschreitenden  Reihen, 
so  gehen  dieselben  über  in 


(3) 


X 


dY^ 
dx 


Aj  1: 1   -f"  IX f    lu    ...   jfnJi 


dY. 


X 


dx 


,    ^n^n  ~T~  iP^y     -*•!  >    •  •  *   •^nj»  > 


worin  auf  den  rechten  Seiten  in  den  Klammern  nur  Ver- 
bindungen von  X  mit  P^ ,  . . .  Y»  oder  dieser  letzteren  Grössen 
unter  einander  vorkommen,  und  diese  Transformation  gilt 
auch  noch,  wenn  die  A^ ,  ...  A„  gar  keiner  Bedingung  unter- 
worfen waren.  Sondert  man  nun  von  der  Klammer  der 
rechten  Seite  der  ersten  Gleichung  (3)  die  reinen  F^- Potenzen 
ab,  und  ähnlich  die  Fg,  ...  Z«- Potenzen  für  die  übrigen 
Gleichungen,  so  erhält  man: 


(4) 


dY. 


X 


dx 


=  Y„{K  +  c»,  r,  +  c^iYi  +  c,3  r»  +  •  •  •) 


worin  die  Klammer  [x,  Y^,  T^,  .. ,  Tn\k  nur  Yk  mit  Potenzen 
von  X  und  Y^ ,  ...  Fa_i  ,  Yi^i ,  , , ,  Yn  verbunden  enthält 
und  weder  eine  rc-Potenz  für  sich  noch  eine  der  Grössen 
Y^y  . ,  ,Yn  mit  einer  Constanten  multiplicirt. 
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3*  Es  ist  unmittelbar  einleuchtend^  dass,  wenn  man  be- 
weisen kanU;  das8  ein  System  von  nur  einer  derartigen  Diffe- 
rentialgleichung mit  einem  n^ativen  oder  verschwindenden  reellen 
Theile  des  X  überhaupt  kein  für  x  =  0  verschwindendes  Integral 
hat,  auch  Systeme  von  solchen  Differentialgleichungen  (4), 
in  denen  sämmtliche  A  einen  negativen  oder  verschwindenden 
reellen  Theil  haben,  keine  in  rr;  s=  0  verschwindenden  Integrale 
besitzen  werden.  Da  sich  aber  eine  solche  Differentialgleichung 
in  die  Form  setzen  lässt: 

(5)        x^^^Y{X  +  c,Y+cP  +  ...)  +  xYipix,Y), 

worin  q)  (x,  T)  nach  ganzen  Potenzen  von  x  und   T  fort- 
schreitet, so  folgt 

dY  dx    .  q)(Xj  Y)dx 

=  -^  + 


oder 

dY  3  ^^  O-     9^(^'  -^  ^^ 


wenn  X  von  Null  verschieden  ist. 

Entwickelt  man  nun  die  Quotienten  in  Potenzreihen,  so 
ergiebt  sich 


dY 
Y 

oder 


(l-SiY+...)  =  X^  +  t{x,  Y)dx 


{6)^-{^-\-C,Y+C,Y'  +  ...)dY==X^  +  t(x,Y)dx, 

worin  ^  (a?,  Y)  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x 
und  Y  fortschreitende  Reihe  bedeutet. 

Angenommen  nun  diese  Gleichung  hätte  längs  einer  be- 
stimmten vom  Nullpunkt  ausgehenden  Curve  ein  Integral, 
welches  auf  dieser  Linie  für  a;  ==  0  selbst  verschwindet^  und 
es  entspräche  dem  x  ^=  x^  dieser  Curve  der  Werth  J  =  JJ^ , 
so  würde  man,  indem  längs  dieser  Linie  integrirt  wird, 
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X 

^«g  ^  -  &  (^-  ^o)  +  •  •  •]=  log  (J)  + /*  («,  Y)  dx 

oder  einfacher 

(7)  log  |-  -  log  {£-)'  +  £ 

erhalten^  worin  s  eine  Grösse  bedeutet,  welche  für  x  =  Xq 
verschwindet  und  einen  endlichen  Werth  Ä  annimmt,  wenn 
X  gegen  Null  convergirt,  so  dass  man 

setzen  kann,  worin  s^  für  o;  s»  0  selbst  Null  wird;  danach 
ergiebt  sich  aus  (7): 

Setzt  man  nun 

X  =  re^*     und     l  =  a  -{-  ßiy 
so  folgt  aus  (8) 

worin  K  eine  reelle  Grösse  bedeutet,  und  da  nun,  wenn  x 
sich  der  Null  nähert,  r  unendlich  klein  wird,  so  wird  r", 
wenn  a  als  reeller  Theil  von  X  negativ  ist,  unendlich  gross, 
während  Y  Null  werden  soll,  also  die  linke  Seite  Null,  die 
rechte,  weil  e^  gegen  Null  convergirt,  und  d"  ein  endlicher 
bestimmter  Winkel,  nämlich  der  Richtungswinkel  der  von 
X  =  0  ausgehenden  Curve  ist,  unendlich  gross,  also  unmög- 
lich; ist  aber  «==0,  so  wird  die  rechte  Seite  endlich  und 
von  Null  verschieden,  was  ebenfalls  nicht  angeht,  da  Y  der 
Voraussetzung  nach  für  x  =  0  verschwinden  soll. 

Ist  jedoch  in  der  Gleichung  (5)  A  =  0 ,  so  dass  dieselbe 
die  Form  annimmt 

(9)     x^  =  amY-^  +  a^+^Y-^-^^  +  -'^  +  xY<p{x,Y), 

so  ist  zunächst  leicht  ersichtlich,  dass,  wenn  alle  Grössen 

(10)  am  =  «m+l  =  öw+2  e=  •  •  •  =  0 

sind,  die  Differentialgleichung  also  in 
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~dx   ^  ^^^^'  ^     ^^®^     ^  =  V(^,  5^)  ^^ 
übergeht;  der  eben   angewandten   Schlussweise   zufolge  sich 

C(pix,7)dx 


ergiebt,  was,  da  Ä  endlich  ist,  während  s^  mit  x  =  0  gegen 
Null  convergirt,  mit  der  Voraussetzung,  dass  a;  =  0,  Y=0 
entsprechende  Werthe  sein  sollen,  nicht  vereinbar  ist.  Finden 
jedoch  die  Beziehungen  (10)  nicht  stati^  und  ist,  was  wir  an- 
nehmen dürfen,  in  der  Gleichung  (9)  dm  von  Null  verschieden, 
so  werden  wir  bei  der  Frage  nach  der  Existenz  im  Null- 
punkt verschwindender  Integrale  die  drei  Fälle  unterscheiden 
können,   in   denen  entweder  eine  endliche   Potenz  ^  von  x 

sich  angeben  lässt,  so  dass  (—]  einen  endlichen  Werth  an- 

nimmt,  oder  Y  durch  eine  unendlich  hohe  Potenz  von  x 
dividirt  für  x  =  0  verschwindet,  oder  endlich  Y  durch  eine 
unendlich  kleine  Potenz  von  x  dividirt  für  x  =  0  unendlich 

gross  ist,  wobei  in  den  beiden  letzteren  Fällen  |  — j  offen- 
bar für  jedes  beliebige  a  entweder  Null  oder  unendlich 
gross  ist. 

Ist  nun  zunächst  für  ein  endliches  bestimmtes  fi 


V^/o 


—     =e 


eine  endliche  Grösse,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  (9), 
dass  in  diesem  Falle  die  Differentialgleichung  durch  ein  im 
Nullpunkte  verschwindendes  Integral  überhaupt  nicht  be- 
friedigt werden  kann,  da  die  linke  Seite  derselben  von  der 
^ten  Ordnung  Null  wird,  während  die  rechte  Seite  jedenfalls 
von  einer  höheren  Ordnung  verschwindet. 

Wird  zweitens  Y  durch  jede  Potenz  von  x  dividirt  im 
Nullpunkte  selbst  Null,  ist  also  auch 


(i).-"- 


so  setze  man 
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(11)  Y=X0 

in  die  Differentialgleichung  (9)  ein^  und  erhält  leicht 

(12)  x^  =  —  z  +  amX'^-^z'^  +  hx0'\ , 

worin  der  Annahme  gemäss  a;  =  0 ,  z  =  0  entsprechende 
Werthe  sein  sollen;  da  diese  Differentialgleichung  (12)  aber 
die  Form  von  (5)  für  A  «=  —  1  hat,  so  besitzt  dieselbe  nach 
dem  eben  bewiesenen  Satze  überhaupt  kein  für  a;  ==  0  ver- 
schwindendes Integral  in  dem  Sinne,  dass  dasselbe  den  Werth 
Null  annimmt,  wenn  x  in  einer  beliebigen,  aber  bestimmten 
Richtung  in  den  Nullpunkt  eintritt,  und  es  giebt  somit  nach 
(11)  für  die  gemachte  Annahme  kein  für  x  =  0  verschwinden- 
des Integral  der  Differentialgleichung  (9). 
Ist  endlich 


WJo 


für  beliebige,  auch  noch  so  kleine  v  unendlich  gross,  so  wird 
für  das  in  der  Differentialgleichung  (9)  vorkommende  m 


(?). 


oo 


sein  müssen,  da,    wenn   dieser  Ausdryck  Null  oder  endlich 

wäre,  auch  die  w*®  Wurzel 

Y 


( 


Null  oder  endlich  sein  müsste,  und  daher  für  unendlich  kleine  v 
{—)  nicht  wie  angenommen  wurde,  unendlich  gross  werden 

könnte. 

Setzt  man  nun  zunächst  die  Differentialgleichung  (9)  in 
die  Form 

^     ^  ^  ^    Y{a^  Y— 1  +  a„,^,  Y^- +  '  "  +  xq>  (x,  Y)) 

und  trausformirt  dieselbe  durch  die  Substitution 
(14)  X  =  Y-^Z 

in 

Y^  ^ ^ ^^ 

dY        a^Y^'+a^_^,Y^+-.^+Y^Z^{Y^Z,Y) 
oder 
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....  ^dZ  _Zil,{Y,Z) 

y^^J  ^  dY~      Y^'i     ' 

worin  if{Y,  Z)  eine  Potenzreihe  von  Y  und  Z  ist,  und  nach 
(14)  vermöge  der  für  diesen  Fall  gemachten  Annahme  F=  0 
und  Z=0  entsprechende  Werthe  sind,  so  ergiebt  sich  wieder 
aus  (15) 

(16)  ¥  =  ^-^^r, 

und  durch  Integration 


'»«1-/*^^^. 


oder 


/ 


dY 


(17)  z=zy' 

und  genau  dieselbe  Betrachtung  wie  die  oben  für  die  Glei- 
chung (7)  angestellte  zeigt  leicht,  dass  man  im  Allgemeinen*) 
auch  dieser  Gleichung  nicht  in  der  Weise  Genüge  leisten 
kann,  dass,  wenn  Y  sich  auf  einer  beliebigen,  aber  bestimmten 
Curve  gegen  den  Nullpunkt  bewegt,  Z  immer  kleiner  wird 
und  schliesslich  verschwindet. 

Ist  somit  in  der  Gleichung  (5)  A  ==  0,  so  hat  dieselbe  kein 
im  Punkte  x  =  0  in  dem  angegebenen  Sinne  verschwindendes 
Integral^  und  somit  nach  dem  Vorigen  für  keinen  Werth  von  X 
mit  einem  negativen  oder  verschwindenden  reellen  Theile  in  dem 
Nullpunkte  verschmndende  Integrale, 

Wir  erhalten  daher  den  folgenden  zu  I.  A)  gehörigen  Satz: 
Wenn  in  dem  Systeme  der  Differentialgleichungen  (1)  die 
Grössen  Aj ,  X^y  . . .  A»  nicht  positive  game  Zahlen  sind,  so  giebt 
es  ausser  dem  stets  existirenden  für  x  =  0  verschwindenden  ein- 
deutigen  Integralsystem,  wenn  die  reellen  Theile  sämmtlicher  A- 
Grössen  negativ  oder  Null  sind,  im  Allgemeinen  überhaupt  kein 
anderes  für  x=0  verschwindendes  eindeutiges  oder  nicht  eindeutiges 
Integralsystem,  wobei  auch  der  Fäll,  dass  eine  oder  mehrere  der 


*)  In  einzelnen  Fällen  können  jedoch  Integrale  der  Art  eziBtiren; 
80  hat  die  Differentialgleichung 


dy 

dx  ^ 


s 
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X- Grössen  verschwinden,  mit  eingeschlossen  ist,  vorausgesetzt  dass  ' 
die  Integrale  in  dem  angegebenen  Sinne  verschmnden  sollen.   Sind 
die  reellen  T heile  nur  einiger  der  l^^  X^y  ...  A„  negativ  oder  Ntdl,  { j 
so  können  Integralsysteme  der  verlangten  Art  wohl  existiren, 

wovon  man  sich  durch  einfache  Beispiele  leicht  über- 
zeugen kann. 

3.  Seien 

B)  die  reellen  Theik  sämmtlicher  Grössen  A^,  X^,  ...A„ 
positiv  und  von  Null  verschieden. 

Legen    wir    wieder    der    Betrachtung    die    Differential- 
gleichungen (3)  zu  Grunde,  die  aus  dem  Systeme  (1)  durch . 
Absonderung   der   eindeutigen   Integrale  ij^ ,  i^g ,  . . .  ijn   ent- 
standen sind,  und  setzen 

^  J<A      i"l  Vll  »'12     •  »'In 


(18) 


(f*i ;   ^11?   ^12;   •  •  •  ^1«  =  0,  1,  2,  •  •  •  (X>) 
1^0=^^  '^C(2)  /p^i+^»'2i+^2»'mH VKnn 

^  ^^       i"2''2ll'M  — "2» 

(f*2;  ^21  ,  1^22;   •  •  •  ^2«  =  0,  1,  2,  •  •  •  CX)) 


(i^n,   Vnly    Vn%  y    •  •  •  ^n«  =  0,    1,    2,    •  •  •  Oo), 

so  soll  gezeigt  werden,  dass  sich  die  Coefficienten  dieser  nach 
Potenzen  von 

fortschreitenden  Beihen  so  bestimmen  lassen,  dass  dem 
Diflferentialgleichungsystem  (3)  formal  genügt  wird,  und  dass 
die  so  bestimmten  Reihen  (18)  innerhalb  bestimmter  Bereiche 
convergent  sind.   ^ 

Setzt  man  nämlich  die  Werthe  von  F^,  . . .  F„  aus  (18) 
in  (3)  ein,  so  folgt,  wenn  wir  die  r*«  dieser  Gleichungen 
herausgreifen, 

ausser  dem  eindeutigen  Integrale  y^=^0  noch  das  unendlich  yieldentige, 
im  Nullpunkte  verschwindende  Integral 

1_ 

^       logaj 
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(19)    x[, 


^^  rr  r\      rn  1 

oder,  da  die  ersten  Posten  auf  der  rechten  und  linken  Seite 
sich  wegheben,  wenn 

(20)         ic  =  ic,     ic^i  =  li ,    aJ^  =  I2 ;  •  •  •  ^"  =  In 

gesetzt  werden,  durch  Identificirung  der  Coefficienten  ein  und 
desselben  Gliedes  a;^|f'&» . . .  S^n 

PPt"'Pn  ' 

worin  die  J?'^'*^  Polynome    mit    positiven    Pactoren    dar- 

stellen,   gebildet   aus   den    Coeficienten    der   DifiFcrentialglei- 
chungen  (3)  und  denjenigen 

für  welche 

f*2^i>;     ^21^i>l?  V22^1>2— 1,...  V2n^l?« 


(22) 


und 

(23)     fttf  +  Val  +  1/(T2  H h  Van  <P  +Pi  +f>2  +  -  +  Pn—  1 

ist;  da  femer  keine  der  A-6rossen  verschwinden  sollte,  so 
folgt  aus  (19),  dass  für  ^r  =  0,  Vri  =  0,  ...  v.^  =  0  der 
Coefficient   cj^^^^  nur  in   Tr  im   Posten  (^^.„qCX^''   vorkommt, 

also  im  ersten  Theile  der  linken  Seite  der  Gleichung  (19)^ 
der  gegen  den  ersten  Theil  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
wegfiel,  und  es  bleiben  somit  die  Grössen 
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(24)  c^^)  c(2)  .    d^) 
\r^J                          ^00... 0'     ^00-.. o>     •••^oo--.o 

völlig  unbestimmt.  Aus  den  Gleichungen  (21)  folgt  durch 
successive  Reduction  und  Berechnung  der  Coefficienten  c 

(25)  c<'-)  ,         =©('•)  ,       , 

worin  9  ein  Polynom  ist,  Ton  dem  jeder  Posten  ein  Product 
von  den  Coefficienten  des  Differentialgleichungsystems  ist 
multiplicirt  mit  Potenzen  von  den  oben  bezeichneten  Grossen 

cd)  (^  .    c^"^ 

^'oo.-.o?     ^^oo-'-o?     •••^oo---o 

und  ganzen  Zahlen,  und  nach  (21)  dividirt  durch  ein  Pro- 
duct von  Pactoren  von  der  Form 

(26)  p  +  A,i>i  +  A2P2  +  ...  +  k^{p^  -  1)  +  . . .  +  A„p„, 

die  der  Gleichung  (19)   zufolge  nicht  verschwinden  können. 
Sei  nun 

so  hai  (26)  die  Form 

(28)  p  +  A,p,  +  Ä,p,  +  ...  +  MPq-^)  +  •••  +  ^nPn 

+  i  iAiPi  +  ^2>2  -\ h  ^?(l^c»  —  1)  H h  Xp«) , 

und  da^jL ,  -^2  >  • .  •  ^n  der  Voraussetzung  nach  (ad  B)  sämmt- 
lich  positiv  sind,  so  wird  der  Modul  des  Ausdruckes  (28) 
stets  über  einer  endlichen  angebbaren  Grenze  K  hinausliegen, 
so  dass 

(29)  moA[p  +  X,p,+k^p^+'-  +  l^{p^—\)+-  +  KPn\>K 
ist  für  alle  ganzzahligen  Werthe  von  i>,  i>i,  i>2?  •..!>»». 

Nun  kann  man  aber  beweisen ,  dass  die  so  gefundenen 
c  in  die  Reihen  (18),  welche  der  Herleitung  gemäss  dem 
Differentialgleichungsystem  (3)  formal  genügen,  eingesetzt 
dieselben  zu  convergenten  machen.  Denn  offenbar  wird  man 
die  Moduln  der  Glieder  der  Reihen  (18)  noch  vergrössern, 
wenn  man  für  die  Moduln  der  Nenner  der  Brüche  nach  (29) 
die  Grösse  K  substituirt  und  nach  (14)  des  vorigen  Ab- 
schnittes die  Moduln  der  Coefficienten  der  Differential- 
gleichungen durch  die  auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen 
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(14)  steheuden  Grössen  ersetzt;  sind  also  die  so  entstehenden 
Reihen  als  Functionen  der  selbständigen  Variabein  Xj  a^^y  a?^, 
. .  .a^n  aufgefasst  convergent,  so  werden  es  auch  die  oben 
gefundenen  sein.  Bezeichnen  wir  aber  die  so  aus  (25)  hervor- 
gehenden Werthe  durch  C  mit  den  zugehörigen  Indices,  worin 

(30)  CäLo  =  ^0^  Co  =  C„...  Cfe)  _,  =  mod  c<j)„.,  -  0. 

völlig  willkürliche  Grössen  sind,  so  werden  die  neuen  Reihen 
lauten: 

f  z  =  a^x  '^  (7(1)  a;iUi+iini4--+  ^«"1« 


(31) 


'2 


^       -"»"nl 


n» 


und  es  bleibt  somit  nur  deren  Convergenz  zu  erweisen. 

Bildet  man  zu  dem  Zwecke  das  System  von  Gleichungen: 

KZ^  =  KC,3(^  +-X  +  ~  a?«  +  ^o^^^i  +  •  •  • 


(32) 


n 

M 


9«"i 


KZn  =  KC.a^n  +  ^a;  +  ^  a^  +  ^  a^^'Zj  + 


oder 


(33) 


-1 


(-f)(-^)-('-^-) 


j£:z„=^c,!B^«+jif 


1 


(-f)(-^-:f)-('-'-^) 
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in  welchem  man  x,  a^',  ...  x^n  als  selbständige  unabhängige, 
Z^j  Z^^  ...Zn  als  abhängige  Yariabeln  betrachtet,  so  sieht  man 
zunächst,  dass  die  Functionaldeterminante  dieser  Gleichungen^ 
gleichgültig  ob  man  x  oder  a^^^  ...  oder  x?-n  als  unabhängige 
Variable  auffasst^  da  der  Voraussetzung  gemäss  die  reellen 
Theile  sämmtlicher  Grössen  A^ ,  Ag ,  . . .  A„  positiv  und  von 
Null  verschieden  sind,  för  a?  =  0  den  Werth  hat 

J^   0  ...0    I 

0  Js:...o 


0    0  ...Z" 


somit  nach  (29)  von  Null  verschieden  ist,  al^io  haben  Z^,  ...Z„ 
als  Lösungen  des  Systemes  (33)  jedenfalls  nach  jeder  der 
Variabein  a?,  a^*,  . . .  a;^«  convergente  Potenz -Entwicklungen, 
welche  für  a;  =  0,  ic^i  =  0,  ...  x^n  =  0  selbst  verschwinden. 
Setzen  wir  nun,  nachdem  die  Existenz  von  convergenten  Reihen 
erwiesen  ist,  die  nach  Potenzen  von  a?,  a^, . . .  x^n  fortschreiten, 
und  den  Gleichungen  (33)  genügen,  den  oben  gefundenen 
Integralformen  (18)  analog: 


(34) 


Zn  =  X^n  "S^r?^«)  a?«n  +  ^i^«l  +  -  +  ^«^m, 


worin 


(35) 


^00. ..0 


Cx.    Cfl..o-G^>    ■-•Ci'Lo  =  Gn 


genommen  wird,  in  die  Gleichungen  (33)  oder  (32)  ein,  so 
sieht  man  durch  Vergleichung  mit  (19)  und  (21)  bei  Berück- 
sichtigung  der   Gleichungen   (14)   des    vorigen  Abschnittes, 

dass  man  für  die  G  genau  die  Werthe  C  der  Gleichungen 
(31)  erhält,  welche  aus  den  oben  gefundenen  c  hervorgingen, 
wenn  man  für  die  Coefßcienten  der  Differentialgleichungen 
die  durch  III.  14.  und  für  die  Nenner  der  einzelnen  Brüche 
die  oben  angegebenen  durch  die  Ungleichheiten  (29)  bestimmten 
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Substitutionen  machte^  so  dass,  da  die  Existenz  der  Losungen 
als  Reihen^  nach  Potenzen  x^  cc^^y  ...  a^n  fortschreitend,  nach- 
gewiesen ist,  auch  deren  Convergenz,  also  auch  die  Convergenz 
der  Reihen  (18)  festgestellt  ist. 

Wir  erhalten  somit  bei  Berücksichtigung  des  ümstandes, 
dass  Ci,  C^y  ...Cn  völlig  willkürliche  Grössen  waren,  den 
folgenden  zu  I.  B)  gehörigen  Satz: 

Wetm  in  dem  Systeme  von  Differentialgleichungen  (1)  die 
Grössen  A^ ,  Ag ,  . . .  A„  nicht  positive  ganze  Zahlen  sind,  so  giebt 
es  ausser  dem  stets  existirenden  für  x  =^  0  verschmndenden  ein- 
deutigen Integralsystem,  wenn  der  reelle  Theil  sämmtlicher 
X' Grössen  positiv  und  von  Null  verschieden  ist,  unendlich  viele 
andere  für  x  =  0  verschwindende  und  nach  ganzen  Potenzen 
von  X,  oc^f  a^,  . . .  oi^n  fortschreitende  convergente  Integralent- 
wickelungen, und  andere  für  x  =  0  verschmndende  Integrale 
hat  das  System  überhaupt  nicht*). 

4,  Es  bleibt  somit  nur  noch  die  Frage  nach  der 
Natur  der  Integrale  für  den  Fall  zu  beantworten  übrig,  in 
welchem 

II)  eine  oder  mehrere  der  Grössen  X^,  Ag ,  . . .  A«  positive 
ganze  Zahlen  sind,  und  für  welchen  eindeutige,  für  a?  =  0  ver- 
schwindende Integrale  um  x  =  0  herum  im  Allgemeinen,  wie 
oben  nachgewiesen,  überhaupt  nicht  existirten. 

Sei  also  das  Differentialgleichungsystem  gegeben 


*)  Sind  sämmtliche  ^i,  ^2^  •  •  -  K  Positive  rationale  Zahlen^  also 

80  folgt  aus  dem  oben  bewiesenen  Satze  unmittelbar,  dass,  weil  die 
Integrale  in  Reihen  nach  Potenzen  von 

entwickelbar  sind,  wenn  N  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache 
von  «1 ,  Wa  >  •  •  •  **n  bedeutet,  die  Integrale  auch  aufgefasst  werden 
können  als  Potenzreihen  fortschreitend  nach  positiven  ganzen  Potenzen 

von  x^  ,  also  um  x  ^=  0  herum  JV-deutige  Functionen  darstellen. 
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(36) 


dx 


^ji  =  ^nVn  +  ^nX  +  (x,  y^ ,  y., ,  .  . .  ynf  + 


und  werde  angenommen^  dass 

A)  A^ ,  Ag ,  .  . .  A*  positive  ganze  Zahlen  seien ,  während 
mindestens  eine  der  Grössen  A^+i ,  . . .  A«  ein&l^  reellen  Theil  be- 
sitze^ der  negativ  oder  Null  ist, 

so  hat  zunächst  wieder  nach  dem  Früheren  das  System 
im  Allgemeinen  kein  eindeutiges  Integralsystem,  weil  eine 
der  A- Grössen  positiv  ganz  ist;  macht  man  aber  die  Grössen 
Aj ,  . .  .  Aa:  ein  wenig  kleiner,  so  dass  sie  nicht  mehr  positive 
ganze  Zahlen  sind,  so  wird  das  Diflferentialgleichungsystem 
ein  solches  werden,  für  das  keines  der  A  eine  positive  ganze 
Zahl  und  mindestens  eines  der  A  einen  reellen  Theil  besitzt, 
welcher  negativ  oder  Null  ist,  wird  somit  nach  den  oben 
bewiesenen  Sätzen  entweder  nur  ein  um  a?  =»  0  eindeutiges, 
in  diesem  Punkte  verschwindendes  Integralsystem  besitzen, 
und  sonst  kein  weiteres  eindeutiges  oder  mehrdeutiges,  oder 
auch  in  gewissen  Fällen,  wie  wir  früher  gesehen,  noch  andere 
im  Allgemeinen  vieldeutige  Integrale  haben  können.  Lässt  man 
jetzt  Aj, .  . .  Ai  sich  wieder  um  die  unendlich  kleinen  Grössen 
abnehmen,  so  dass  sie  die  früheren  positiven  ganzen  Zahlen 
werden,  so  muss,  wenn  das  veränderte  Diflferentialgleichung- 
system nur  das  eine  und  zwar  eindeutige  Integralsystem  be- 
sass,  dieses  Integralsystem  divergent  werden,  weil  die  x- 
Potenzen  ganz  waren,  und  das  Integralsystem,  wenn  es  bei 
der  unendlich  kleinen  Aenderung  der  A^ ,  . .  .  A*  convergent 
bliebe,  auch  eindeutig  bleiben  müsste,  ein  solches  eindeutiges 
System  aber,  wie  wir  wissen,  nicht  existirt;  da  aber  andere 
Integralsysteme,  wie  wir  annehmen,  überhaupt  nicht  existiren, 
so  folgt  der  Satz: 

Wenn  in  dem  Systeme  von  Differentialgleichungen  (36) 
einige  der  Grössen  A^  . .  .  A„  positive  ganze  Zahlen  und  der  reelle 
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Theä  einer  oder  mehrerer  der  übrigen  X- Grössen  negativ  oder 
Null  ist,  so  hesitet  im  Allgemeinen  das  Differentialgleichimgsystem, 
wenn  das  unendlich  wenig  variirte  System  nur  eindeutige  Inte- 
gralsysteme  hat,  gar  kein  für  x  =  0  im  angegebenen  Sinne  ver- 
schwindendes Integralsystem. 

Seien 

B)  ^1,^2,  . . .  Ajfe  un^derum  positive  ga/nze  Zahlen,  ujährend 
sämmtliche  übrige  lk-+-i ,  . . .  A„  positive  reelle  TheiU  besitzen, 

so  setze  man 
(37)     A  =  Ai  +  yi ,     L^  =  X^  -{-  y^,   . . .  Lk  =  Xk  +  ykj 

ijfc-|_l  =  Xk-^i  ,    .  .  .  Ln  ^=^  Xn, 

worin  y^,  y^,  •  ..yk  sehr  kleine  negative  Grossen  sind,  und 
betrachte  zunächst  das  Differentialgleichungsystem: 


(38) 


X 


X 


dx 
d 


=  L,Y,  +  a,x  +  {x,  Y„  Y„...Ynf  + 


'-^=L,Y,  +  a,x+{x,  Y„  r2,...rn)*  +  ... 


dY 


X 


n 


dx 


i„F„  +  «„^  +  (^,  r,,  Y^,...Yr)'  + 


so  wird  dieses  nach  den  früheren  ad  I.  B)  gemachten  Aus- 
einandersetzungen unendlich  viele  für  x  =  0  verschwindende, 
in  der  Umgebung  dieses  Punktes  nach  ganzen  Potenzen  von 

X ,  X  ^ ,      fl/* ,   .  »  •  X  ^ 

fortschreitende  convergente  Integralreihen  von  der  Form 


(39) 


Yn  =  X^n  ^d"*)  X^'n  +  ^y^ni-^-'"-^ ^- 


besitzen. 

Setzt  man 


n^nn 


(40) 


_-|_  =  ti ,    x^^  =  0^^  —  (Ai  —  ij)  ^1 


A-^i 


x^h  —  af^k 


::7j—  =  tk ,    x^h  =  ic^*  —  {Xk  —  Lk)  tk, 


so  würde,  da  a^*,  . . .  ic^*  positive  ganze  Potenzen  von  x  dar- 
stellen, durch  Einsetzen  von  (40)  in  die  Integralreihen  (39) 
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ein  nach  ganzen  positiyen  Potenzen  Ton  x,  t^,  . , .  tk,  äj^*+i, 
. . .  a^n  fortschreitendes ;  für  a?  =  0  in  dem  wiederholt  an- 
gegebenen Sinne  verschwindendes  Integralsystem  entstehen  : 

(41)  {  r4+i=a?^H-i  "^0!*+^^        ,.    a?^H-i+^*+i*+i^H-i+-+''*+ininx 

worin  die  fi  und  i/  andere  Summationsindices  als  in  den 
Gleichungen  (39)  bedeuten.  Lässt  man  nun  wieder  in  dem 
System  der  Differentialgleichungen  (38)  sowie  in  dem  Integral- 
systeme (41)  ii  gegen  A^,  . . .  i*  gegen  A*  convergiren,  so 
wird^  da  dann  nach  (40);  wie  durch  Differentiation  des  Zählers 
und  Nennera  nach  L^ ,  . . .  £*  hervorgeht, 

(42)  t^  =  a^  log  x^    t^  =  (K^  log  X,    . .  .tk  =  x^k  log  x 

folgt;  und 

(43)  ic^H-i  =  a?^*+i  ^    a;^n  =  a^n 

ist;  das  System  (38)  in  das  vorgelegte  Differentialgleichung- 
system (36)  übergehen;  und  für  dieses  sich  nach  (41)  das 
formale  Integralsystem  ergeben: 

. .  .(x^k  log  xyik 


(44) 


tff^       =  ^C^*V        V      Xf*k-^^kk-^l^k-\-l-^-"-^nn^n  (o^i  log  O?)*'*! 

.  .  .  (pC^k  log  Xykk 

(a?^*  log  xyki-u  ...Qx^k  log  a;)''H-i* 

y^      =  x^n     ^^5^**^  a:'*»+''«H-l^*4-l"' ^^nn^n  (x^i  log  ic)''»»! 

.  .  .  {X^k  log  a;)'  «A:  ^ 
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von  dem  nur  noch  die  Convergenz  um  x  =  0  herum  nach- 
zuweisen sein  wird,  und  da  die  Convergenz  der  Reihen  (39), 
also  auch  der  Reihen  (41)  erwiesen  war,  so  kommt  es  nur 
darauf  an,  zu  sehen,  ob  nicht  dadurch,  dass  L^  =  A^, . . .  Lit  =  Ajb 
gesetzt  wurden,  einzelne  der  Coefficienten  C  beim  Uebergange 
in  C  unendlich  werden,  und  dadurch  die  Reihen  (44)  diver- 
gent machen. 

Setzt  man  zur  Ermittelung  der  Form  der  Coefficienten 
C  die  Reihen  (41)  in  die  Differentialgleichungen  des  Systems 
(38)  ein,  so  wird  sich  zunächst  für  jeden  Index  q  von  1 ,  . . .  ife 

+  ^ • ^ 

dtjl 

ergeben,  und  somit  vermöge  der  aus  (40)  folgenden  Be- 
ziehungen 


[ 


dt^ 
dx 

LA 

+  a^^ 

•      • 
dt, 

dx 

• 

• 

Lktk 

•         • 

-f-  xh 

(46) 

die  Q^  Differentialgleichung  des  Systems  (38)  durch  Substitution 
dieser  Werthe  in 
(47)  VW  X 

+  V^lX^^+^'(i-^'(yk-\-l^k+l^-'''  +  ^f,nK  tlql-'^  tl^i    .  .  .  tl^k 

+ 

übergehen. 
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Bezeichnet  nun  6  eine  der  Zahlen  Ä;+l,Z;-f-2,  ...w, 
so  erhält  man,  da  sich  nach  (41)  Ya  von  Y^  formal  nur  um 
den  Factor  x^o  unterscheidet,  wieder  mit  Benutzung  der 
Gleichungen  (46)  die  der  Gleichung  (47)  analoge  Beziehung: 


(48)  y.&'i 


^!J  ^Ma^al'-^^ 


On 


X 


+ • 

indem  der  Posten 


La  X^<f  ^C^""^  X^ü'^  ''<^*+l  ^*+l  +  •  ■  •  +  ''^«  ^»  t\o\  t;a2  ,,,t] 


ak 


auf  beiden  Seiten  fortfällt,   und   die  Gleichungen  (47)   und 
(48)  sollen  identisch  erfüllt  sein  für  alle  x,  t^,  t^j  .  ..4,  x^k-\-i^ 

Aus  den  q  Gleichungen  (47)  folgt  zunächst  durch  Gleich- 
setzen der  Coefficienten  der  ersten  Potenz  von  x 

(49)   c/.t..,(i-i,)+«,c«,5) ...o+-"+«*qS&U„...o  =  «?, 

worin  Sfj==  1  oder  0  ist,  je  nachdem  die  positive  ganze  Zahl 
;i^  =  1  oder  >  1  ist,  und  analog  folgt  aus  (48) 

wenn  die  s  dieselbe  Bedeutung  haben.   Allgemein  wird  o;ffenbar: 

(51)     Cl,%'.-v^^  (^^  +  1/^1  Li  +  ...  +  v^Ln  —  L^) 
+  ^^J-^x,  v+^'^e2->  (V  +  1) 

und 
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(52)       Cj,%^.,.,^^  (llo  +  VaiLj^-\ f-  Van  Ln) 

wenn  die  9) -Function  in  (51)  den  Coefficienten  von 

auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (47)  von  der  ersten 
Summe  abgesehen  bedeutet  und^  6  &ir  q  gesetzt^  die  ^-Func- 
tion dasselbe  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (48)  dar- 
stellt-, diese  97-  und  ^-Functionen  bestehen^  wie  unmittelbar 
zu  sehen,  aus  Posten ,  welche  die  Form  haben 

■v^At)  /^(l)P^  /^(2)P»  rxn)Pn 

worin  K  eine  glänze  Zahl  und  -4^*^         den  Coefficienten  von 

in  der  t*®"  der  Differentialgleichungen  (38)  bedeutet. 

Aus  den  Gleichungen  (51)  und  (52)  sieht  man  aber 
leicht;  dass,  wenn  man  L^y  L^y  * .  >  Ln  gegen  X^y  X27  •  •  •  ^» 
convergiren  lässt,  die  Grossen  C  sich  als  endliche  Grossen 
ergeben,  da  die  Factoren 

(Iq  +  V^iL^-\ [-  VgnLn  —  Lg,       fia  +  ValL^  -j 1-  Van^n 

von  Null  verschieden  sind,  und  dass  somit  die  Integrale  (44) 
des  Systems  (36)  convergiren. 

Es  ist  somit  der  folgende  Satz  erwiesen: 
Wenn  in  dem  Systeme  von  Differentiälgleidiungen  (1) 
A^ ,  A2 ,  . . .  Ajb  positive  ganze  Zahlen  bedeuten  und  die  reellen 
Theile  der  sämmtlicken  übrigen  A^+i ,  . . .  A„  positiv  und  von 
Null  verschieden  sind,  so  besitzt  das  System  von  Differential- 
gleichungen unendlich  viele,  für  o;  =  0  verschwindende  und  nach 
ganzen  Potenzen  von 

Xy     0?^     log  Xy  (X^    log    Xy         .    .    .    X^k     lOg    Xy  0(^^+1   ,  X^^-^  y         .    ,    .     X^n 

fortschreitendCy  um  x^=^0  convergente  Integralentuncklungeny  und 
andere  für  a;  —  0  im  angegd>enen  Sinne  verschwindende  Integrale 
hat  das  System  überhaupt  nicht 
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6.  Fassen  wir  die  in  den  letzten  beiden  Abschnitten 
gewonnenen  Resultate  zusammen^  so  erhalten  wir  das  folgende 
allgemeine  Theorem: 

Zur  Untersuchung  der  Existenz  und  Natur  der  für  x  =  0 
verschwindenden  Integrale  des  DifferenUalgleichungsystems 


(53) 


X 


S^'^'liiJ'i-l l-^i»y«+aia;+(a!,yi,y2,...yn)*+-- 


dy 

a?-^=AniyiH \-^nnyn  +  anX  +  {x,yi,y^,.,.yny+ 


in  der  Umgdmng  dieses  Punktes  löse  man  die  GMchwng  aMf 

Aj2  ^22  A     .    .    .    An2 


(54) 


=  0; 


A^n 


In  '»'2n '^nn 


ist  dann 


I.  keine  der  im  Allgemeinen  verschiedenen*) 
n  Lösungen 

dieser  Gleichung  eine  positive  ganze  Zahl, 

so  tvirdj  wenn 

A.  der  reelle  Theil  einer  oder  mehrerer  der  A- 
Grössen  negativ  oder  Null  ist, 

stets  ein  für  a;  =  0  verschwindendes  und  um  x  =  0  herum 
eindeutiges  Integralsystem  eocistiren^  und  sonst,  wenn  die  reellen 
Theile  sämmtlicher  X-Crrössen  negativ  oder  Null  sind,  im  All- 
gemeinen Icein  anderes  eindeutiges  oder  nicht  eindeutiges  für 
a;  =  0  im  angegebenen  Sinne  verschwindendes  Integralsystem, 
wirrend,  wenn  die  reellen  Theile  nur  einiger  der  A^ ,  A^,  . . .  A« 
negative  oder  verschwindende  Werthe  besitzen,  Integralsysteme 
der  verlangten  Art  wohl  existiren  können; 

wenn  dagegen 


*)  Der  Uebergang  zn  dem  Falle  gleicher  Lösungen  ist  oben  be- 
sprochen worden. 
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B.  die  reellen  Theile  sämmtlicher  Grössen  A, ,  A^, 
. . .  A«  positiv  und  von  Null  verschieden  sind, 

so  wird  ebenfalls  stets  ein  für  o;  =  0  verschunndendes  und 
in  der  Umgebung  von  a?  «=  0  eindeutiges  Integralsystem  vorhanden 
sein,  ausserdem  aber  unendlich  viele  andere  für  rc  =  0  ver- 
schwindende und  nach  ganzen  Potenzen  von 

fortschreitende  convergente  Integralsysteme,  und  sonst  Jceine  anderen 
mehr. 

Sind  jedoch 

II.  von  den  n  Lösungen  der  Gleichung  (54) 

positive  ganze  Zählen, 

so  wirdj  wenn 

A.  eine  der  übrigen  Grössen  Xk+i,  A*+2,  .  •  •  A«  einen 
reellen  Theil  besitzt,  der  negativ  oder  Null  isty 

das  Differentialgleichungsystem  im  Allgemeinen*)  gar  kein 
für  X  =  0  verschwindendes  eindeutiges  Integralsystem  besitzen, 
und  auch  Teein  anderes  mehrdeutiges  Integralsystem ,  wenn  das 
unendlich  wenig  variirte  Differentialgleichungsystem  nur  ein-- 
deutige  Integrale  hat; 

wenn  dagegen 

B.  sämmtliche  übrigen  Grössen  h-\-iy  h-^29  •  .  ,  A„ 
positive,  von  Null  verschiedene  reelle  Theile  besitzen, 

so  hat  das  Differentialgleichungsystem  im  Allgemeinen  wieder 
kein  für  x  =  0  verschunndendes  und  in  der  Umgebung  dieses 
Punktes  eindeutiges  Integralsystefn,  dagegen  unendlich  viele  für 
a;  ==  0  verschvnnd&nde  und  nach  ganzen  Potenzen  von 

Xy  a^^logx,  x^\ogXy  ...a^*logir,  a:^*+i,  x^H-^,  .,,x^n 

fortschreitende,  um  a?  =  0  convergente  Integralsysteme,  und  sonst 
Tceine  mehr. 


*)  den  im  vorigen  Abschnitte  heirorgehobenen  Fall  ausgenommen, 
in  dem,  wenn  durch  die  Substitutionen  (32)  des  III.  Abschnittes  die 
positiven  ganzzahligen  X  auf  die  Einheit  reducirt  werden,  dann  ein- 
deutige Integrale  existiren,  wenn  die  Coefficienten  der  ersten  Potenzen  von 
X  zugleich  verschwinden. 


J 
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6.  Um  zu  zeigen ;  wie  man  iu  gegebenen  Fällen  auch 
für  die  in  dem  eben  ausgesprochenen  allgemeinen  Satze  ent- 
haltenen Ausnahmeformen  yon  Differentialgleichungsystemen 
den  Charakter  der  Integrale  zu  ermitteln  hat;  sei  die  Diffe- 
rentialgleichung vorgelegt 


(55)     ' 


JTii 

dx 


und  es  werde  verlangt,  die  Natur  der  Integrale  derselben  in 
der  Umgebung  des  Werthes  x  =  0  festzustellen,  für  welchen 
y,  Vy  •  •  •  y^"^"^^  die  Werthe 

(56)  Vy  Vi  7  V2y  •  •  •  V^n-l 

annehmen  sollen,  wenn  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Function 

fi'^)  y»  y ;  •  •  •  y^"*~"^0  *^^  Function  der  von  einander  unab- 
hängigen Variabein  x,  y,  y',  ...  y^"^-^^  aufgefasst  in  der  Um- 
gebung des  Nullpunktes  von  x  und  der  entsprechenden  Werthe 
(56)  für  die  übrigen  Variabein  endlich,  stetig  und  eindeutig  ist. 
Setzen  wir 

(57)        y  =  ri  +  0,   y  =  yii  +  ^11    y'=  %  +  ^2; 


y 


(m-l)  ^ 


V 


m — 


+  ^m-1} 


und  denken  uns  die  rechte  Seite  der  Differentialgleichung  (55) 
der  eben  gemachten  Voraussetzung  zufolge  in  eine  nach 
positiven  steigenden  ganzen  Potenzen  von 

(58)      x^y  —  Yi,  y—rj^,  y"—  i?2 ;  •  •  •  2/^"*"'^  —  V>n-i 

fortschreitende  convergente  Reihe  entwickelt,  so  ist  das  vor- 
gelegte Problem  darauf  reducirt,  für  das  Differentialgleichung- 
system m*®'  Klasse 

dz  , 

5i  =  '?'  +  ^» 

dZi 


(59) 


dx 


=  '^2  +    ^2 


de. 


m—2 


dx 
dz 


X 


m—l 


dx 


=  Vm-1  +  ^m— 1 

=  aQ^+a^g^  +  a^js^-^ \-am-i^m-i  +  ax 
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in  der  Umgebung  des  Werthes  a?  —  0,  dem  die  NuUwerthe 
der  abhängigen  Yariabeln  entsprechen  sollen^  die  Natur  seiner 
Integrale  zu  untersuchen. 

Setzt  man  (59)  in  die  Form 

(    dz  , 

dz,  . 


(60) 


dz  __^ 

X  —TT-  =  Vm-lX  +  XISjn-1 


dx 

dz      . 

^  m — 1 


+  (^;  ^;  ^l;  •  •  •  ^m-lf  H , 

multiplicirt  diese  Differentialgleichungen  der  Reihe  nach  mit 
den  unbestimmten  Factoren  A^  A^^  .  • .  Amr-i ;  und  addirt 
alle  diese  Gleichungen,  so  erhält  man  den  Gleichungen  (3), 
(4)  des  Abschnittes  III  gemäss,  wenn 

(61)  Ag  +  ^1^1  +  ^2^2  H f-  ^m-l^m-1  =  Zm 

gesetzt  wird^ 

(62)-4ot-1«o^+-^»*-1^1^iH f-^m-l«»n-2je?m-2+-4,„_iam-l^m— 1 

=  F{AZ+A^Z^'\ h  ^„»-2^m-2  +  -4m~l^m-l) 

und  somit 

(63)  Am-iaQ=AP,  Am^iai=A^P^  . . .  ^;n-iö^w-2=A*-2P, 


woraus 

(64)  P  == 

.            *m— 2 
ötm— 1  y    -^w— 2            -^TO— 1    _            7 

"m— 1 

^    —  >4      ,     "^ 

•  •  •  -^^1   —  -^W — 1                  J 

%*— 1 

J^          ^        ,       ^« 

folgte  und  daher  die  Differentialgleichung  sich  ergiebt 

(65)  X  -^  =  ttm-^iZm  +Ax+(Xj0,IS^,  ...  Zm-%y  Zmf -{ . 

Ersetzt  man  nun  iSy  0^,  js^, ... 0m—2  durch  Z^,  Z^,  .*•  Zm—i , 
so  erhält  man  nach  (60),  (61)  und  (65),  wenn  zugleich 
^m_i  =  1  gesetzt  wird,  das  Differentialgleichungsystem 
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(66) 


dx 


X 


dZm—1 


=rirn—ix  —  -ZT —  {^Z^-^a^Z^-^ ]ram^2Zm'-l—(^m-\Z„^ 


dx  ''— ^-        «„,_, 


dessen  Integrale  vermöge  der  angegebenen  Substitutionen  die 
Natur  der  Integrale  des  vorgelegten  Differentialgleichung- 
systems (59)  haben  werden. 

Da  in  den  Bezeichnungen  der  vorigen  Nummer 

(67)       Aj  ==  0 ,     Ag  =  0 ,     ...  Xm—i  =  0 ,     A„,  ==  a,m—i 

ist,  so  folgt, 

I.  wenn  üm—i  nicht  eine  positive  ganze  Zahl  ist, 
zunächst  aus  dem  dort  ausgesprochenen  allgemeinen  Satze, 

dass  das  Differentiaigleichungsystem  (59)  jedenfalls  ein  für 
X  =  0  verschmndendes  und  in  der  Umgebung  dieses  Punktes 
eindeutiges  Integralsystem  besitzen  wird. 

Unter  eben  dieser  Annahme  für  0^—1  sind  nun,  um  die 
Existenz  und  Natur  noch  anderer  Integralsysteme  zu  unter- 
suchen, die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  in  denen  der  reelle 
Theil  von  a^— 1  negativ  oder  positiv  ist,  und  die  beide  zu 
I.  A.  des  obigen  Satzes  gehören,  indem  die  zu  I.  B.  gehörige 
Annahme  für  das  vorgelegte  Differentiaigleichungsystem  nicht 
statthaben  kann. 

Sei  also 

a)  der  reelle  Theil  von  a^-i  negativ  oder  Null, 

so  ist  aus  den  in  lY.  1.  dieses  Kapitels  gemachten  Aus- 
einandersetzungen ersichtlich,  dass  andere  verschmndende  Inte- 
grälsysteme  als  das  eben  bezeichnete  eindeutige  überhaupt  nicht 
existiren,  da  schon  eine  Differentialgleichung  von  der  Form 

a?  ^  =  At/  +  a:?;  +  (a;,  y)2  H , 

in  welcher  der  reelle  Theil  von  A  negativ  oder  Null  ist,  nur  ein 
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eindeutiges  Integral  und  sonst  keine  anderen  weder  eindeutige 
noch  mehrdeutige  Integrale  besitzt. 

Ist  jedoch 

b)  der  reelle  Theil  von  am—i  positiv , 
so  dass  in  den  Bezeichnungen  des  vorher  bewiesenen  Satzes 
nur  einige  der  A^ ,  ^ ,  . . .  A^»  verschwindende  reelle  Theile 
haben^  dann  gehört  diese  Annahme  zu  den  Ausnahmefallen 
von  I.  A.  und  muss  für  das  vorgelegte  Differentialgleichung- 
system speciell  behandelt  werden. 

Man   erkennt   aber   sofort,   dass,    wenn   man  den  Glei- 
chungen (18)  analog 


(Z   ==  'S^C^^'  ^l+«m-l''lm 

(fll  ,    Vim  =  0,  1,  2,  .  .  .  OO) 

(i^2  7    ^2m  =  0,  1,  2,  .  .  .  Oo) 


(68) 


(^m—1  f    Vm—lm  =  0,  1,  2,  .  . .  Oo) 


mm 


^^    f^m'^mm 


{(^m,    Vrnm  =  0,  1,  2,  .  .  .  Oo) 


setzt,  sich  zunächst  wieder,  genau  wie  dort,  die  Coefficienten 
dieser  Reihen  eindeutig  derart  bestimmen  lassen,  dass  die 
Ausdrücke  (68)  dem  vorgelegten  Differential gleichungsystem 
formal  genügen ;  dann  aber  wird,  wenn  für  alle  ganzzahligen 
jP  und  pr 


'm 


(69) 

ist,  ferner 


mod  [p  +  a,n-iPrr^  >  K 


^1  ;       ^2  ?       •    •    •    y-^m 


völlig  willkürliche  Grössen  darstellen,  und  Jf,  q,  r, ,  rg,  .  .  . 
die  oben  angegebene  Bedeutung  haben,  das  dem  Systeme  (32) 
analoge  Gleichungsystem 
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(70) 


KT,  ^KC,+^x  +  f,x'  +  ^T,+ 


9 
M 


1 
M 


KT.= 


2 


+  -  ic""»-i  Tm+--xT,'\ 


•       ■      • 


+  ^x'^^Tra+^,xT^  + 


m 


Q^i 


M 


M 


KTm  =  KCmX''-'+  ^x  +  ^,x^  +  f~T,+ 


M 


M 


+  i-x''--'Tm+^xT,+ 


m 


9^1 


ZU  Auflösungen  corivergente  Reihen  haben  ^  deren  Glieder 
einzeln  grösser  sind  als  die  Moduln  der  Glieder  der  Reihen 
(68),  und  es  wird  somit  nach  Schlüssen,  welche  völlig  den 
oben  in  Nummer  3.  gemachten  ähnlich  sind,  ersichtlich  sein, 
dass  in  dem  betrachteten  Falle  b)  ausser  dem  stets  bestehenden 
eindeutigen  Integrdlsysteme  für  das  Differentialgleichungsystem 
(66)  noch  eine  unendliche  Anzahl  im  Allgemeinen  nicht  ein- 
deutiger, im  oben  angegebenen  Sinne  für  x  =  0  verschunndender^ 

nach  positiven,  ganzen,  steigenden  Potenzen  von  x  und  x^^~~^ 
entunckelbarer  Integralsysteme  existirt. 

Sei 

IL  am—i  eine  positive  ganze  Zähl, 
so  hat  nach  II.  A.  des  in  der  vorigen  Nummer  bewiesenen 
Satzes  das  Differentialgleichungsystem  (66)  im  Allgemeinen  gar 
kein  für  x  =  0  verschwindendes  eindeutiges  Integralsystem;  ist 
jedoch  in  der  letzten  Gleichung  (66) 

a)  der  Coefßcient  A  der  ersten  Potenz  von  x  gleich  Null, 
so  giebt  es  nach  III.  5.  dieses  Kapitels  unendlich  viele  um 
X  =  0  herum  eindeutige  und  für  diesen  Werth  verschwindende 
Integralsysteme, 

Ist  dagegen 

b)  der  Coeffident  A  der  ersten  Potenz  von  x  von  Null 
verschieden, 

so  würde  diese  Annahme  für  das  vorgelegte  Differential- 
gleichungsystem einen  zu  II.  A.  des  in  der  vorigen  Nummer 
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ausgesprochenen  Hauptsatzes  gehörigen  Ausnahmefall  liefern^ 
indem  das  unendlich  wenig  variirte  Differentialgleichung- 
system auch  mehrdeutige  Integralsysteme  besitzen  wird. 

Beduciren  wir  zunächst  wieder^  wie  durch  bekannte  Sub- 
stitutionen wiederholt  früher  geschehen ,  das  Differential- 
gleichungsystem (66)  auf  ein  anderes^  in  welchem  üm—i  gleich 
der  positiven  Einheit  ist^  setzen  sodann 

(71)  a;  =  a,    x^logx=^ri,    j^  =  g 

und  bilden  wieder  die  nach  positiven^  ganzen  steigenden  Po- 
tenzen von  1^,  rif  ^  fortschreitenden  Reihen 

/72)  1  (f*i;Vll;Vi2  =  0,  1,2,  ...oo) 


so  kann  man  einerseits  genau  wie  oben  wieder  beweisen^ 
dass  man  die  Coefficienten  dieser  Reihen  so  bestimmen  kann, 
dass  die  Ausdrücke  (72)  dem  Differentialgleichungsystem  (66), 
in  welchem  am—\  =  1  angenommen  wird,  formal  genügen, 
andererseits  die  Convergenz  dieser  Reihen  genau  wie  oben 
durch  Vergleichung  mit  m  solchen  Reihen,  welche  die  Auf- 
losungen eines  dem  Systeme  (70)  analogen  Gleichungsystemes 
bilden,  feststellen,  und  findet  somit, 

dasSj  wenn  Om—i  gleich  der  positiven  Einheit  und  A  von 
Null  verschieden  ist,  für  das  Differentialgleichungsystem  (66) 
um  den  Punkt  x  =  0  herum  unendlich  vieldeutige  und  im  Null- 
jyunkte  verschwindende  Integralsysteme  eodstiren,    welche  nach 

positiven  steigenden  ganzen  Potenzen  von  Xy  er  log  Xj  j— -  fort- 
schreitende Beihen  bilden. 


V.  Anfstellnng  der  Kriterien  fiir  die  Eindeutigkeit  der  Integrale 
beliebiger  algebraischer  Differentialgleichnngsysteme. 

I.  Nachdem  wir  schon  am  Anfange  dieses  Kapitels  für 
einige  Fälle  algebraischer  Differentialgleichungsysteme  die 
Natur  der  Integrale   hatten   erkennen   können,   nehmen  wir 
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jetzt  die  Untersuchung  algebraischer  Diflferentialgleichung- 
systeme  beliebiger  Klasse  ganz  allgemein  wieder  auf,  indem 
wir  die  Methoden  entwickeln,  wie  man  für  ein  Diflferential- 
gleichungsystem  der  Form 

— ^ ^7 ^^  =  G^i  (^>  *i>  Vu  •••  yn) 


(1) 


dt^  dx 


dG(x,ti,y,,y^,.,.y^)  dy^ 


dti  dx 


da(x,t„y,,y,,,..y^)  dy^        n   (^  f    .,  «  ^ 


dt^  dx 

worin  t^  eine  Lösung   der  mit  Adjungirung  von  x,  y^,  y^, 
. .  .yn  irreductibeln  Gleichung 
(2)  G(x,  t,  yi,  t/2,  ,'..yn)  =  0 

ist,  die  Existenz  und  Natur  der  in  der  Umgebung  eines 
Punktes  x  =  ^  gültigen  Integralsysteme,  welche  in  diesem 
Punkte  die  willkürlich  gegebenen  Werthe 

yi^-^i;  y2  =  V2y   ' ' '  yn  =  Vn 

annehmen,  bestimmen  kann,  wobei  die  Werthe  der  Ableitungen 
im  Punkte  | 


(dyA  /dy^\         ...(^) 


5 
durch 

bezeichnet  werden  mögen. 

Zunächst  ist  aus  dem  ersten  Abschnitte  dieses  Kapitels 
bekannt,  dass,  wenn  der  zu  dem  Werthesystem 

(3)  0C  =  ^>   yi  =  Vl,    y2^V2>    '"yn  =  Vn 

gehörige  Werth  t,  von  t,  unendlich  gross  ist,  die  reciproke 
Substitution  für  die  Variable  t  die  Untersuchung  auf  tTj  =  0 
zurückführt,  und  wir  dürfen  daher  im  Folgenden  den  zu 
dem  Werthesystem  (3)  gehörigen  Werth  r^  von  ^^  als  end- 
lich betrachten. 

Diflferentiirt  man  nun  die  Gleichung  (2)  nach  a:,  so  er- 
hält man  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (1) 

W  dx  '^  dy^  dG_'^  •"  dy^  dG^'^  dt^    dx  ~  ^  ^ 

dt^  dti 

und  somit  ein  Differentialgleichungsystem  n  +  1*^'  Klasse: 

Eoenigab erger,  Lehrbnch.  27 
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"Vn) 


,c?ö(a:,  t,,y,,  ...y^)dy^        n  f     *  ^ 

dOjx,  t,,y,,  .,,y^)  dt,  ^___^_dG   G^_  öG  Gn 

dt,  dx  dx       dy\  dG       '"       dy„  dG 

dt,  dt, 

mit    der    unabhängigen    Yariabeln    x   und    den    abhängigen 
Variabein  y^y  y^,  -•-yn  «nd   t^,   dessen  Integralaystem   für 

x^i  die  Werthe  J^i  =  «2i ,  y»  =  ^2  ?  •  •  •  y»  =  ^« ;    ^i  =  ^1 
annehmen  soll. 

Da  nun  G  und  G^  ganze  Functionen  der  Grossen  x,  y^ , 
. . .  ^n»  ^1  sind,  so  kann  man  das  System  (5),  wenn  zur  Abkür- 
zung P^,!,,,  ...ly.,*,  mit  (P)o  bezeichnet,  und  die  oben  definirten 
Grössen  H^ ,  Hg ,  . . .  H„  eingeführt  werden,  in  die  Form  bringen 

<«.'.+<'  - » 0,+«.-.'(^l+*.-.>(©.+ •  ■  ■ 


äVx 
dx 


{Gn\+{X- 


l)(^)+(.-.)(tl+(-..)(t)o+- 

+  («'--''-)(äf^)  +  -" 


-(«- 


dx 


,.ra  /8G 


8  /dG     dQ  G, 


3'. 


+ 


ae  G, 


i)i,^dG 

dt. 


( 


+  {x- 
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und  hieraus  folgt  zunächst,  dasSj  tvie  schon  aus  Früherem  6c- 
Jcannt  ist,  wenn  (jr)   ^^^  ^^^^  verschieden  ist,  wegen  der  Ent- 

tvicJcelbarJceit  der  reciproken  Werthe  der  Nenner  der  rechten, 
Seiten  nach  ganzen  positiven  steigenden  Potenzen  von 

^  —  S  7     h  —  '^ij     Vi  —  nu     *  '  '  Vn  —  Vn 

die   Grössen  y^,  . . .  y» ,  t^  in  der  Umgehung  von  x  =  ^  nach 
positiven  ganzen  steigenden  Potenzen  von   x  —  |  entwickelbar 
sind  und  für  x  ==^  ^   die  vorgeschriebenen  Werthe  r^i,  . . .  i/« , 
Ti  annehmen. 
Ist  jedoch 

so  werden  die  Nenner  der  rechten  Seiten  der  Dififerential- 
gleichungen  kein  constantes  Glied  enthalten,  und  die  Diflfe- 
rentialgleichungen  (6)  somit  zu  dem  Systeme  (28)  des  ersten 
Abschnittes  dieses  Kapitels  gehören.  Dort  war  in  Nr.  3 
gezeigt  worden,  dass,  wenn  nur  einer  der  Zähler  des  Diffe- 
rentialgleichungsystems (28)  z.  B.  ra  ein  constantes  Glied 
besitzt,    die   m   Functionen  j/j ,  .  .  .  y«   sich   nach   positiven 

steigenden  ganzen  Potenzen  von  (x  —  |)"  entwickeln  Hessen, 
wenn  der  erste  für  dieses  Werthesystem  nicht  verschwindende 
Differentialquotient  von  x  nach  y«  genommen  der  w*®  ist,  und 
zwar  enthielt   dann  die  Entwicklung  von  ya  —  ria  die  erste 

Potenz  von  (x  —  S)**.  Wenden  wir  dies  auf  das  obige 
Differentialgleichungsystem  (6)  an,  so  folgt, 

dass,  wenn  in  der  letzten  Differentialgleichung  dieses  Systems 
das  constante  Glied  des  Zählers 

w       (!?).+©.".+■ -+©5 

von  Null  verschieden  ist,  sich  y^,  y^,  > » »ynj  t^  nach  positiven 

steigenden  ganzen  Potenzen  von  {x  —  ^y^  entwickeln  lassen, 
wenn  der  erste  für  das  gegebene  Werthesystem  nicht  verschwin- 
dende Differentialquotient  von  x  nach  t^  genommen  der  m^  ist, 

27* 
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Nun  sieht  man  aber  leicht,  dass  vermöge  (7)  nach  der 
Annahme,  dass  l'Jx)  >  "  *  (x^)  endliche  Werthe  haben  sollen, 

(9)  (öi)o  =  (G.)o =  (ö,)o  =  0, 

also  auch 

("»     (t)  -  Ci).— -  ©.- " 

ist,  und  dass  somit,  wenn  x  als  Function  von  t^  aufgefasst 
wird,  wie  sich  sogleich  durch  Differentiation  der  reciproken 
Seiten  der  letzten  Gleichung  von  (6)  ergiebt,  die  Annahme, 
dass  der  erste  für  das  gegebene  Werthesystem  nicht  ver- 
schwindende DiflFerentialquotient  von  x  nach  t^  der  m^  ist, 
mit  der  Annahme  zusammenfällt,  dass 

von  Null  verschieden. 
Somit  folgt 
wenn  in  dem  Differentialgleichungsysteni  (1) 

(")(lf)=(l?)---C??X=»™-(0). 

von  Null  verschieden  ist,  und  es  ist  der  Ausdruck 

nicht  Null,  so  lassen  sich  y^,  y^j  » •  -yn  riach  positiven  steigen- 

den  ganzen  Potenzen  von  (x  —  §)"*  entwickeln  und  nehmen  für 
;z;  =  I  die  Werthe  i^j ,  ti^,  >  - .  rjm  «w. 
Wenn  jedoch 

wird^  wobei  die  frühere  Bedingung 

(13)  GtI-^ 

festzuhalten  ist,  so  geht  das  Differentialgleichungsystem  (6) 
vermöge  (9)  und  (12)  in 
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<'-e(^)+<'.-'(t)+*.-'.'(l|)+- 


dx 


+  (^--''«)(S)o  +  - 


(^-^)(am+^''-^'^ßv^^-->(SU 


+  (^«-'n)(äfl;)„ 


+ 


<-«(^)+<'.-.>(t)+o.-„)(m+ 


(i4)te  = 


+(^»-''-)te)o+ 


(^-^)(|£)+(^-^.)(i;r«l+(-^.)(äfa|l 


+ 


+(^'*-"^«)(Ä;)o+--- 


(^•-5) 


a    /dG  ,   ^ö^    G^i    ,'       ,    cG    Gn 

j~  +  OTT"  öT^  H r 


dx  \  dx       diji    dG 


dy^  dG 


-  («1  -  ^i) 


dx 


_a_/a^    a^^i  dG  Gn 


ä7 


^^  -  ^)  (^)  +  (*^  -  ^^)  (il^)  +  (^^  -  ^^)  (S 


+ 


•     •      • 


+('-''''){^i)+- 


über;  da  nun  die  rechten  Seiten  desselben  für  das  Werthe- 
system  S;  ^i ?  ^2;  •  •  •  ^»;  ^i   ^^®   unbestimmte  Form  —  an- 

nehmen,  so  ist  die  Untersuchung  hiermit  auf  ein  Differential- 
gleichungsystem von  der  Form  (1)  des  IL  Abschnittes  dieses 
Kapitels  zurückgeführt. 

Ist  also  das  Differentialgleichungsysteni  (1),  (2)  vorgelegt, 
und  soll  für  den  Werth  x  =  ^  die  Natur  derjenigen  Integral- 
elemente dieses  Systems  tmtersucht  werden,  welche  für  diesen 
Werth  von  x  die  Werthe  i^i ,  rj2,  -  >  -  rjn  annehmen,  und  deren 
Ableitungen  in  diesem  Punkte  die  endlichen  Werthe  H^,  Hg, 
.  . .  H;j  besitzen,  so  werden 
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1)  wenn  (07-)  von  Null  verschieden  ist, 

Vit  ^2  1  '  • '  Vn  iw  der  Umgebung  von  a;  =  |  nach  positiveti 
steigenden  ganzen  Potenzen  von  x  —  i,  entwickelbar  sein; 

2)  wenn  \jr)  =^  ^  ^*^^ 

V071  Null  verschieden  ist, 

Vi)  Vit  •  •  •  y»  ^^  ^^<^^  positiven  steigenden  ganzen  Po- 

tenzen  von  (x  —  ^Y'  entu/ickeln  lassen,  worin  die  Zahl  m  die 
Ordnung  der  ersten  für  das  Werthesystem  §,  i^i  >  ^2  ?  •  •  •  ^« 
nicht  verschwindenden  Ableitung  von  G  nach  t^  genommen  be- 
zeichnet; 

3)  wenn 

(lf)+Q.".+Q.".+  •+Q."-='' 

ist,  nach  den  in  den  letzten  Abschnitten  dieses  KapiteU  an- 
gegebenen Methoden  das  Differentialgleichungsystem  n  +  1^' 
Klasse (14)  in  den  abhängigen  Variabein  y^,  y^,  . .  ,yn,  t^  und 
der  unabhängigen  Variabein  x,   dessen  rechte  Seiten  für  das 

Werthesystem  §,  ri^,  ...rjn,  ti  die  unbestimmte  Form  ~  an- 
nehmen, in  Bezug  cmf  die  Eindeutigkeit  und  Mehrd^utiglceit  der 
bezeichneten  Integrale  zu  untersuchen  sein. 
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Untersuclmiig  der  Eigenschaften  der  Integrale 
linearer  Differentialgleichnngsysteme  in  der  Um- 
gebung eines  beliebigen  Werthes  der  unabhängigen 

Variabein. 


L  Feststellnng  der  Natnr  der  Mehrdeutigkeit  nnd  Discon- 
tinuität  der  Integralelemeute  beliebiger  linearer  DiiFeren- 

tialgleicliungsystenie. 

Während  es  im  letzten  Kapitel  für  beliebige  algebraische 
Differentialgleichungsysteme  nur  im  Allgemeinen  gelang,  die 
Beschaffenheit  der  Integrale  auch  in  den  singulären  Punkten 
festzustellen,  gehört  es  zu  den  wesentlichsten  Eigenschaften 
linearer  Differentialgleichungsysteme,  dass,  sowie  man  für 
Quadraturen  beliebiger  algebraischer  Functionen  nachweisen 
konnte,  dass  sie  nur  wie  algebraische  oder  logarithmische 
Functionen  unstetig  werden,  auch  die  Integrale  linearer  Diffe- 
rentialgleichungsysteme nur  Vieldeutigkeiten  und  ünstetig- 
keiten  ganz  bestimmt  angebbarer  Art  besitzen. 

1.   Sei  das  homogene  lineare  Differentialgleichungsystem 

%  =  AiVi  +  ^uVi  + h  ^mVn 

(1)  '  "^^ 


dy 

-==Aniyi  +  An^y-i  + h  AnnVn 


,  dx 
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gegeben  y  in  welchem  Aa^  beliebige  Functionen  von  x  be- 
deuten,   so   werden   die  rechten  Seiten  dieses  Systemes  für 

ein  gegebenes  endliches  Werthesystem  von  x,  y^  y^, y« 

offenbar  nur  dann  aufboren  können,  endlich^  stetig  und  ein- 
deutig zu  sein^  wenn  dies  mit  den  Coefficienten  Aaß  selbst 
der  Fall  ist^  und  es  folgt  somit  zunächst, 

dass  für  ein  lineares  DifferentialgleicJiungsystem  sämmüiche 
singulären  Werthe  nur  in  solchen  Punkten  der  Ebene  liegen 
können  y  in  denen  die  Coefjkienten  der  Differentialgleichungen 
aufhören,  endlich,  stetig  und  eindeutig  m  sein. 

Wird  nun  zunächst  ein  Theil  T  der  a;-Ebene  betrachtet, 
in  dem  die  Functionen  Aaß  von  x  eindeutig  sind,  und  geht 
man  von  x  '^  x^  mit  bestimmt  angenommenen  Werthen  eines 
Integralsystems  aus,  so  wird  man,  wie  früher  gezeigt  worden, 
wenn  x  einen  geschlossenen  Umlauf  beschreibt,  der  nicht 
singulare  Werthe,  d.  h.  Discontinuitäten  der  Functionen  Aa^ 
einschliesst,  nach  Xq  mit  denselben  Integral  werthen  zurück- 
gelangen, es  werden  aber,  wenn  singulare  Werthe  umkreist 
werden,  die  Integralelemente  im  Allgemeinen  sich  ändern, 
und  wir  wollen  untersuchen,  von  welcher  Art  diese  Aende- 
rungen  bei  der  Umkreisung  eines  solchen  singulären  Punktes 
sind.  Ist  der  Unendlichkeitspunkt  ein  Eindeutigkeitspunkt, 
und  soll  die  Veränderung  der  Integralelemente  bei  der  Um- 
kreisung dieses  untersucht  werden,  so  setze  man 

1 


woraus  sich 


^  =  T' 


dx  dt      '         '  dx  dt 

ergiebt,  und  es  geht,  wenn  Aaß  als  Function  von  t  aufgefasst 
mit  Aaß  bezeichnet  wird,  das  System  (1)  in 

^y  =  —  t-^Any^  —  i-^A[2y2 ^^^i«y« 


dy 

-^  =  —  fr^Aniyi  —  ir^Än^y^ t-^A'nnyn 

über,  die  Untersuchung  ist  somit  auf  das  entsprechende  Inte- 
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gralsystem  dieses  wiederum  liuearen  Differentialgleichung- 
Systems  in  der  Umgebung  des  Punktes  t  =  0  zurückgeführt. 

Wird  aber  nun  auch  ein  singulärer  Punkt  in  Betracht 
gezogen^  für  welchen  die  Functionen  Aaß  vieldeutig  sind,  so 
lässt  sich  für  den  Fall,  dass  keiner  dieser  Coefficienten  in 
diesem  PunJcte  unendlich  vieldeutig  ist,  die  Untersuchung  auf 
den  Fall  der  Eindeutigkeit  jener  Functionen  zurückführen; 
denn  werde  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  aller  Cyclen, 
welche  die  Functionen  Aaß  in  dem  betrachteten  Punkte  a 
besitzen,  mit  m  bezeichnet,  so  wird  die  Substitution 

(x  —  a)"*  =  5     oder    a;  =  6"*  +  a 

die  Coefficienten  Aaß  offenbar  in  solche  von  |  abhängige 
Grössen  Aaß  verwandeln,  welche  bei  einer  einmaligen  Um- 
kreisung des  Nullpunktes  unverändert  bleiben,  also  für  £  «=  0 
eindeutig  sind,  und  es  wird  das  Differentialgleichungsystem 
(1)  vermöge  dieser  Substitution  die  Form  annehmen: 

^  =  m5'»-i^nt/i  +  m5'»-M'i2y2  H h  nhl'^'"^ Ä^Vn 

^A  =  m^"^-'Any,  +  mg— ^  ^222/,  +  •  •  •  +  m^^-^ÄtnVn 


worin  sämmtliche  Coefficienten  in  |  =  0  eindeutig  sind. 

2.    Seien  nun  die  Elemente   eines  Fundamentalsystems 
von  Integralen 

iVii    2/12  ••  •  ym 


(2) 


•     •     • 


ynl      yn2    •    •    •    J/nn; 


und  lassen  wir  die  Variable  x  den  singulären  Punkt  a  um- 
kreisen, in  welchem  die  Coefficienten  Aaß  eindeutig  sein 
sollen,    so    werden    nach    den   Untersuchungen    des   dritten 


(4) 
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Kapitels  die  Werthe,  in  welche  die  in  (2)  bezeichneten  Func- 
tionen übergehen, 


(3) 


yn    yi2 

2/21       2/22 


J/l» 
yL 


ynt       2/n2 


ynn 


wiederum  Integrale  von  (1)  sein,  und  zwar  wieder  ein  simul- 
tanes Fundamentalsystem  solcher  Integrale  bilden,  so  dass, 
wie  oben  gezeigt  worden, 

J/ll  =  «112/11+ «21  !/2lH h«/il2/«lj  .•.2/i«=«llJ/l«  +  «2iy2«H h^nlVnn 

2/21  =  «12j/ll+«22  2/2lH |-««22//il,  •••2/2«  =  «12^1»  +  «22y2«H f"  ««22/«»i 

2/»l  =  «l«2/ll  +  «2»2/2lH |-««»2/«l;  ••.2/nn  =  ai»2/i»+«2«2/2«H |-«»«y««; 

und  die  Determinante 


(ö) 


E  = 


«11 

«21 

•        • 

.    «»1 

«12 

«22 

•        • 

.    ««2 

«1« 

«2« 

• 

•    «n« 

von  Null  verschieden  ist.  Weiss  man  nun,  worin  jedes  Ele- 
ment des  Integralsystems  (2)  übergegangen  ist,  so  ist  auch 
bekannt,  wie  sich  jedes  Element  irgend  eines  anderen  Integral- 
systems bei  der  Umkreisung  des  Punktes  a  ändert;  denn 
werde  dieses  mit  w^ ,  tt^,  ...  w«  bezeichnet^  so  ist 


(6) 


tfi 


u. 


Si2/ii  +  hyh  + 

6l2/l2  +   ^2  2/22  + 


+  S«2/«i 

+  SnJ/n2 


Wn  ==  ii2/l»  +  S22/2«  +  •  •  •  +  Lynn, 


worin  |^ ,  Ig ,  ...  5»  Constanten  bedeuten,  und  es  gehen  daher 
nach  (4)  t^j,  U2,  ...  tin  bei  einer  Umkreisung  des  Punktes  a 
über  in 
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(7) 


+  §«(ai«yiiH f-  a»«J/«i) 

oder,  wenn 

«2i5i  +  «^2^2  H h  «2«S»  =  Xg 


gesetzt  wird,  in 

^  =  ■3^1^12  +  ^•>y22  +  • h  ^ny«2 


(9) 


Wir  wollen  nun  die  constanten  Grössen  gj ,  g^ ;  •  •  •  I    so 
zu  bestimmen  suchen,  dass 

(10)  Wi  =  OWi,      «2  =  01^2,       .    .    .    «*n  =  ßJW» 

ist,  worin  cd  eine  zu  bestimmende  Constante  bedeuten  soll. 
Da  aber  aus 

(11)  Xiyia+X^y2a+-+Xnyna  =  (X>{^iyia  +  ^2y2a-\ hl»J/««)> 

weil  yia,  y2a,  -»»yna  Elemente  eines  simultanen  Fundamental- 
systems sind,  also  zwischen  ihnen  für  a  =  1,  2,  . . .  n  keine 
homogene  lineare  Relation  mit  constanten  Cpefficienten  statt- 
finden darf,  folgt,  dass 

(12)  Xi  =  ©li,    X2  =  ogg;     .  .  .  X„  =  a)g„ 

sein  muss,  so  ergiebt  sich  aus  (8),  dass  1^ ,  I2 ;  •  •  •  In  durch 
die  n  Gleichungen  bestimmt  sind: 

(«11  —  a))gi  +  «isla  + h  «i«5«  ==  0 

«21  Si  +  («22  —  ^)^2  H h  «2«Sn  *=  0 


(13) 


«nlli  +  ««2^2  +  •  •  •  +  («nn  —  G>)  |/i  =  0  , 
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und  dass  daher  <o  eiue  Lösung  der  Gleichung 


(14)  S(<o)  = 


CC^l  —  CO       Ofj2 *•    ^1» 

^21  ^22  CJ    .    .    .    (X2n 


=  0 


«nl  «n2 CCnn  —  © 

ist;  man  nennt  diese  Gleichung  die  zum  FunMe  a  gehörige 
Fundamentalgleichung. 

Jede  Lösung  dieser  Fundamentalgleichung  wird  aus  (13) 
ein  System  von  Werthen  für  1^,  §2?  •  •  •  S»  liefern,  und  so- 
mit nach  (6)  im  Allgemeinen,  wenn  nämlich  alle  diese  n 
Läsungen  von  einander  verschieden  sind,  n  Werthesysteme  von 
Wi,  U2,  ...Wn;  welche  nach  (10)  die  Eigenschaft  haben,  bei 
einer  Umkreisung  von  a  in  Werthe  überzugehen,  die  von  den 
Ausgangsintegralen  um  denselben  Factor  o  verschieden  sind*). 
Da  die  Determinante  B  der  Gleichung  (5)  in  Folge  der  An- 
nahme des  simultanen  Fundamentalsystems  von  Integralen 
von  Null  verschieden  ist,  so  darf  keine  der  Lösungen  der 
Gleichung  (14)  verschwinden;  setzt  man  daher 

(15)  o  =  e«'*«», 

und  legt  dem  r  einen  der  unendlich  vielen'  und  um  ganze 
Zahlen  verschiedenen  endlichen  Werthe  bei,  welche  diese 
Gleichung  befriedigen,  so  werden  die  Functionen 

Uj^{x  —  a)""**,    u^{x  —  «)"'";    .  .  •  ^n{^  —  o)'~'' 

in  der  Umgebung  von  a  eindeutig  sein,  da  jede  der  w-Grössen 

bei  der  Umkreisung  von  a  den  Factor  e^'*'**  und  (x  —  a)""'" 

den  Factor  e~^^^'  annimmt. 

3.    Zunächst  ist  es  aber  wichtig  zu  erkennen, 

dass  die  Gleichung  (14)  d.  h,  deren  Coefficienten  unabhängig 

sind  von  der  Wahl  des  Fundamentalsystems  (2),  zu  denen  die 

Grössen  a^  wesentlich  gehörten. 

*)  Hat  die  Gleichung  (14)  eine  r*®  Einheitswurzel  s  zur  Lösung, 
so  dass 

wird,  80  wären  diese  Integralelemente  Functionen,  welche  nach  r  Um- 
kreisungen des  Punktes  a  wieder  denselben  Werth  annehmen,  also  die 
Natur  algebraischer  Functionen  haben. 
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Denn  wählt  man  irgend  ein  anderes  simultanes  Funda- 
mentalsystem von  Integralen 


r^ii   Vi2 


(16) 


•    •    • 


Vln 


Vnl       Vn2 


V 


nn  ; 


welches  bei   einer  Umkreisung  von  a  in  das  Fundamental- 
system 

IVn     Vi2  •  •  •  Vin 
(17) 


Vnl       Vn2 


n 


nn 


übergehen  möge,  so  dass  den  Gleichungen  (4)  analog 

in^^=ßnn\i-\'ßnn2i-V"'+ßninniy'''n^n=ßnnin-\-ß2i^^^ 

+ßntn^ 


(18) 


\nn 


Vnl=ßlnVn  +/^2/i^21  H hßnnVnl  j  •  •  •  Vnn^=ßlnVln'\-ß2nV2n'\' 

+ßnnV^ 


nn 


ist,  und  wiederum  die  Determinante 


(19) 


P  = 


^11       A2    •    •    •    ßln 
Pil       P22    •    •    •    r2n 

ßnl      Pn2    •    •    •    Pnn 


von  Null   verschieden  ist,   so  wird   der  Gleichung  (14)  ent- 
sprechend die  zum  Punkte  a  gehörige  Fundamentalgleichung 


(20)   r(o)  = 


Pit  —  0»     ßn 
Pai  P28 


.  .  .  .   ^1» 

03   .    .    ,    /32» 


=  0 


ßnl  /3„2    ......     jSnn  —  ö 

lauten,  und  es  ist  die  Identität  der  Gleichungen  (14)  und  (20) 
nachzuweisen.  Da  aber  die  Elemente  (2)  ein  Fundamental- 
system bildeten,  so  wird 
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(21) 


+  Cniynn 

^2l=^l2yIl+^22J/2l^ — h^/i2y«i,...^2«=c,2yi«+c22y2«+ 

+C«2t/, 


'na 


1?«l=Ci„J/,i+C2«J/2lH {-CnnVnl^  '"Vnn^=Cinyin+C2ny2n  + 

~|^«»3/»ii  y 


worin  die  Determinante 


(22) 


C  = 


'1 1        ^21 


c 


12       ''22 


^«1 
Cn2 


Cin       C2n 


'nn 


von  Null  verschieden  ist,  und  somit  einerseits  aus  (18)  und  (21) 
iVn  ==  (/^ii^ii  +  fti^i2  H f-  ßni€in)yn 

+  (ßnC21  +  /*21^22  H 1-  ßnlC2n)y21  + 

+  (/^ll^^l  +  i'2lC»2  +   •  •  •   +  ßnlCn^ym 

(23) 

V«l  =  (/^in^ll  +  /'2«C,2  H h  ßnnCln)yii 

+  (/*1«^21  +  ^«^22  H h  ßnnCinyyn   + 

+  (ßlnCnl  +  /52/iC„2  +  '  •  •  +  /5«i|C„n)j/«i 


und  die  ähnlich  gestalteten,  andererseits,  weil  das  Gleichun 
System  (21)  für  eine  Umkreisung  von  a  die  Beziehungen 


er. 


(24) 


^12il=C-nyu+C2it/2lH |-^»ilJ/«l?---Vl«=*^liyin+C2iy2«+- 

+  <?niyin 
^21=Ci2j/il+C22y2lH f-^/»2ynlj..-1?2«  =  Ci2j/i»+C22y2»+' 

+c„2yi, 


'NM 


'?nl=Cl»yu+C2«y2»H f-^nnJ/nl,...'»?'a»=Cjnyu+^2nJ/2;*  + 

+  C«nJ/« 

liefert,  vermöge  (4)  die  Gleichungen 


fnn 
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(25) 


/1?11  —  (Cu«ll   +^21  «12  +  •• 

•  +  Cniau)yn 

+  (^lff2l   +^2ia22  +  - 

'  •  +  CnlCC2n)y21  +  '  ' 

+  (Cn^nl  +  C^iCCn2  +  ' 

'  '  +  Cniann)ynl 

Vnl  =  (CinCCii  +  ^2«  «12  +  * 

•  •  +  c»»ai«)yu 

+  (^1»«21   +  C2n(X22  +  '  ' 

•  •  +  CnnCCin)y2i  +  '  * 

+  (CinCCni  +  C2n(Xn^  +  ' 

••  +  Cnn«nn)ynl' 

Vergleicht  man  nun  die  Systeme  (23)  und  (25),  so  folgt, 
weil  zwischen  den  j/it,  ^2*,  • . .  ^n*  keine  homogene  lineare 
Relation  stattfinden   darf,  dass  für  Ä  =  1,  2,  ...»  die  Be- 


ziehungen bestehen 


(26) 


+  ßnlCkn  =  ^U 

Gi2^kl  +  ^22«*2  H h  Cn2Kkn  =  ß^^kl  +  /?22^*2  H 

+  ßn2Ckn  *=  ^2* 


^In  «kl  +  C2«ax2  H 1-  CnnCCkn  =  ßinCkl  +  ßn2Ck2  H 

"T"  r«»  ^*»  ^^^  ^w*  ? 

und  bildet  man  nun  die  beiden  Determinantenproducte 

G.S((o)     und     C.T(a>), 

so  folgt  aus  dem  bekannten  Multiplicationsgesetz  der  Deter- 
minanten 

(27)  C.S((o)  =  C.T(o)  = 

^11   —  ^11  ß'       ^12  —  ^21^    •    •    •    ^1«  —  Cnl(0 
^1    —   ^12^       ^22  ^22®    .    .    .    ^2^  €n2G) 

Inl  —  CinCS       Xn2  —  C2«CD  .    .    .  Xnn  —  C»nß> 

und  es  haben  somit  die  "beiden  Gleichungen  (14)  und  (20)  die- 
selben Losungen,  sind  daher,  was  bewiesen  werden  sollte^  iden- 
tisch und  unabhängig  von  dem  simultanen  Fundamentalsysteme 
von  Integralen,  von  welchen  man  zur  Herleitung  der  mm  Punhte 
a  gehörigen  Fundamentalgleichung  ausging. 


432 


Sechstes  Kapitel. 


4«  Nachdem  der  invariante  Charakter  der  zn  den  singo- 
lären  Punkten  gehörigen  Fondamentalgleichnngen  erwiesen  ist^ 
soll  zuerst  der  Fall  untersucht  werden,  in  welchem  die  Losungen 
der  Fundamentalgleichung  (14)  sämmtlich  verschieden  sind. 

Seien  dieselben 


o 


1 1 


(O 


2  7 


O 


»7 


und  die  vermöge  (13)  und  (6)  dazugehörigen  Integralsjsteme 


(28) 


Wji       ^22    .    .    .    U2h 


Uni       Un2 


U 


nn  } 


SO  ist  zunächst  leicht  einzusehen;  dass  das  Integralsystem  (28) 
auch  ein  simultanes  Fundamentalsystem  von  Integralen  bildet; 
denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  bestünden  also  die  Beziehungen 


worin  A^ ,  /Cg ,  . .  .  Ä;«  Constanten  bedeuten ,  so  würde  sich 
durch  successive  Umkreisung  des  Punktes  a  zur  p*®°  Gleichung 
von  (29)  das  Gleichungsystem  ergeben 

ÄjOi  Wi^  +  Ä2CJ2  «2^  H h  ^««»n  «n(.  =  0 

/<JlCöl*Wi^  +  h^2^^2Q  -| +  AjnOn^tl«^  =  0 

(30) 


(für  9  =  1,  2,  ...  w), 


=  0 


woraus 


(31) 


1  .  .  .  .  1 


CDt  (Oq     .    .    .    G)n 


CD 


^  (O2    *    *    .    (On 


1  2s  n 


=  (cö,  —  02)  (ß>i  —  o^s)  •  •  • 

(<ö»-i  —  o«)  =  0 
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folgen  würde,  was  wegen  der  Verschiedenheit  von  o^,  Og? 
.  ..On  unmöglich  ist;  wenn  somit  die  Lösungen  der  Gleichung  (14) 
sämmtUch  verschieden  sind,  so  bilden  die  aus  den  Gleichungen 
(13)  und  (6)  hervorgehenden  Integralsysteme  der  u  ein  simtd- 
tanes  Fundamentalsystem, 
Setzt  man  nun 

(32)  cöi  =  e^'-^^S     cDg  =  e2r.^%     .  .  .  c?^  =  c^'*«^», 

worin  die  Differenz  je  zweier  der  r  weder  Null  noch  eine 
ganze  Zahl  sein  kann,  da  die  co  sämmtlich  verschieden  sein 
sollten,  so  erhält  man  init  Hülfe  der  oben  gemachten  Be- 
merkung den  folgenden  Satz: 

Zu  jedem  singulären  Punkte  a,  dessen  Fundamentalgleichung 
nur  verschiedene  Lösungen  co^,  Og ,  . . .  cö»  besitzt,  gehört  ein 
simultanes  Fundamentalsystem  von  Integralen 

11  12    •    •    •    U\fi 

^21       ^'22    •    •    *    ^'2n 


Uni       Un2    •    •    •    W«« , 

dessen  sämmtliche  Elemente  mit  Potenzen  von  x  —  a  multiplicirt 
in  der  Umgebung  von  a  eindeutig  werden,  so  dass,  wenn 

(^^)^i^''S^i  =  r,,     2^1og«,==r2,    .  .  .  ^log(D„  =  r„ 
gesetzt  wird, 

U2i  =  {x  —  a)'''^g>2l     ^22  =  (^ ^Y""  9^22  ••  •  W2n  =  (^ «)''^  9>2n 


(34) 


Unl^==(x  —  aynq)ni    Un2='{p0—ayn(pn2  •  •  •  «^nn  =  (^— öt)'*«g)„„ 


ist,  worin  die  (faß  in  der  Umgebung  von  a  eindeutige  Functionen 
darstellen,  die  sich  also  in  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen 
von  (x  -^  a)  und  (x  —  a)~^  fortschreite^xde  Reihe  entwichein 
lassen. 

5.  Seim  nun  die  Lösungen  der  Fundamentalgleichung  auch 
vielfache,  und  sei  z.  B.  (o^  eine  A-fache  Lösung,  so  giebt  es 
also  jedenfalls  ein  Integralsystem  Wj,  u^,  . . .  w«,  für  welches 

Koenigsberger,    Lehrbuch,  28 
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(35)        Uli  =  CDjMii ,     wia  =  <ö,Wi2  >     •      •  "i«  ==  OiWi» 

ist.  Dann  kann  man  aber  in  dem  simultanen  Fundamental- 
System  (2)  die  erste  Horizontalreihe  durch  i/,j ,  w,2 ,  ...  «i^ 
ersetzen^  und  es  ist  offenbar  auch 


(36) 


/Mji       Mj2    .    .    .    «i„ 


^21       2/22    •        •   2/2« 


J^nl       2^«i2 


» 


nn 


(39) 


ein  simultanes  Fundamentalsystem  von  Integralen;  denn  da 
man  in  den  Gleichungen  (13)  den  zu  cd^  gehörigen  Werth 
von  li  von  Null  verschieden  wählen  kann,  so  würde  eine 
homogene  lineare  Relation  von  der  Form 

(37)  ÄiMu  +  ^2^21  H h  *ny«i  =  0 

zusammengestellt  mit  der  ersten  der  Gleichungen  (6) 

Wii  =  iiVu  +  ^2^21  H S»yni 

die  Relation 

(38)  Jc^^^Vn  +  (Ä^ife  +  ^2)^21  +  •  •  •  +  (^1 1-  +  *«)y»i  =  0 , 

also  eine  nicht  identische  homogene  lineare  Relation  zwischen 
entsprechenden  Elementen  eines  simultanen  Fundamental- 
systems liefern^  was  nicht  sein  darf.  Lässt  man  nun  das 
simultane  Fundamentalsystem  (36)  sich  um  a  bewegen,  so  folgt 

Wil==O^Mil  ,   U12  =  C3iWj2  j    .  •  •  Win  =  ß>iWia 

y2i=ai2Wii4-a22y2i-l — h««2yni,...y2»=ai2Wi»+«22y2«H h««2y«i, 

und  somit  die  zugehörige  Fundamentalgleichung 


(40) 


Ol   —  CJ 

0 
0 

0 


a 


12 


a 


22 


a 


?2 


<^n2 


....    «In 
CO  .    .    .    a2n 

....    «8« 


a«n  —  CD 


'»n 


0, 


J 
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die  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  dieselben  Losungen 
haben  muss  wie  die  Fundamentalgleichung  (14),  und  da  (40) 
in  »1  —  o  mal  der  Determinante 


(41) 


a 


22 


a 


32 


(O       CC^^ «2« 

Ä33  O  .    .    .    CC^n 


a 


CD 


0 


«n2  «ä8 

zerlegbar  ist,  ausserdem  (14)  die  Lösung  o^  A-fach  enthalten 
sollte,  so  muss  die  Gleichung  (41)  die  Lösung  o^  noch  X  —  1- 
mal  besitzen;  es  lassen  sich  somit  die  linearen  Gleichungen 
auflösen 

«22^2  +  ^28-^3  +  *  •  •  +  «2«^»  =  Ol^2 
^82^2  "1"  «33-^3  +  •  •  '  4"  «3n-Xn  =  O^Xg 


(42) 


€Cn2^2  +  ««3X3  +  •  •  •  +  «nnX„  =  «iX«, 

und  wenn  man  daher  setzt: 

W2I  =  ^2^21  +  ^3^31   + h  ^nVnl  , 

(43)  

U^n  =  X2y2»  +  XsJ/s»  +  •  •  •  +  Xnynnf 

so  wird  für  eine  Umkreisung  yon  a  sich  nach  (39) 

(44)  M2^  =  X^ia^^Ui^  +  «22^2^  H f-  «n2j/n^) 

+  ^sC^lS«*!?  +  «23^2^  H h  «nsy«^)  +  * 

+  X„(ai„ni^  +  CC2ny2Q  H h  CCnnyno)  y 

oder 

(45)  M2^  =  («12^2  +  «J3^3  H h  CCinXn)Ui^ 

+  («22^2  +  «23^3  H h  CC2nXn)y2Q  +  ' 

oder  nach  (42) 

^2^  =  («12^2  +  «13^3  +  •  •  •  +  «lnX„)Wi^ 

+  (Ot{X^y2Q  +  Xgj/s^  H h  X„y„^) 

ergeben,  und  somit  vermöge  (43) 


oder 


28* 
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?<2o  =  «21  ^^1^  +  Cl  ^^«e 

sein,  worin  cögi  ^^^^  Constante  bedeutet,  so  dass  das  Int^gral- 
system 


u 


21 


^22    •    •    •    ^*2» 


bei  einer  Umkreisung  von  a  die  Werthe  annimmt: 

(46)        U21  =  €021^,1  +  O1W21  ,       «^'22  =  «»21  ^12-+  ®1^22  >    •  •  • 

und   man  sieht  genau  wie  vorher,    dass   auch  das  Integral- 
system 


u 


11 


u 


21 


Wjj2    •    •    •    ^^2» 


2/31       2^32    •    •    •    y^n 


Vnl      Vni 


y 


nn 


ein  simultanes  Fundamentalsystem  von  Integralen  sein  wird. 
Schliessen  wir  so  weiter,  so  erhalten  wir  den  folgenden  Satz: 
Wenn  ca^  eine  X- fache  Wurzel  der  zum  Punkte  a  gehörigen 
Fundamentalgleichung  ist,  so  existirt  eine  Gruppe  von  X  Integral- 
Systemen 


(47) 


'Wjj       Mj2    •    •    •    ^1« 


U21       U22    •    •    •    U2n 


iw, 


u. 


U- 


welclie  hei  einher  UmJcreisung  von  a  die  Werthe  annehfnen 

U2q  =  «21  Wl^  +  G>i%^ 
(48)  {Us^  =  ^»31^*1?  +  G>32^2^  +  ß^l^S^ 


wenn  nun  die  m  verschiedenen  Wurzeln  der  Fundamental- 
gleichung mit  o, ,  02,  .  • .  cdto  bezeichnet  werden,  und  ca^  X^- 
fach,  02  X^'fach,  . . .  o^  Xm-fach  vorkommt,  so  tcird  man  t» 
sölchefr  Integralgruppen  (48)  bilden  können,  somit 
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^  +  ^2  +  •  •  •  +  ^m  =  W 

Integralsysteme  erhalten,  welche  zi^sammen  ein  simultanes  Fun- 
damentälsystem  von  Integralen  des  vorgelegten  linearen  Diffe- 
rentialgleichungsystems  bilden  werden;  wenn  die  Grössen  oDaß 
nicht  verschwinden,  so  darf  man  nach  (42)  mUkürliche  Werthe 
für  dieselben  annehmen. 

6.  Daraus  wird  man  aber  leicht  die  Beschaffenheit  der 
Integralsysteme  in  der  Umgebung  des  singulären  Punktes  a 
für  den  Fall  der  vielfachen  Losungen  ermitteln  können. 

Betrachten  wir  nämlich  eine  z.  B.  durch  die  Gleichuugen 

(48)  dargestellte  Gruppe  von  Integralsystemen,  so  ist  zu- 
nächst klar;  dass,  wenn 

(49)  Ol  =  e^'-i^' 
gesetzt  wird,  nach  Früherem 

(50)wii  =  (a; — a)'"*9'ii,  '^u^^—c')'''9ny  ''*^in={x—ay^(pin 
ist;  worin  (p^^,  ...  q)in  nach  ganzen  positiven  und  negativen 
Potenzen  von  x  —  a  fortschreitende  Reihen  bedeuten. 
Stellt  man  nun  die  Beziehungen 

zusammen,  so  folgt 

(52)  (M  =  --  +N5 

da  aber  die  Function 

bei  einer  Umkreisung  von  a  auch  um 


Ol 


zunimmt,  so  wird  die  Function 

(54)  %  _  _L  ?!iL  iog(a;  -  a)  ==  A, 

eine  um  a  herum  eindeutige  Function  vorstellen,  also 

(55)  W29  =  (a;  —  ay^  <ptg  f^^  +  äii  ^T  ^^ ""  ^^''  "^'^  ^^^  ^^  ~  ^^ 
oder  wenn 
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(56)  <pi^  /2^  =  q>,^, ,     ^.  ""^^  91^  =  q)['^ 

gesetzt  wird,  worin  sich  <p^^^  vofi  91^  nur  um  einen  constanten 
Factor  unterscheidet, 


(57) 


«üi  =  (a;  —  aY'  (g)g,  +  9«  log(a;  —  a)) 
«28  =  (a;  -  ö)--' (9)jg  +  g)<i>  log  (a;  -  a)) 


sein,  worin  sämmtliche  ^jp-Functioneu  wieder  den  früher  an- 
gegebenen Charakter  haben. 

Stellen  wir  aus   dem  Systeme  (48)   die  Gleichungen  zu- 
sammen 

(58)  {   , 

so  folgt 

oder  nach  (54)  und  (56) 

bildet  man  aber  die  Function 

(61)  A^^  [log  {x  —  d)Y  +  *3^  log  (a;  —  a)  =  F»^ , 

worin  ^3^  eine  zu  bestimmende  Constante,  'f^^  eine  noch 
näher  anzugebende,  in  der  Umgebung  des  Punktes  a  ein- 
deutige Function  von  x  ist,  so  wird  Fzq  bei  einer  Umkreisung 
von  a  in 

(62)  Az^  [log  (a;  -  a)  +  2^^]^  +  ^3^  [log  (rr  -  a)  +  2;ri] , 

übergehen,  also,  wenn  F%^  die  veränderte  Function  bedeutet, 

(63)  i^3p  «=  —  47t^As^  +  2 ÄZ>3^  +  4:nji -^s^  log  (a?  —  a)  +  2^s^ 

sein;  wenn  nun  in  der  Gleichung  (61)  ^3^  und  ^3^  so  ge- 
wählt werden,  dass 
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(64) 


oder 


(65) 


AjtiAsq 

27Cta)i* 

in^^Asq 

+  2ä*>3^  = 

»31 

©1 

+ 

<Ö38 

'P2Q 

Asg  — 

0»32<»2t 

2g)i 


ist;  SO  werden  nach  (60)  und  (63)  die  Functionen 


u 


Sf  und  F^ 

bei  der  Umkreisung  des  Punktes  a  dieselbe  Veränderung  er- 
leiden;  und  somit 


(66) 


u 


u 


^-F^  =  0 


1? 


»? 


'8? 


eine  in  x  =  a  eindeutige  Function  sein;  es  ist  daher  nach 
(61)  und  (63) 

(67)  «3,=(a;-«)'.g>x,{*..+  f"-,:-;/""-  +  ^  ^)l«g(— «) 


(Ogg  (ÜJI 


*r^     8 


Sä'Oi 


[log  (a:  -  a)] 


2 


oder 


(68)  «3,  =  (x-  a)^.  { 9>,^  +  9«  Iog(a;  -  a)+()pW  llog {x-a)f } , 

worin 

(69)  g>W=^Aq>^^  +  B<p,^,     g>'^  =  Ctp,, 

ist,  wenn  Ä,  B,  G  Constanten  bedeuten,  q>^^^  sick  somit  von 

q)iQ  nur  um  einen  constanten  Factor  unterscheidet  und  q)^^^  eine 

homogene  lineare  Function  von  91^  und  q)^^  ist 

Wir  erhalten  somit  für  die  dritte  Elementenreihe  simul- 
taner Integrale  die  Formen: 

lu,,  =  (x-ay^[(p^,  +  (p(^^\og(x-a)  +  (p[\^[\og{x--a)f) 


(70) 


Ji3n^{x--ay^{q),n+g>^^^\og{x-a)  +  (p^^[log(x-a)f) 
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Fahren  wir  in  diesen  Schlüssen  fort,  so  erhalten  wir 
den  folgenden  Satz: 

Wenn  to^  eine  l-fache  Wurzel  der  Fundamentälgkichung 
isty  SO  wird  eine  Gruppe  von  A  Integralsystemen  existiren,  welche 
die  durch  die  Gleichungen  (48)  ausgedrücJcten  Eigenschaften  be- 
sitzen und  welche,  wenn 

gesetzt  wird,  in  die  Form  gebracht  werden  können 

UiQ  =  (x  —  aY^  ffio 

U20  =  (^ — cf)''  { 92Q  +  9iy  log  (^  —  öt) } 

WS,  =  ix^  a^  { <P^,  +  q>%  log  (x-a)  +  q>f)  [log  {x  -  a)f  ] 

u^n=^{x  —  ay^[(p^^  +  (p(^pog{x—a)  +  (p^l)l^^^ 

+  9)(3)[log(a;~a)p} 


(71) 


l 


\  =  (x—ay^  [  q>^^^  +  q>^]_Jog(x  —  a) 

V9i%[log(^-a)r+--- 
+  (|p(^-i)[log(^-a)y-i}, 

worin  sämmtliche  q) -Functionen  in  der  Umgebung  von  x  =  a 
eindeutige,  nach  ganzen  positiven  und  negativen  Potenzen  von 
X  —  a  entwichelbare  Reihen  bedeuten,  von  denen  jede  der  Func- 
tionen (p^^^   eine  homogene  lineare  Function  der  Grössen  91^, 

92,  j  • .  •  <PaQ  f^it  Constanten  Coefßcienten  ist,  die  Functionen 
fpii)  ^  q)i2)  ^     _,  9?$i""^^  sich  nur  um  einen  constanten  Factor  von  q)^ 

unterscheiden,  und  die  Coefficienten  der  höchsten  logarithmischen 
Glieder  eines  jeden  Integralsystems  wieder  ein  Integralsystem 
und  zwar  mit  den  Elementen  (50)  bilden.  Zugleich  zeigen  die 
Beziehungen  (48),  dass  die  Integralelemente  je  einer  Gruppe  bei 
einer  Umkreisung  des  singulären  Punktes  a  in  homogene  lineare 
Functionen  von  Integralelementen  übergehen,  welche  wieder  nur 
Elemente  eben  dieser  Gruppe  bilden. 

Man  kann  nun  noch  die  Gruppe  der  zu  einer  vielfachen 
Wurzel  der  Fundamentalgleichung  gehörigen  Integralsysteme 
(71)  in  Untergruppen  sondern  von  der  Eigenschaft,  dass  die 
Elemente  einer  jeden  Untergruppe  bei  Umkreisung  des  singu- 
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lären  Punktes  nur  in  lineare  homogene  Functionen  von  ein- 
ander und  zwar  genau  von  der  Form  (48)  übergehen,  so  dass 
auch  wieder  die  den  Gleichungen  (71)  entsprechenden  Inte- 
gralformen für  jede  Untergruppe  für  sich  existiren,  während 
die  Untergruppen  mit  einander  in  keinem  Zusammenhange 
stehen^  und  die  Relationen  zwischen  den  Coefficienten  der 
mit  Logarithmen  behafteten  Glieder  immer  nur  innerhalb  der 
Functionen  einer  solchen  Untergruppe  stattfinden;  ist  o^  die 
oben  als  X- fache  Lösung  der  Fundamentalgleichung  bezeichnete 
Grösse,  und  sind  sämmtliche  Unterdeterminanten  n  —  1*®'  Ord- 
nung durch  (ö  —  fl>i)^~^>  sämmtliche  ünterdeterminanten  n — 2*®' 
Ordnung  durch  {co  —  »i)^""^,  «*•  s,  w.y  endlich  alle  Unterdeter- 
minanten w  —  fi  +  1*®'  Ordnung  durch  co  —  o^  theilhar,  wahrend 
nicht  alle  Unterdeterminanten  n  —  ^*®'  Ordnung  für  ci  =  coi 
verschwinden,  so  wird  die  eine  zur  k-fachen  Lösung  (Oi  gehörige 
Untergruppe  aus  ^  Elementen  von  Integralen  der  eben  bezeich- 
neten Art  bestehen,  u.  s.  w.  — 

wir  wollen  jedoch  auf  diese  angegebene  Zerlegung  in 
Untergruppen  hier  nicht  näher  eingehen. 

Es  mag  endlich  noch  bemerkt  werden^  dass  diese  Resul- 
tate nicht  erst  für  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung 
höherer  Ordnung  von  der  Form 

besonders  ausgesprochen  zu  werden  brauchen^  da  sie  sich 
durch  Reduction  dieser  auf  ein  lineares  Differentialgleichung- 
system  w*®'  Klasse  unmittelbar  ergeben. 


n.   lieber   die   regulären   Integrale   linearer   Differential- 

gleichnngsysteme. 

Wir  wollen  uns  im  Folgenden  mit  derjenigen  speciellen 
Gattung  linearer  Differentialgleichungsysteme  beliebiger  Klasse 
beschäftigen,  deren  Coefficienten  in  der  ganzen  Ebene  ein- 
deutige Functionen  von  x  sind,  und  für  welche  alle  Integrale 
für  jeden  singulären  Punkt  a  die  Eigenschaft  haben,  endlich 
zu  werden,  wenn   sie  mit  einer  passenden  endlichen  Potenz 
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von  X  —  a  multiplicirt  werden,  und  ebenso  für  x  =  oo  nicht 
unendlich  werden,  wenn  man  sie  mit  einer  bestimmten  Potenz 

von  —  multiplicirt. 

1.  Wenn  jedes  mm  singulären  Punkte  x  =  a  gehörige 
simultane  Integrdlsystem  die  Eigenschaft  hat,  dass  seine  Ele- 
mente mit  einer  endlichen  bestimmten  Potenz  von  x  —  a  multi- 
plicirt für  X  =  a  endlich  werden,  so  sollen  die  zu  diesem  Punkte 
gehörigen  simultanen  Fundamentalsysteme  von  Integralen  in  der 
Umgebung  von  x  =  a  regulär  genannt  werden. 

Ist  der  betrachtete  Punkt  der  unendlich  entfernte,  so  wird 
in  dessen  Ufngebung  der  Bedingung  der  Begularität  genügt,  wenn 

eine  ^passende  Potenz  von  —  existirt,  welche  mit  den  Integralen 

multiplicirt  dieselben  endlich  macht. 

Es  ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass,  wenn  für  das 
lineare  Differentialgleichungsystem 


(1) 


dy 

'J^=^niyx+An2y2'\ h  AnnVny 


in  welchem  die  Coefficienten  Aaß  zunächst  nur  in  der  Um- 
gebung von  X  =  a  eindeutige  Functionen  sein  sollen,  ein  zu 
dem  singulären  Punkt  a  gehöriges  simultanes  Fundamental- 
system von  Integralen  ein  reguläres  sein  soll,  nothwendig 
die  in  den  Gruppen  von  der  Form 

fyi^  =  (^  — «y'9^1? 
y^  =  {x-  ay^{q)2^  +  q>['^^  log(a;  —  a)} 

ys^-={x—ay^[q)s^+<p^^nog(x—a)  +  ipf^[log{x-a)f] 


(2) 


y,Q = (^  -  (^Y'  {  9hq + <ii^  log  (^  -  «) 

+  <pC^-i)[log(a:-a)],,-i} 
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enthalteneD;  nach  positiven  und  negativen  ganzen  Potenzen 
von  X  —  a  fortschreitenden  Reihen  9,  nur  eine  endliche  An- 
zahl negativer  Potenzen  von  x  —  a  enthalten  dürfen,  und 
umgekehrt  wird^  wenn  dies  der  Fall  ist^  das  Integralsystem 
ein  reguläres  sein. 

Es  soll  nun  die  Bedingung  der  Existenz  in  der  Um- 
gebung des  Punktes  a  regulärer  Integralsysteme  durch  die 
Coefficienten  des  Differentialgleichungsystems  selbst  aus- 
gedrückt werden. 


Sei 


(3) 


Vn     Vm  •  ••  lfm 


Vn!  ,y«j 


y 


nn 


ein    simultanes  reguläres  Integralsystem,    so   folgt    aus  der 
Gleichung  (5)  von  IL  1.  des  dritten  Kapitels,  dass 


(4)  A.^  =  (-  ly-^ 


dx      ^11 
dx       ^21 


j/i/9-1    yi/*+i 


y^ß-1    y2/*4-i 


•    •    • 


•    •    • 


yin 


n 


yr 


•    ifnn 


Vn     yi2 

2/21       ^22 


yin 

y2n 


yni    yn2 


y 


nn 


^B„8-D 


ist,  und  das  Differentialgleichungsystem  (1)  somit  die  Form 
annimmt: 


\ 


(5) 


fD  g  =  B,,y,  +  B,,y^  +  ••  •  +  Bi„y„ 


■^  dF  °" -B»iyi  +  ^»8%  H 1-  Bnny»; 
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da  nun  die  sämmtlichen  Integralelemente;  also  auch  ihre  Ab- 
leitungen regulär  sein  sollen,  so  werden  somit  nach  (4) 
sämmtliche  Grössen  Baß  des  Differentialgleichungsystems  (5) 
die  Form  haben 

(6)  JB«^  =  (a;-a7^"*''^+- •+'«"M9'o+9'ilog(fl;~a)+i)P2[log(^— ^^ 

worin  sämmtliche  (p  nur  eine  endliche  Anzahl  ganzer  nega- 
tiver Potenzen  von  x  —  a  enthalten,  und  einzelne  der  r-Grössen 
einander  gleich  sein  können. 

Lässt  man  nun  x  einen  Umkreis  um  a  beschreiben,  so 
gehen  die  Integrale  in  lineare  homogene  Functionen  der  Fun- 
damentalintegrale über,  und  diese  Veränderungen  mögen  durch 

yii  •  ^11^11  +  %2  2/2i  H h  vninym', 

yi2 '  ^»11  yi2  +  ^12  2/22  +  • 

yin'ni^iyin+  ^I2y2n+  ' 

2/21  :  ^21  2/u  +  »^22  2/21  +  • 

2/22  :W^2l  2/12+  ^22  2/22  +  ' 

y2n  :  ^21  yu  +  ^22  2/2»  +  ' 


(7) 


+  Wln!/«2;    .  .  . 
+  niinynn 
+  ni2nynl] 
+  ^2n  J/»8  ;    ... 
+  ni2n  yt 


fnn 


J/nl  :  «Wnl!/n  +  W*n2  J/21  H h  mnnynl  ; 

J/n2  :  m„ij/i2  +  ^n2  J/22  H H  ^nn  2/n2  J    •  •  ■ 

yynn  :  W^nlJ/l»  +  m„2  2/2n  + f"  Wlnnynn 

dargestellt  sein;  setzt  man  diese  Werthe  in  die  Ausdrücke 
(4)  für  Baß  ein,  so  sieht  man  sogleich,  dass  Baß  in  sich 
selbst  übergeht  multiplicirt  mit  der  Determinante  der  Sub- 
stitution 


(8) 


*  = 


rnji     mi2  .  .  .  mm 
^21     ^22  •  •  •  ^2» 

m«!      mn2  .  .  .  mnn 


welche  aus  früher  angegebenen  Gründen  von  Null  verschieden 
ist.  Wenn  aber  Baß,  welches  auch  in  der  Form  (6)  dar- 
gestellt war,   eben   diese  Eigenschaft  haben  soll,   so   wird, 
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weil^  wenn  x  den  Punkt  a  umkreist,  \o^{x  —  a)  um  27ci  zu- 
nimmt, also  z.  B.,  da  9^  eindeutig  ist, 

9jfc[log(a;  —  a)]*  in  (pj^\\og{x  -  a)  +  2^^]* 

übergeht,  und  somit  zu  dem  früheren  Posten 

9*-!  [log  {x  —  a)]*-i , 

der  noch  bestehen  bleibt,  den  Posten 

2^i,Jc .  <pj^ .  [log (x  —  d)Y~^ 

hinzufügt,  die  Form  von  -Ba/j>  wie  man  leicht  mit  Hülfe 
schon  früher  für  logarithmische  Beziehungen  angestellter 
Betrachtungen  erkennt,  von  einem  constanten  Factor  ab- 
gesehen nicht  dieselbe  bleiben  können,  und  es  folgt  zu- 
nächst, dass  'Ba^  gar  keine  Logarithmen  enthalten  darf,  und 
also  die  Form  haben  muss 

(9)  B.^  =  (a;  -  «)'•'+'•*+••■+'■«-'  <Po , 

worin  9?^  um  x  ==  a  eindeutig,  und  nur  eine  endliche  An- 
zahl ganzer  negativer  Potenzen  von  x  —  a  enthält,  d.  h.  im 
Punkte  a  eine  unwesentliche  Discontinuität  besitzt.  Da  aber 
ebenso,  wie  die  Baß,  auch  die  Determinante 


(10)  D 


y^x   2^22  ••  •  y^n 


Vni   y«2  .  .  .  y 


nn 


bei  einer  Umkreisung  von  a  ebenfalls  in  d .  D  übergeht,  so 
folgt,  dass  aus  denselben  Gründen 

(11)  D  =  (x-  af'-^'^'^'"-^^  ^ 

sein  muss,  worin  \d  ebenfalls  um  x  =>  a  eindeutig  und  in  a 
nur  eine  unwesentliche  Discontinuität  besitzt.  Setzen  wir  die 
Werthe  (9)  und  (11)  in  (4)  ein,  so  folgt 

(12)  ^^'^-W^^ 
oder 
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(13)      A^f,  = 


(x  —  a)      («0  +  «t  (x  —  a)  +  ffg  (.r  —  a)^ -] ) 

{X  -  ar^ih,  +  b,  {X  -  a)  +  h,  (aj  -«)«  +  . .  •) 


worin  ^  uud  v  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  es  ergiebt  sieli 
somit  zunächst,  dass  Aap  selbst  nur  eine  endliche  Anzahl  nega 
tiver  Potenzen  von  x  —  a  besitzt,  somit  in  a  eindeutig  und  mir 
unwesentlich  discontinuirlich  ist. 

2.  Aber  man  kann  auch  die  Ordnung  des  ünendlicli- 
werdens  der  Coefficienteu  Aaß  im  Punkte  a  naher  bestimmen, 
wenn  man  nur  für  das  Dififerential gleich ungsystem  (1),  welches 
im  Punkte  a  nur  reguläre  Integralsysteme  haben  sollte,  gleich 
näher  zu  definirende  Normalformen  einführt. 

Setzt  man  nämlich 


(14) 


Yg  =  «21  (^  —  «)'"'  Vi + «22  (^  —  ö)**'y2+ •••+  «2«  (^ — a)  **"!/» 
.  Tn  =  ccni{x  —  a)'»*yi+a„2(a;— a)'«V2+-+«»«(^—  «)'""!/«» 


worin  die  ganzzahligen  Exponenten  Syd  und  die  constanten 
Multiplicatoren  Uyd  zunächst  noch  unbestimmt  seien,  so  ist 
ersichtlich,  dass  das  Differentialgleichungsystem  (1)  durch 
Einführung  der  neuen  n  abhängigen  Variabein  F^ ,  I^ , . . .  F„ 
wiederum  in  ein  lineares  Differentialgleichungsystem  der  Form 


(15) 


-^  =  Cji  Fl  +  ^12  ^2  H +  Clin  Yn 

"^  =  Cjji  Fl  +  Ogg  Fg  H +  Ca«  F„ 

.-J^  =  Cnl  Fl  +  Cln2  Fg  +  •  •  •  +  GnnYfi 


übergeht,  dessen  Coefficienten,  so  wie  die  Aaß  es  waren,  im 
Punkte  a  eindeutig  und  unwesentlich  discontinuirlich  sind. 
Nun  sieht  man  aber  leicht,  dass  man  die  Grössen  Syd  und  a^s 
so  bestimmen  kann,  dass  die  Ausdrücke  der  Integralsysteme 
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Txi  ==  «11  (a; 


Y).2  =  «2,  (x 


(16) 


+  «ia(a; 


ay^'^Vxn 


(18) 


Yxn  =  «ni  («  —  a)'"'y2i+  a„2(ar  -  o)'"^y^s,  H 

+  ann{x  —  a)'»»y^„ 
(für  A  =  1,  2,  ...n) 

(wfer  MocÄ  (2) 

(17)  r,,=a,,(a;-«)'-+V(9,,^+9,W^^log(a;-a)  +  ... 

+  «pa-i)[log(a;-a)f-i) 

+  a,i{x  -  a)'+'?^  (<p,2  +  vEia  log  (a;  -  o)  +  • .  . 

+  y</-«[log(a;-a)]^-i) 

+ 

+  a^n(x-aj+'^{,p,^  +  9>W^,  log  (x-a)  +  -' 

+  <r^>  [log  (a;  -  a)]^-i) 

=  (a:  —  a)"-  { [{x  —  o)'?*  a^i  y^j^  +  (« — a)*f *  a^s  9^2+  '•  • 

+  (a;  -  a) V  a^,  y^J 

+  [(a;  -  a)'ei  a,i  «jp^il,,  +  (x  -  a)'9*a,,9i!li2+  - 

+  (a;— a)'^"af»9'^-i«]  log(aJ  — ö) 

+ 

+  [(a;— «)•?!  a^i  g,«^«  +  (a;  -  a)  V  «^29'<i-"+  •  •  • 

+  {x-  a)'?''ap»<-«]  [log  {X  -  a)f-^  ] 
sich  in  die  Form  setzen  lassen 

Txi  =  (a;  —  ay'+''  [  fxt + VÄi log(a;  -  a)  +  ^Äi  [log  (a;— a)]^+- 

+V'i'-''[log(a;-a)f-'} 

r,2  =  (a;  -  a)'-^+''i'  { ^^ + ^Ä«  Iog(iC  -  «)  +  W-22  [log  (a;-  «)]«+••• 

+V'i2~*>[log(a:-a)f-M 

Tu»  =  (a;  —  a)'^+''«  { il>x„  +  ^ili\„  log(a;  -a)  +  ^^ÜL  [log  (a;  -  a)J*+-  • 

+  ^fr"[log(a;-a)f-M, 
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worin  ^;^,  ^Ä^,  ^Ä*?,  • . .  ?^i^~^^iw  der  Umgebung  von  x  =  a 
stetige  und  eindeutige  Functionen  darstellen,  die  nicht  sämmt- 
lieh  für  X  =  a  verschwinden,  r^,  r^,  . . .  r«  bestimmt  angdlbare 
Zahlen  bedeuten,  yi  =  0  gewählt  werden  kann,  und  y^iTzy  •  •  •  y« 
ganze  positive  Zahlen  oder  Null  und  zwar  unabhängig  von  dem 
Werthe  des  Index  X  sind. 

Legt  man  aber  ein  lineares  DifiPerentialgleichungsystem 
(15)  zu  Grunde,  das  im  Punkte  x  =  a  nur  reguläre  Integral- 
systeme von  der  durch  (18)  angegebenen  Form  besitzt,  so 
folgt  aus  (4),  indem  die  y  durch  T  ersetzt  werden, 

(19)  a,  =  ^ 

und,  wie  man  unmittelbar  aus  (9)  und  (11)  sieht, 

(20)  B«^  =  (a;-  a)'''+''«+-+'-n+y»+)'»+-+y»-iJPa^(a;) 
und 

(21)  D  =  (x  —  a)'*^+'*»+-+''«+>'*+>'''+-+y«  F{x), 

worin  Faß  (x)  und  F{x)  um  x  =  a  endliche,  stetige  und  ein- 
deutige Functionen  bedeuten,  von  denen  die  letzter^  für  a;  ==  a 
von  Null  verschieden  ist,  so  dass  sich  aus  (19) 

""^        (x  —  ä)'F(x) 
oder 

(22)  a^  =  -V_ 

'^        X  —  a 

ergiebt,  worin  aaß  in  der  Umgebung  von  x  =  a  ebenfalls 
endlich,  stetig  und  eindeutig  ist. 

Setzen  wir  die  für  Caß  durch  (22)  gegebenen  Werthe  in 
das  Differentialgleichungsystem  (15)  ein  und  multipliciren 
alle  so  entstehenden  Gleichungen  mit  x  —  a,  so  ergiebt  sich, 
wenn  man  noch  berücksichtigt,  dass  auch  umgekehrt  jedes 
lineare  Differentialgleichungsystem,  welches  in  der  Umgebung 
von  ic  =s  a  eindeutige  Coefficienten  und  dort  nur  reguläre  In- 
tegralsysteme besitzt,  durch  Substitutionen  von  der  Form  (14) 
wieder  in  ein  lineares  Differentialgleichungsystem  von  dem- 
selben Charakter  übergeführt  wird,  mit  Zusammenfassung  der 
Auseinandersetzungen  dieser  Nummer  der  folgende  Satz: 

Jedes  lineare  Differentialgleichungsystem^  welches  im  Funkte 
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^  =  a  eindeutige  Coeffictenten  und  in  der  Umgebung  dieses 
Punktes  nur  reguläre  Integrcdsysteme  hesitdj  ist  nothwendig  von 
der  Form 


^^  ~  ^)  "Si  ""  ^1»  -^i  +  ^»2  ^i  -I h  ö^m  Yn 


(23) 


dY, 


^^~^^~d^  ^  ^21  5^1  +  «2i{  5^2  H h  «'2n  Yn 


dY. 


worin  «n  . . .  a«„  in  der  Umgebung  von  x  =  a  endliche  j  stetige 
und  eindeutige  Functionen  von  x  bedeuten,  oder  durch  Substitu- 
tionen der  Form 

(  Yxx  =  «11  (a;  —  a)*>»  yxi  +  «12(2;  -  a)*»y22  H 

+  CCin{x  —  ayinyxn 

YjL2  ==  «21  (^  —  «)'"'  y^-1  +  «22  (^  —  «)*"  y;i2  H — 

/24)      I  +  «2»(ic  —  a)*2«y;i„ 

Yxn  =  a„i(ic  —  a)*«iy;ii  +  «„2(3?  —  a)*«2t/;i2  -| 

(für  A  =  1,2,  ...w), 

t^^mn  fy^r  ^aw^rc  Zahlen  und  ays  constante  Multiplicatoren  sind, 
oder  durch  successive  aus  solchen  zusammengesetzte  aus  einem 
Systeme  von  dieser  Gestalt  abgeleitet*). 

Man  sieht  unmittelbar  durch  Reduction  des  Systemes 
(23)  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  höherer  Ordnung, 

*)  Es  mag  bemerkt  werden,  dass  man  den  eben  ausgesprochenen 
Satz  auch  so  beweisen  kann,  dass  man  mit  Hülfe  eines  Integralsystems 
^iif  !/i8  9  •  •  •  Vtn  ^^^  lineare  Differentialgleichnngsystem  durch  die 
früher  angegebenen  Substitutionen 

und 

^2  —  ^1  =  «1 ,     ^8  —  ^/i  =  «*s»     Vn"  ^1  =  %-l 

auf  ein  lineares  Differentialgleichungsystem  einer  um  eine  Einheit 
niedrigeren  Klasse  reducirt,  und  zeigt,  dass,  wenn  die  oben  angegebene 
Gestalt  für  alle  linearen  Differentialgleichungsysteme  n  —  1*^'  Klasse 
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dassjede  homogene  lineare  Differentialgleichung  w*®'  Ordnung, 
welche  im  Punkte  ai^=  a  eindeutige  Coeffidenten  und  in  der 
Umgehung  dieses  Punktes  nur  reguläre  Integrale  besitzt,  noth- 
wendig  von  der  Form  ist 

(x-ay^^  +  {x-ay-'A[^^^-{-  (x^ay-'A,  ^  +  •  •  • 

+  (x''a)An-i^+Any=0, 

worin  A^,  A^,  . . .  An  in  der  Umgehung  des  Punktes  a  endliche, 
eindeutige  und  stetige  Functionen  von  x  sind. 

8.  Ist  der  Punkt,  in  dessen  Umgebung  das  lineare 
Differentialgleichungsystem  nur  reguläre  Integralsysteme  be- 
sitzen soll,  der  unendlich  entfernte,  so  wird,  wenn 

(25)  x  =  \ 

gesetzt  wird,  die  Form  des  Differentialgleichungsystems, 
wenn  wir  von  den  durch  die  angegebenen  Substitutionen 
abgeleiteten  zunächst  absehen,  nach  (23)  in  der  Umgebung 
des  Werthes  ^  =  0  durch 


(26) 


dt 

lY 

dt 


Ä^  =  6,,  r,  +  fe^^r,  + . . .  +  h^nYn 


dY^ 

,  t  -^   =  6„i  I^  +  &„2  i^2  H"  *  •  •  "I"  ^«n  -^n 


mit  in  a  eindeutigen  Coefficienten  und  dort  nur  regulären  Integral - 
Systemen  feststeht,  auch,  die  Differentialgleichungsyteme  n^'  Elasae 
von  demselben  Charakter  eben  diese  Form  haben  müssen  —  und  dieser 
Nachweis  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Bildungsweise  der  neuen 
Coefficienten.  Fährt  man  mit  dieser  Schiassweise  bei  der  Bednction 
der  Klasse  der  linearen  Differentialgleichungsysteme  fort,  so  bleibt 
die  Gültigkeit  des  oben  ausgesprochenen  Satzes  offenbar  nur  für  lineare 
Differentialgleichungsysteme  erster  Klasse  von  der  Form 

dy         . 
zu  erweisen  übrig,  für  welche  sie  aber  unmittelbar  einleuchtet. 
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dargestellt  sein,  worin  h,„  .,,bnn  iß  der  Umgebung  von 
^  =  0  endliche,  stetige  und  eindeutige  Functionen  von  t, 
also  Potenzreihen  nach  dieser  Variabein  bedeuten.  Beachtet 
man  nun,  dass  nach  (25) 


dt  dx 

ist,  ferner  durch  die  Substitution  (25)  die  Reihen  6^,  ...  &„» 
nach  positiven  ganzen  steigenden  Potenzen  von  X"^  fort- 
schreiten, so  folgt  aus  dem  oben  aufgestellten  Satze, 

dass  jedes  lineare  Differentialgleichungsystem,  welches  im 
Punkte  a;  =  oo  eindeutige  Coefficienten  und  in  der  Umgehung 
dieses  Punktes  nur  reguläre  Integralsysteme  besitzt,  nothwendig 
von  der  Form  ist: 

^-TZ  =«n^i  +  ßi2l'2H h^my« 


(27) 


dx 

IY_ 

dx 


^  "^'  =  ^21  r;  +  ^22  r^  + . . .  +  ^2«  r„ 


dY^ 

00  -TT  =  Cnl  Ti  +  en2  Fg  H f-  Cnn  Yn, 


dx 


worin  ^u ,  ...  Cnn  *w  der  Umgebung  von  x  =  (x>  endliche,  stetige 
und  eindeutige,  also  nach  positiven,  steigenden,  ganzen  Potenzen 
von  ar~^  entwickelbare  Functioneti  bedeuten,  oder  durch  Substi- 
tutionen der  Form 


(28) 


Txi  =  «n^""'"  y^i  +  «12^""''*  2/^2  H h  «1»  ^^**'»  y^n 

Yx2  =  a^iX-'''^  yn  +  «22^*^'*'  y^2  4 h  ccinXr-'iny^n 

Yxn  =  anxCCr'niyxi  -{-  an%0Cr-'n2yx2  H 1-  CCnnOCT-'nnyxn, 

(für  A  =  1,  2, . . .  w), 


worin  Syd  ganze  Zahlen  und  «yd  constante  Mtdtiplicatoren  sind, 
oder  durch  successive  aus  solchen  zusammengesetzte  aus  einem 
Systeme  von  dieser  Gestalt  abgeleitet 

4,  Bevor  wir  nun  zur  ümkehrung  dieser  Sätze  über- 
gehen, wollen  wir  die  Frage  beantworten,  welches  die  noth- 
wendige   Form    eines    linearen    Diflferentialgleichungsystems 

29* 


452 


Sechstes  Kapitel. 


n^'  Klasse  ist^  das  ausser  dem  unendlich  entfernten  Punkte 
nur  eine  endliche  Anzahl  singulärer  Punkte  a^  a^,  . . .  a^  be- 
sitzt —  die  also  sämmtliche  Discontinuitäten  der  in  der 
ganzen  Ebene  eindeutig  vorausgesetzten  Coefficienten  des 
Differential gleichungsjstems  anzeigen  —  und  welches  in  der 
Umgebung  eines  jeden  dieser  Punkte  nur  reguläre  Integral- 
systeme hat. 

Fassen  wir  zunächst  nur  die  im  Endlichen  gelegenen 
Punkte  a^,  ag,  . . .  a^  auf,  so  folgt  offenbar  durch  den  succes- 
sive  für  die  einzelnen  singulären  Punkte  angewandten  Satz 
der  Nummer  2.  dieses  Abschnittes, 

dass  jedes  lineare  Differentialgleichungsystem  y  welches  in 
der  ganzen  unendlichen  Ehern  eindeutige  Coefficienten  und  in 
den  im  Endlichen  gelegenen  Punkten  a^,  a^,  . . .  a^,  welches  die' 
alleinigen  endlichen  singulären  Punkte  sein  sollen,  nur  reguläre 
Integralsysteme  besitzt,  nothwendig  von  der  Form  ist 


(29) 


(X'-ai)(x--a^)'''{X''a^)-j^==b^,Y,  +  h^^T^  +  '''  +  hnTn 


dY 

(x  —  ai)(X'-a,)'"{x-a^)-^  =  hniY,+bn2Y^'\ \'b„nTn, 


worin  tu,  ...  &««  in  der  ganzen,  endlichen  Ebene  endliche, 
stetige  und  eindeutige  Functionen,  also  nach  positiven  steigenden 
ganzen  Potenzen  von  x  fortschreitende,  in  der  ganzen  Ebene 
gültige  Reihen  bedeuten,  oder  durch  Substitutionen  der  Form 

Yxi  =  «11  {x  ~  a^)  11  •  • .  (a:  —  ag)  ^^  yxi -\ 

+  «In  (x  —  «,)  1»  •  • .  (o?  —  ag)  1«  yin 


(30) 


Yxn  =  CCnl(x  —  a^)  **^ 

«(1) 


{x  —  ag)  ""^  yxi  + 
{x  —  ag)  «»  yxn , 


• .  • 


(für  X  =  l,2,...n), 


worin  Sy^  ganze  Zahlen  und  ayd  constante  Multiplicatoren  sind, 
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oder  durch  successive  aus  solchen  zusammengesetzte  aus  einem 
Systeme  von  dieser  Gestalt  abgeleitet. 

Fügen  wir  endlich  noch  die  Bedingung  hinzu,  dass  auch 
der  unendlich  entfernte  Punkt  ein  singulärer  Punkt  der  Art 
sein  soll,  dass  das  DiflFerentialgleichungsystem  in  seiner  Um- 
gebung nur  reguläre  Integralsysteme  besitzt,  so  werden  zu- 
nächst, wie  beim  Beginn  der  Untersuchung  gezeigt  worden, 
die  Coefficienten  der  Differentialgleichungen  für  a?  =  cx)  von 
einer  endlichen  Ordnung  unendlich  sein,  und  somit  die 
Potenz -Reihen  h^,  .  .  .  &««  in  ganze  Functionen  übergehen 
müssen;  ferner  müssen  aber  nach  der  vorigen  Nummer  die 
Coefficienten 

xb. 


Cyd 


'yd 


(x  —  a^)  {x  —  a.,)".  {X  -a^) 


in  der  Umgebung  von  a;  =  oo  endlich,  d.  h.  byd  ganze  Func- 
tionen höchstens  vom  q  —  1*®°  Grade  sein,  und  berücksichtigt 
man  noch  die  Form  der  Substitutionen  (28),  so  ergiebt  sich 
der  nachfolgende  Satz: 

Jedes  lineare  homogene  Differentialgleichungsystem  n*®' 
Klasse  mit  in  der  ganzen  unendlichen  Elegie  eindeutigen  Coeffi- 
cienten und  einer  endlichen  Anzahl  singulärer  PunJcte  a^,a^y,,.aqy 
in  deren  Umgebung  sowie  in  der  Umgebung  des  unendlich  ent- 
fernten Punktes  das  Differentialgleichungsystem  nur  reguläre 
Integralsysteme  besitzen  solly  ist  nothwendig  von  der  Form 

(a;  — a,)(a;  — Oä)"-(a?— a?)  ^  =6„ r,  +  fc,2r2  + ••  • 


(31) 


-f-  bin  Yn 

(x  —  a,)  (x-a^)'"(X'-  a^)  -^  =  b^,  Y^  +  \^  Y^  + 


+  &2«  Yn 


(x  —  %)  (ic  —  a^)  •  •  •  (a;  —  a^y)  -j—  =  bni  T,  +  &n2l^2  + 


n"  ^nn  ^n  f 


worin  ft^ ,  ...  J««  ganze  Functionen  von  x  von  nicht  höherem 
Grade  als  dem  q  —  V^^  bedeuten,  oder  durch  Substitutionen  der 
Form 
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(32) 


r;in  =  «nl  X    **»*  (O? aj*«!  '"{X  —  agYni  y^^  + 


(A  =  1,  2, .  . .  n), 

e(?onn  £y(j  und  £yi  ^fan^s^e  Zahlen,  UyS  constante  MuUiplicatoren 
sind,  oder  durch  successive  aus  solchen  zusammengesetzte  aus 
einem  Systeme  von  dieser  Gestalt  abgeleitet 

Die  Zurückführung  des  Systemes  (31)  auf  eine  lineare 
Dififerentialgleichung  w*®'  Ordnung  liefert  wieder  wie  oben 
den  folgenden  Satz: 

Jede  lineare  homogene  Differentialgleichung  n*®'  Ordnung 
mit  in  der  ganzen  unendlichen  Ebene  eindeutigen  Coefficienten 
und  einer  endlichen  Anzahl  singtdärer  Punkte  a^,  a^,  . . .  a^, 
in  deren  Umgebung  sowie  in  der  Umgebung  des  unendlich  ent- 
fernten Punktes  die  Differentialgleichung  nur  reguläre  Integrale 
besitzen  soll,  ist  nothwendig  von  der  Form 

(33)  V'(x)''0  +  V(^)"-M.  g^  +  ^(x)-M, g!|  +  . . . 

worin 

(34)  il}{x)  =  (x  —  aj)  (x  —  «g)  •  •  •  (^  —  ^q) 

gesetzt  ist,  und  die  Grössen  Äv  ganze  Functionen  voti  x  von  nicht 
höherem  Grade  als  dem  v{q  —  1)*®^  bedeuten. 

5.  Um  die  Umkehrung  des  in  Nummer  2.  bewiesenen 
Satzes^  also  auch  des  allgemeinen  Theorems  der  letzten 
Nummer  festzustellen,  d.  h.  nachzuweisen^  dass  alle  in  der 
Form  (23)  enthaltenen  linearen  DiflFerentialgleichungsysteme 
in  der  Umgebung  von  x  =  a  nur  reguläre  Integrals jsteme 
besitzen,  wollen  wir  uns  zunächst  mit  einer  wichtigen  alge- 
braischen Gleichung  beschäftigen,  welche  die  Grundlage  der 
Untersuchung  regulärer  linearer  Differentialgleichungsysteme 
bilden  wird. 

Sei    das    in    der   Umgebung    von   x  =  a   nur   reguläre 
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Integralsysteme   besitzende  System   linearer  Differentialglei- 
chungen 


(35) 


dx 

(^  ""  ^^  ft  ""  ^21  Vi  +  «22^2  H h  «2»y« 


in  welchem  a^j;  ...  ann  in  der  Umgebung  von  x  ^^  a  end- 
liche^  stetige  und  eindeutige  Functionen  von  x  sind,  so  giebt 
es  jedenfalls  ein  reguläres  Integralsystem  der  Form 

(36)    yii=(a:— a^Wn,  yn  =  {x—ayu^^,...yin=^{x—ayuin, 
worin  w^j,  u^^y  •  •  •  Win  durch  Potenzreihen  von  der  Gestalt 


(37) 


u 


=  ^01   +  ^11  (^  —  «)   +  ^21  (^  —  «)'  + 

«*i2  =  ^02  +  ^12  (^  —  öt)  +  C22  (:r  -  fl)''^  + 


•     •     • 


Win  =  COn  +  C^nix  —  a)  +  C2n(a?  —  ä)^  + 

definirt   sind,   in   denen   die   Grössen    Coi,   Co2> 
sämmtlich  verschwinden. 


Con  nicht 


Substituirt  man  nun,  wenn 


(38) 


a«,»  (a) -=  Oa^ ,   (^— /)       =a\;. 


gesetzt  werden,  die  Entwicklungen  der  Coefficienten 

^(2) 
(39)        aaß  =  a%  +  aL^(a?  -  d) -V^{x  -  df -\" - 

und  die  der  Integrale  (36)  in  das  Differentialgleichungsystem 
(35),  so  folgt  durch  Identificirung  der  von  Potenzen  von 
X  —  a  freien  Glieder  das  System  von  Gleichungen 

•+■ "T  ^In  <^n  ^  vJ 

(40)         i  ^^?  Coi  +  (aig^  —  ^)Co2  H h  «2n  Co»  =  0 

ai?  c^,i  +  ai^2^  ^02  + +  (aüÜ— r)con=0. 


(an  —  0  ^01  +  «^2  C02 
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und  daraus,  da  die  Grössen  Coi,  C02,  •  •  •  ^on  nicht  sämmtlich 
Null  waren, 


(41) 


aiV  -  r 

«12 

«13     •    • 

• 

ct^ 

Gtz2 

—  r 

«23      •    • 

•       • 

.    «2« 

«81 

4? 

«33 

r  . 

■  Clin 

•              •              • 

• 

*         •         • 

Wn2 

•       • 
«nS     • 

•       •       • 

•              • 

• 

-  r 

0. 


Diese  Gleichung  n*®^  Grades  in  der  Grösse  r  tmrd  die 
zum  singulären  Punkte  a  gehörige  determinirende  Fun- 
damentalgleichung genannt  und  hat  mnächst  m  einer  ihrer 
Lösungen,  wie  aus  den  Gleichungen  (49)  und  (14)  des  vorigen 
Abschnittes  zu  ersehen,  den  durch  27ti  dividirten  Logarithmus 
einer  Lösung  der  dortigen  zum  Punkte  x  =  a  gehörigen  Fun- 
damentalgleichung (14). 

6.  Um  nun  die  ümkehrung  des  in  Nummer  2.  gefun- 
denen Satzes  zu  beweisen,  stellen  wir  zunächst  die  folgende 
Behauptung  auf: 

Wenn  r^,  ^2,  . . .  r«  die  n  Wurzeln  der  zu  x  =  a  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichung 


(42) 


(0) 

«11  —  r 

(0) 

«21 


^(0)  ^(0)  (0) 

«12  «13    •  •  •  «1» 

«22    —   ^        «23    •  •  •  «2« 


(0) 
««1 


^(0)  -(0)  (0) 

«n2  ««3  •  •  •  Clnn  —  ^ 


=  0 


bezeichnen,  und  es  wird,  angenommen,  dass  sich  dieselben  in  eine 
solche  Ordnung  haben  bringen  lassen,  dass  von  den  Differenzen 

(43)  r^  —  r„    r^  —  r^,  ...r^  —  r^ 

keine  einer  von  Null  verschiedenen  positiven  ganzen  Zahl  gleich 
ist,  so  unrd  das  Differentialgleichungsystem  (35)  ein  simultanes 
Integralsystem  von  der  Form  zulassen 

(44)  yi  =  (x  —  ay^Ui,   y2  =  (x—ay^U2,  ...yn  =  iiC'-'ay^Un, 

worin  u^,  u^,  . . .  w»  um  x  =  a  herum  eindeutige  und  endliche 
Functionen  von  x  bedeuten,  die  nicht  sämmtlich  für  x  =  a  ver- 
schwinden. 
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Setzt  man  nämlich  die  Werthe  (44)  in  die  DiflFerential- 
gleichungen  (35)  ein,  so  erhält  man  das  Diflferentialgleichung- 
system 

\x  —  a)  -^  =  (a,i— ri) Wi  +      «,3^2      H h       «m^*» 


(45) 


(^■~^)5^""         ^21  «^1  +(ösJ2— ^l)«*2H h  ^2nUn 


du 

und  es  ist  die  Eindeutigkeit  eines  Integralsystems  dieser 
Differentialgleichungen  um  x  =  a  herum  zu  erweisen,  wenn 
die  Integralelemente  in  diesem  Punkte  gleich  näher  anzuge- 
bende, endliche  Werthe  haben,  die  nicht  sämmtlich  Null  sind. 

Wenden  wir  nämlich  die  im  III.  Abschnitte  des  vorigen 
Kapitels  angestellten  Betrachtungen  auf  den  Fall  des  DiflFe- 
rentialgleichungsystems  (45)  an,  so  müssen  wir  dieses  den 
dortigen  Gleichungen  (1)  analog  vermöge  der  Entwicklung 
der  um  x  =  a  endlichen  und  eindeutigen  Functionen 

ß(l)  ^(2) 

a.ß  =  aTß  +  -f^{x  -  a)  +  ^(x  ^  af  +  •  •  • 
auf  die  Form  bringen 

(^  -  ö)  -^'  =  («n  —  n)  «*i  +  «12  ^2  H — 

+  «in  Un  +  (X  —  a,Mi,  Wg,    ...  tinY  + 


(46) 


•     •     • 


(^  —  ^)-J^  =  «2?  Wi  +  («22  —  n)  th  + 


dx 

.(0) 


+  Öf2n  Wn  +  {X  —  a,U^,  Wg,    ...  W«)^  + 


/  N  ^^n  (0)  ,        (0)  , 

(i»  —  ö)  -^  =  «nl  Wi  +  ««2  Wg  H 

+  (««»  —  n)  Wn+  (i»  —  a,  Wj ,  Wg?  •  •  •  W/»)^  +  •  •  •; 

worin  die  homogenen  Functionen  2*®",  3*®°  Grades  u.  s.  w. 
auf  den  rechten  Seiten  dieser  Differentialgleichungen  nur  die 
Productverbindungen  der  ersten  Potenzen  von  %,  Wg,  . . .  w„ 
mit  den  verschiedenen  Potenzen  von  x  —  a  enthalten,  und 
es  geht  somit  die  dortige  Determinante  (6)  in 
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öii  —  r^  —  Jr    ai2 öi« 


(47) 


021  Ö&22  —  'X  —  -^    •    •    •    ®2n 


0 


ö»i  ««2 "nn  —  ^1   —   "t 

Über,  Wir  setzen  nun  fest,  dass  dem  x  =  a  für  m^,  Mg,  ...Wn 
die  nicht  sämmtlich  verschwindenden  Werthe  Cq^,  c^,  ...fo« 
entsprechen  mögen,  welche  durch  die  Gleichungen 

(af?  —  rO  Coi  +  ai2  Co2  + +  «in  ^o«  =  0 

(48)    <  ^^^^^^  ^^^  "^  ^^^^^^^  ""  ^^-^  ^^'^  "^ ^  ^^"^^  ^^  ""•  ^ 

«i^i  ^01  +  4^2  ^02  H h  (««»  —  n)co»  =  0 

bestimmt  sind,  —  eine  Festsetzung,  die  erlaubt  ist,  weil  die 
Determinante  dieses  linearen  Gleichungsystems  vermöge  (42) 
verschwindet  —  und  machen  in  das  Differentialgleichung- 
system (46)  die  Substitutionen 

(49)  Ui  =  Cqi  +  t?i,    Wg  =  Cq2  +  V2,    '..Un  =  Con  +  Vn, 

so  geht  dasselbe  vermöge  der  Beziehungen  (48)  in 

(ic— a)^  ==  («n  — n)  ^i  +  «i2«^2H \-afr!vn  +  A^(X'-d) 

+  (ic  —  a, t;i,  Vg, . . .  VnY-] 

(i»— a)-^  =  «2%!  +  («22 --^1)^2  H h  af^Vn+A^  (x—d) 


(50) 


+  (a;  — a,  Vi,t;2,...Vn)^+ 


/7« 

{x—a)  j^  =  ai?  Vi  +  a^n2  Vg  H h  (««i — ^0  v„  +-4n(Ä;--a) 

+  (a?  —  a,  «;i,  t;2, . . .  Vn)^H — 

über,  worin  die  homogenen  Functionen  von  höherem  Grade 
als  dem  ersten  wieder  nur  die  ersten  Potenzen  von  v^,  Vg,  ...i?« 
enthalten,  und  es  bleibt  somit  nur  noch  für  dieses  Differential- 
gleichungsystem die  Existenz  eines  um  ä;  =  a  eindeutigen 
Integralsystems  nachzuweisen,  dessen  Elemente  in  diesem 
Punkte  sämmtlich  verschwinden,  ein  Problem,  das  für  die 
Differentialgleichungen  (1)  des  angegebenen  Abschnittes  eben- 
falls für  in  dem  betrachteten  singulären  Punkte  verschwin- 
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dende  Integralelemente  bereits  behandelt  war.  Da  nämlich 
nach  der  durch  (43)  gemachten  Annahme  der  Gleichung  (42) 
zufolge  die  n  Lösungen  der  Gleichung  (47)  lauten 

(51)  0,    r^-^i,    yg-r^,  ...rn  — r 


1? 


und  diese  sämmtlich  nicht  positive  ganze  Zahlen  sind/  so 
giebt  es  nach  dem  in  Nummer  2.  des  angegebenen  Ab- 
schnittes aufgestellten  Satze  ein  für  x  =  a  verschwindendes, 
in  der  Umgebung  dieses  Punktes  eindeutiges  Integralsystem 
für  v^j  V2^  . . .  Vn,  also  auch  ein  um  a?  =  a  eindeutiges  Inte- 
gralsystem der  Differentialgleichungen  (46),  dessen  Elemente  die 
oben  angegebenen,  nicht  sämmtlich  der  Null  gleichen  Werthe 
^01?  ^02  >  •  •  •  ^on  annehmen,  und  somit  ist  die  Existenz  des  In- 
tegralsystenis  (44)  für  das  Differentialgleichungsystem  (35) 
erunesen. 

7.  Nachdem  wir  nun  unter  der  in  6.  gemachten  Vor- 
aussetzung, dass  die  n  Wurzeln  der  determinirenden  zu  a;  =  a 
gehörigen  Fundamentalgleichung  sich  so  ordnen  liessen,  dass 
von  den  Differenzen 

keine  einer  von  Null  verschiedenen  positiven  ganzen  Zahl 
gleich  ist,  die  Existenz  eines  Systems  regulärer  Integrale 
(44),  die  zum  Exponenten  r^  gehören,  nachgewiesen  haben, 
wollen  wir  nunmehr,  um  die  oben  ausgesprochene  Umkehrung 
des  früher  bewiesenen  Satzes  festzustellen,  die  beiden  Fälle 
unterscheiden,  in  denen  entweder  unter  den  n  Lösungen 
r^,  ^2,  . . .  r„  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  über- 
haupt nicht  zwei  vorhanden  sind,  deren  Differenz  Null  oder 
eine  ganze  Zahl  —  positiv  oder  negativ  —  ist,  oder  für 
welche  mindestens  eine  Differenz  zweier  Lösungen  existirt, 
welche  verschwindet  oder  einer  ganzen  Zahl  gleich  ist. 

Seien 

I.  die  Läsungen  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 
(42)  50  beschaffen,  dass  unter  ihnen  überhaupt  nicht  iswei  vor- 
handen sind,  deren  Differenz  Null  oder  eine  ganze  Zahl  ist, 

so  wird,  wenn  wir  irgend  eine  Lösung  r«  herausgreifen, 
keine  der  Differenzen 
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einer  von  Null  verschiedenen  positiven  ganzen  Zahl  gleich 
sein^  und  es  wird  somit  nach  dem  in  der  letzten  Nummer 
bewiesenen  Satze  ein  .Integralsystem  der  Form 

(52)  yi  =  (Ä?— a)*"««!,  yi^i^—oY"^)  ...y„  =  (Ä;— a/««« 

existiren,  worin  Wj ,  Wg ,  . . .  Wn  in  der  Umgebung  von  x  =  a 
endliche^  stetige  und  eindeutige  Functionen  vpn  x  bedeuten. 
Da  nun  a  der  gemachten  Annahme  zufolge  alle  Werthe  1, 
2,  . . .  n  annehmen  darf;  und  die  so  sich  ergebenden  Integral- 
sjsteme  offenbar  aus  wiederholt  angegebenen  Gründen  ein 
Fundamentals jstem  bilden  ^  so  ergiebt  sich  der  Satz^ 

dctss  unter  der  ad  I.  gemachten  Annähme  in  der  Umgebung 
des  Punktes  x  =  a  stets  ein  Fundamentalsystem  von  regulären 
Integralen  von  der  Form  existirt 

Vn  =  {^—(^Y'  Wii    2/12  =  («  —  ciY  W12 . . .  yin  =  {x—ay^  tii» 


(53) 


Vnl  ^{X  —  a)**»  W„i    yn2  =  {X'-aJ''Un2  '.'ynn'='  {x—aJ^'U 


nnj 


worin  Uqi  ,  Uq^^  ...  w^»  in  der  Umgebung  von  a;  =  a  endliche, 
stetige  und  eindeutige  Functionen  von  x  bedetiten,  die  nicht 
sämmtlich  für  o;  ■»  a  verschwinden, 

und  man  sieht  zugleich  unmittelbar^ 

dass  dann  die  Lösungen  r^ ,  rg ,  . . .  r^  der  determinirenden 
Fundamentalgleichung  die  durch  2xi  dividirten  Logarithmen  — 
in  ihrer  unendlichen  durch  game  Zahlen  verschiedenen  Viel- 
deutigJceit  genommen  —  der  Lösungen  c»i ,  CO2 ,  . .  •  On  der  jsu 
rc  =  a  gehörigen  Fundamentalgleichung  (14)  des  vorigen  Ab- 
schnittes sind. 

Seien 

II.  die  Lösungen  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 
(42)  von  der  Art,  dass  Differenzen  isweier  solcher  Läsungen 
vorhanden  sind,  welche  verschwinden  oder  einer  ganzen  Zähl 
gleich  sind, 

so  greife  man  irgend  eine  der  Losungen  r^,  r^y  ...rn 
heraus,  z.  B.  r^,   und  vereinige  mit  dieser  zu  einer  Gruppe 
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alle  diejenigen  anderen  Losungen ^  welche  dieser  entweder 
gleich  sind  oder  sich  von  ihr  nur  um  eine  ganze  Zahl  unter- 
scheiden,   so    dass  rj,  r^^  "-^x  eine    solche  Gruppe   bilden 

mögen.  Ordnet  man  diese  l  Elemente  einer  Gruppe  derart, 
dass  die  reellen  Theile  auf  einander  folgender  Elemente  nicht 
wachsen,  und  nimmt  man  an,  dass  die  Elemente  schon  so 
geordnet  die  Folge 

bilden,  so  wird  zunächst  keine  der  Differenzen 

(54)  r^-ri,    rg  — fi,     .  .  .  r^^  —  r^ 

einer  von  Null  verschiedenen  positiven  ganzen  Zahl  gleich 
sein  können,  und  somit  auch  in  diesem  Falle  nach  dem  in 
Nummer  6.  bewiesenen  Satze  für  jede  Gruppe  mnäckst  ein 
um  X  =  a  reguläres  Integralsystem  von  der  Form  existiren 

(55)  yii=(a;— a)'-iWii,  y^^={x-'ay^u^^,  **-yin=^{pc—ay^uin, 

worin  w^ ,  u^^^  ...  Wi«  in  der  Umgebung  von  x  =  a  endliche, 
stetige  und  eindeutige  Functionen  von  x  bedetiten,  welche  nicht 
sämmtlich  für  x  =  a  verschmnden. 

Setzt  man  nun  zur  Untersuchung  der  anderen,  derselben 
Gruppe  angehörigen  Integralsysteme 

(56)  yi  =  yiiiyi ,  y^  =  y^^ri^ ,  ...yn  =  ymVn 

in  das  Differentialgleichungsystem  (35)  ein,  so  ergiebt  sich 

+      yin 
«1«  —  Vn 


(57)  J 


(^-^)£=^24^^1  +  («22-(^-«)^)^2  +  --- 


2fl2 


(.-«)'i-  =  «.  !;,,  +  «.£,,+ 


+  («««  —  («  —  «)  -|- j  r)„ , 
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oder  da  y^^ ,  y^^i  •  •  •  J/i«  ®iö  Integralsystem  der  Dififerential- 
gleichungen  (35)  bildeten^  vermöge  eben  dieser  Gleichungen 

(^  -  ^)  S  =«12^  (^2  -  Vi)  +  «13  lll  {%  —  Vi)  +  •  •  • 


(58) 


(*  ~  ")  &  °=  '^äl  «  '  ('''    ~  ''«)  +  «23  ^  (»/S   -  l?«)  + 
"'*'  ifi2  2ri2 


+  «2»  -|^  (^n  -  12^) 


(^  ""  ^)    dJ  ^  ^'»^  ^li  ("^1  ~  "^«^  +  ^»2  1^  (^2  —  '»?«)  +  ••  • 

+  ann-1  -^  (l?n-l  —  1?») , 

und  mit  Hülfe  der  Substitutionen 

(59)       i?2  — '»?i  =  ^i>    %  — %  =  ^2,    ...'»?n  — 1?i  =  ^«-l 

das  lineare  Differentialgleichungsystem  n  —  1*®'  Klasse 

(^  —  «)   TtV  =  ^1^1  +  *I2^2  H f-  6l«-l^n-l 


(60) 


(2  a; 
da; 


dz 

{x  —  a)-^'=  l3t0i  +  fcgjÄg  H 1-  62,-1  «„_t 


«^«n-l 


(a;  —  a)     ^^    =  &«-iigi  +  h-n^t  +  •  •  +  i»,_i,_i«„_j , 
worin,  wie  unmittelbar  zu  sehen, 

(61)        Kß ai^+x  ^ +  «.+./»+. ^^     (a^ß) 

und 

(62)  baa  =  da-^n  ,^  Äff+12  ~*^~  •  •  • 

^la-l-l  2fla+l 

^1«  2/la-f-l 

—  öa+l„— -  r/ia+i   — 

ist. 

Wir  dürfen  zunächst  annehmen*),   dass  die  durch   die 


*)  l8t  dies  nämlich  nicht  der  Fall,  sind  vielmehr,  wie  ans  den 
Gleichungen   (37)   ersichtlich,   einige    der   Grössen   Cq^  ,   c^^j  •  •  •  c^«  1 
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Gleichungen  (55)  definirten  Functionen  u^^ ,  Wjg  >  •  •  •  ^i«  ^^'^ 
X  <=  a  sämmtlich  von  Null  verschieden  sind;  es  werden  dann, 
wie  man  unmittelbar  sieht,  die  Coefficienten  baß  und  6««  nach 
(61)  und  (62)  in  der  Umgebung  von  x  =  a  endliche,  stetige 
und  eindeutige  Functionen  von  x  sein,  und  das  Diflterential- 
gleichungsystem  (60)  wird  somit  den  Charakter  des  gegebenen 
DiflFerentialgleichungsystems  (35)  haben. 

Nun  lautet  aber  die  zum  Punkte  a  gehörige  determinirende 
Fundamentalgleichung  des  Differentialgleichungsystems  (60) 


(63) 


1^1 


J(0) 


12 


'22 


B  . 


x(0) 
Oin—l 

02n—l 


=  0, 


7,(0)  7(0)  ,(0)  X? 

Oft— 11  t'n— 12 t;^— In— 1 J^ 

wenn  hf^  den  Werth  von  bx^  für  x  =  a  bedeutet;  setzt  man 
aber 

(64)  uiji,  =  Cofi  +  Cif,(x  —  a)  +  ^2/.(^  —  «)^  H , 

worin  der  Voraussetzung  nach  Co^  von  Null,  verschieden  ist, 
so  wird  nach  (55)  und  (64) 

(65)  "'"       '^ 


'Oe 


und  somit  vermöge  (61)  und  (.62) 
(66) 


und 


1,(0)  _  (0)        V+l     I     ^(0)        ,      V+1       /^  -^  a\ 

Oaß  =  ai/?+l  — h  «a-f-l/J+l   ' (,«  ^  P) 

*'Oa+l 


'Ol 


< 


welche  durch  das  Gleichungsystem  (40)  bestimmt  sind,  gleich  Null, 

so  wird  man  durch  unendlich  kleine  Veränderungen  der  Werthe  a|?^, 

d.  h.  der  für  rc  =■  a  angenommenen  Werthe  der  Coefficienten  a^^  des 

gegebenen  DifiFerentialgleichungsystems  (35)  das  letztere  in  ein  unend- 
lich wenig  von  dem  gegebenen  verschiedenes  umformen  können,  für 
welches  die  entsprechenden  Gleichungen  (40)  lauter  von  Null  ver- 
schiedene Grössen  für  die  Anfangswerthe  der  neuen  u^^  ,  Mj,  >  .  .  .  u^^ 

ergeben,  und  für  welche  die  weiteren  oben  gemachten  Schlüsse  gültig 
bleiben;  nach  erlangtem  Resultate  bleibt  die  Form  der  Integrale  der 
oben  reducirten  Diiferentialgleichungsysteme  unverändert,  wenn  man 
durch  die  entgegengesetzten  unendlich  kleinen  Variationen  zu  dem 
ursprünglichen  Diiferentialgleichnngsysteme  zurückkehrt. 
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.(«)  _<0)  -Ol 


(67)        C  =  -  a':U 


'Ocr+1 


—  a 


(0) 


'08 


'Oß+1 


•       •       • 


Cv 


in)  ^On  .^(0)         ^Qg-fl 


sein.     Da  aber  nach  den  Gleichungen  (48) 

(68)    «a-f  11^01  +  OcrH-12^02  4 f"  i^a+la+l rj  Cqu+i   +  •  •  • 

+  «a+l«  Co»  =  0 

ist,  so  folgt 

(Oy ;  Oaa  =  «a-hla+l  ^i   —  ^la+l  — , 

und  es  geht  somit  nach  (66)  und  (69)  die  determinirende 
Fundamentalgleichung  (63)  des  Differentialgleichungsystems 
(60)  in 


(70)  A  = 


''Ol 


^(0)  <?03       I      ^(0)  Cos 
«13 1-  «23    —  •  • 


'Ol 


'08 


(0)  ^0«    ,       (0)  <^0» 
ff  In r  ^2ä  T— 


'Ol 


'08 


~  Gl2 


(0)   ^02        ,  (0)   ^02 

T"  ^'32 


(0) 
0^33  


Ol 


'03 


als' ?^-(i2 +  »-,).. 


'Ol 


^(0)  ^On    ,        (0)  ^0« 


'-Ol 


03 


«12 r  "»2  ~       ^13   I T  ^«3 

^01 


.(0)  c, 


.(0)  Co 


c. 


Ol 


'On 


^0» 


=  0 


^01 


über.  Multiplicirt  man  aber  die  einzelnen  Horizontalreihen 
der  determinirenden  Fundamentalgleichung  (42)  mit  den  der 
Annahme  nach  von  Null  verschiedenen  Grössen  Oq^;  ^29*- -^»9 
zieht  die  erste  Horizontalreihe  von  der  zweiten,  dritten,  . . .  bis 
n*^  ab,  setzt 

(71)  r  =  B  +  r,, 

und  benutzt  die  zwischen  den  a^^l  und  c* ,  stattfindenden  Be- 
Ziehungen (48),  so  findet  man  mit  Hülfe  bekannter  Deter- 
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minanteneigen Schäften,  dass  die  determinirende  Fundamental- 
gleichuDg  (42)  sich  in  die  Form  setzen  lässt 

(72)  jR.A==0, 

und  hierausfolgt,  dass  die  Lösungen  der  Fundamentalgleichung 
(70),  da  diejenigen  von  (42)  durch  r j ,  rg,  ...^^,  . .  •  ^n  be- 
zeichnet wurden,  durch 

(7o)  ^2  *'l  f       ^3  ^  1  ?    •  •  •  ^A  ^1  >        •    •    •    ^n  ^1 

dargestellt  sind.  Bildet  man  nun  die  Differenzen  aller  dieser 
Lösungen  und  der  ersten  in  der  bezeichneten  Reihenfolge, 
so  dass  man 


(74)  n  —  r^,    n  —  ^2,     .  •  >  Tn  —  r 


2 


erhält,  so  werden  diese,  da  die  r  so  geordnet  waren,  dass 
die  reellen  Theile  auf  einander  folgender  Elemente  nicht 
wachsen,  keiner  von  Null  verschiedenen  positiven  ganzen 
Zahl  gleich  sein  können,  und  somit  den  Bedingungen  des 
Satzes  in  Nummer  6.  genügen;  es  hat  daher  das  lineare 
Differentialgleichungsystem  n  —  1*®'  Klasse  (60)  ein  regu- 
läres Integralsystem  von  der  Form 

(75)  ^1  ==  (^  —  ay^"'''  Vi ,    02  =  (j^  —  «)''*""'*'  V2y  ... 

0n-l  =  (^  —  ay^-"-^  Vn-i  , 

worin  Vi,  ^2  ?  •  •  •  ^«— i  ^^  x  =  a  herum  endliche,  stetige  und 
eindeutige  Functionen  von  x  bedeuten,  die  nicht  sämmtlich 
für  X  =='  a  verschwinden.  Beachtet  man  aber,  dass  die  erste 
der  Differentialgleichungen  (58)  in  die  Form  gesetzt  werden 
kann 

(76)  (x  —  a)  ^  =  fl,2  -  ^1  +  «13  — ^2+  •••  +  «m  —0n-i, 
SO  folgt  mit  Hülfe  von  (75) 

(77)  (a;-a)g=(:r -«)'•«-.?/, 

worin  ü  von  der  Form 

(78)  U  =  Uo -\- U,(x  -  a)  -i-  U^{x  -  ay  +  ■  " 
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isif  UDil  somit  durch  Integration,  wenn  man  berücksichtigt, 
dass  nach  der  f&r  IL  gemachten  Annahme  r,  —  r^  entweder 
Null  oder  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  im  Allgemeinen 

(79)    fji^A  log (x-a)  +A,, (x -  a,"'.  +A,, (x— a)-'.+^ 
und  daher  nach  (59)  und  (75) 


(ri^=Alog(x 


(80) 


+^«(x-a)-'H-2  + 


rin=A  log  (x —a)+A(ynix—  oj-'^n  -{-Am  {x  —  a)-N+i 

+J2»(x-a)--»+2+..., 


woraus  sich  endlich  vermöge  (55)  und  (56)  ein  zweites 
Integralsystem  der  Differentialgleichungen  (35)  in  der  Form 
ergiebt 

y2i  =  (^  —  «)''' { W21  +  Au^^  \og(x  —  a)} 

/gjN  ^22  =  (^  —  «)'■•  {  «*22  +  ^««12  log  (»^  —  «)  } 


=  (rr  —  a)»-*  { t/»«  +  ^Wi„  log(a:  —  a) } , 


in  welchem  auch  ^  «»  0  sein  kann,  und  welches,  wie  mau 
unmittelbar  sieht,  wiederum  regulär  ist. 

Geht  man  ebenso  von  dem  linearen  Differentialgleichung- 
system n  —  1*®'  Klasse  (60)^durch  analoge  Substitutionen  zu 
dem  entsprechenden  n  —  2*®'  Klasse  über,  so  führen  genau 
dieselben  Schlüsse,  da  die  Quadratur 

J  log(a:  —  a)  ^^  ==  ^  nog(^  -  a)f 

lautet,  zu  einem  Integralsystem  der  Form 


(82) 


J/31  =  (^ — «X' { %  +  «<^i  1  log  (a:  -  a)  +  J? Wn  [log  (a;  —  a)]* ) 
y32=(^-«)''' { ^12  +  ^12 log(^  —  a)  +  Bw,2  [log (a;  —  a)]*) 


J/3»=(^  -  «)"'  { rin-^-WiJog^x  —  a)  +Buin  [log(a;  -  a)f } , 
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das  wiederum  regulär  ist,  u.  s.  w.,  so  dass  sich  im  Allgemeinen 
der  Gruppe  r^,  r^,  •  -  -^x  ^  Annahme  IL  entsprechend  die  k 
regulären  Integralsysteme  ergeben 

fViQ  =  (x  -  ay^  ui^ 
y2Q  =  (^  -  ay^  [  <^)  +  w-cy  log(.r  -  a) } 

Vx^  =  (^  -  ^0^''  {  ^4',^  +  '«^iy  log  (^  -  a)  +  .  .  • 


(83) 


und  es  folgt  zugleich,  dass  die  um  ganze  Zahlen  verschiedenen 
Werthe  ^i ,  ^2 ;  •  •  •  ^ji>  "^dlche  Läsungen  der  zu  x  =  a  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichung  waren,  auch  den  durch 
2%i  dividirten  Logarithmen  der  Wurzeln  co^,  cj^,  , . .  cjx  der  zu 
rc  =  a  gehörigen  Fundamentalgleichung  (14)  des  vorigen  Ab- 
schnittes entsprechen. 

Fassen  wir  die  den  Fällen  I.  und  IL  entsprechenden 
Resultate  zusammen,  so  erhalten  wir  den  folgenden  Satz: 

Das  lineare  Differentialgleichungsystem 

(^  ""  ^)  ^  =  ^11^»  +  ^122/2  H h  (^myn 

(^  ""  ^)  5¥  ^  ^^1^1   +  ^222/2  H h  02nyn 


(^  —  «)  -^   ==  «»12/1  +  Ö^«22/2  H h  <^nnyn, 

in  welchem  aaß  in  der  Umgebung  von  x  =  a  endliche,  stetige 
und  eindeutige  Functionen  bedeuten,  hat  stets  in  der  Umgebung 
dieses  Punktes  ein  reguläres  Fundamentalsystem  von  Inte- 
gralen, und  zwar  wird,  wenn  man  von  den  Lösungen  der  zum 
Punkte  a;  =  a  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung 


an  —  r    a^ 


(0) 

«21 


(0) 
«22 


a„2 


r   ,  .  .  a2n 


y 


=  0, 


30' 
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in  welcher  a^^l  den  Werth  der  Function  üas  i^  Punkte  x  =  a 

ap  r 

bezeichnet,  alle  diejenigen  bu  einer  Gruppe  verbindetj  welche  ein- 
ander gleich  oder  sich  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  und  die- 
selben innerhalb  einer  Gruppe  so  ordnet,  dass  die  Differenz  eines 
folgenden  und  eines  vorhergehenden  Elementes  nie  eine  positive 
ganze  Zähl  ist,  das  erste  Element  einer  jeden  Gruppe  eine  im 
vorigen  Abschnitte  definirte  Gruppe  von  Integralsystemen  und 
zwar  regulären  Fundamentalsystemen  von  Integralen  nach  sich 
ziehen,  die,  une  früher  hervorgehoben,  auch  wieder  in  Unter- 
gruppen, deren  erste  Elemente  keine  logarithmiscJien  Glieder  be- 
sitzen, zerfallen  können.  Zugleich  erkennt  man,  dass  sämmtlidie 
Lösungen  r^,  r^,  . .  ,rn  der  zu  x  =  a  gehörigen  determiniren- 
den  Fundamentalgleichung  die  durch  27ti  dividirten  Logarithmen 
der  Wurzeln  Oj ,  co^,  . . .  On  der  zu  x  =  a  gehörigen  Funda- 
mentalgleichung (14)  des  vorigen  Abschnittes  sind. 

8.  Nachdem  die  ümkehrung  des  in  Nummer  2.  dieses 
Abschnittes  ausgesprochenen  Satzes  erwiesen  ist,  wird  auch 
die  Gültigkeit  der  Umkehrung  des  allgemeinen  Satzes  der 
Nummer  4.  festgestellt  Bein,  und  es  wird  sich  somit  das 
Resultat  der  Untersuchungen  dieses  Abschnittes  folgender- 
massen  zusammenfassen  lassen: 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass 
ein  lineares  homogenes  Differentialgleichungsystem  w*®'  Klasse  mit 
in  der  ganzen  unendlichen  Ebene  eindeutigen  Coefficienten  und 
einer  endlichen  Anzahl  singulärer  Punkte  a^,  a^,  . .  .a^  in  der 
Umgebung  eben  dieser  sotme  des  unendlich  entfernten  Punktes  nur 
reguläre  Integralsysteme  besitzt,  ist  die,  dass  dieselben  von  der 
Form  (31)  oder  durch  Substitutionen  der  Form  (32)  oder  durch 
successive  aus  solchen  zusammengesetzte  abgeleitet  sind, 

und  für  eine  lineare  Differentialgleichung  höherer  Ord- 
nung specialisirt: 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass 
eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  n*®'  Ordnung  mit  in 
der  ganzen  unendlichen  Ebene  eindeutigen  Coefficienten  und  einer 
endlichen  Anzahl  singulärer  Punkte  a^,  a^,  . . .  a^  in  der  Um- 
gebung eben  dieser  soune  des  unendlich  entfernten  Punktes  nur 
regidäre  Integrale  besitzt,  ist  die,  dass  dieselbe  von  der  Form  (33) 
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ist,  worin  die  Grössen  Av  ganze  Functionen  von  x  von  nicht 
höherem  Grade  als  dem  v{q —  1)*®"  bedeuten. 


III.    Ueber  die  Snbstitntionsgruppen   linearer  üifferential- 
gleichnngsysteme  nnd  deren  Anwendung  auf  die  Ermittlung 

algebraischer  Integralsysteme. 

1.    Bilden    für   ein    lineares   DiflFerentialgleichungsystem 
n^'  Klasse 


(1) 


dx 
dx 


=  Al  Z/l    +  ^22^2  H f-  ^2«yn 


dx 


=  Anl  2/i   +  ^«2  2/2   H h  Annyn, 


in  welchem  die  Coefficienten  Aa^  in  der  ganzen  Ebene  ein- 
deutige Functionen  darstellen,  die  Integrale 


(A) 


f2/ii     2/i2 
J/21     2/22 


yin 
2/2« 


2/nl       yn2    . 


2/ 


nn 


ein  simultanes  Fundamentalsystem,  so  wird,  wie  im  vorigen 
Kapitel  gezeigt  worden,  für  beliebige  Umläufe  der  unab- 
hängigen Variabein  x  das  System  (A)  stets  wieder  in  ein 
Fundamentalsystem  übergehen,  welches  für  alle  möglichen  von 
einem  Punkte  ausgehenden  geschlossenen  Umläufe  die  ver- 
schiedenen Werthe 

annehmen  möge,  deren  Anzahl  unendlich  gross  oder  auch 
endlich  sein  kann. 
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Wir  wollen  die  Uehergänge 

{A){A,),   {A)iA,),   (A){A,),    .  .  . 
resp.  mit 

(a)  'S^l;  ^2?  '^3,    ... 

bezeichnen,  dieselben  Substitutionen ,  und  die  Zusammetistellung 
dller  Substitutionen  (a)  die  Gruppe  des  Differentialgleichung- 
systems (1)  nennen; 

es  ist  ersichtlich,  dass  sich  alle  Substitutionen  successive 
aus  denjenigen  zusammensetzen  lassen,  welche  aus  der  Um- 
kreisung der  einzelnen  singulären  Punkte  des  Diflferential- 
gleichungsystems  hervorgehen. 

3.  Betrachtet  man  nur  einen  Theil  der  n  simultanen 
Fundanientalsysteme  von  Integralen 


(B) 


Vu 

yi2  ' 

'  .  yin 

yn 

2/22    • 

•    •    2/2/1 

• 

ymi 

•                • 

ym2  • 

•               • 

■    •    yinr 

so  kann  es  vorkommen,-  dass  alle  geschlossenen  Wege  der 
unabhängigen  Variabein  das  System  (B)  immer  nur  in  solche 
Integralsysteme 

überführen,  welche  keine  anderen  Integralelemente  als  die 
in  (B)  vorkommenden  enthalten,  und  in  diesem  Falle  werden 
wir  sagen,  das  Differentialgleichungsystem  (1)  besitzt  eine  nicht 
'primitive  Gruppe, 

Es  soll  gezeigt  werden, 

dasSy  wenn  ein  lineares  Differentialgleichungsystem  n*®'  Klasse 
mit  in  der  ganzen  Ebene  eindeutigen  Coefficienten  eine  nicht 
primitive  Gruppe  besitzt,  welche  aus  m  simultanen  Integral- 
Systemen  besteht,  dann  dasselbe  in  dem  früher  angegebenen  Sinne 
reductibel  ist  und  zwar  so,  dass  sämmtliche  Integralsysteme  eines 
gleichartigen  linearen  Differentialgleichungsystems  m^'  Klasse 
auch  Elemente  von  Intcgralsystemen  des  ursprünglichen  Systems 
von  Differentialgleichungen  bildest;  und  umgekehrt,   wenn  dies 
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der  Fall  ist,  so  besitzt  das  Diffcrcntialgleichungsystem  w*®'  Klasse 
eine  nicht  primitive  Gruppe. 

Greift  man  Dämlich   das  System   yod  Integralelementen 


(C) 


>     •     • 


•     •     • 


yim 

y2m 


2/ml      J/m2   '    '    *    y 


mm 


heraus,    und    bildet   das    lineare   DiflFerentialgleichungsystem 
m*®'  Klasse 


(2) 


(3) 


d^  y^  y^ 


• « • 


y 


m 


^^      yn     ^12  •   •   •  J/lm 


dx     ^"'^    y^n^  •  •  •  ymm 


dx  y^  y^ ' 

'dx'  y^^  ^»2 


y 


m 


•  •   •  !fim 


yi> 


dx      y*^^    yin2  •  •  •  ymm 


=  0 


==0 


(4) 


dx 

Vi 

y^  •  • 

.  ym 

dx 

Vn 

yi2  •  • 

•  yim 

» 
dx 

• 

ym 

ff       •       > 

l  ym2 . . 

• 

•  ymm 

0, 


so  ist  zunächst  klar,  dass  dasselbe  das  System  (C)  zum 
simultanen  Fundamental  System  von  Integralen  hat;  aber  es 
ist  auch  leicht  zu  sehen,  dass,  wenn  das  Dififerentialgleichung- 
system  (2),  (3),  ...  (4)  in  die  Form 


\ 
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(5) 
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*l  X 

—  J?,,  //,  +  B,.,y^  +  -      +  J?i».y.. 

fix 

•           • 

—   l^tlUx    +   ^ityi-\ h    i'ä'"  U'n 

'^Vm 


gesetzt  wird,  die  Coefficienten  Baß  gleichartig  mit  den  Coeffi- 
cienten  des  DifferentialgleichuDgsystems  (1),  d.  h.  in  der 
ganzen  Ebene  eindeutige  Functionen  von  x  sind.  Denn,  da 
der  Voraussetzung  nach  für  einen  beliebigen  geschlossenen 
Umlauf  des  x 

Vui    in   Cal  Vn  +  ^'«2  2/21  H h  Cum  Vml 

yu2  in  Cul  2/12  +   C«2  y^-\ h  Cc.m  ymi 

(0) 


ftnm 


yam  in  C'al  t/l«  +  ^,,2^2«  H f"  i\emy, 

übergehen,  so  wird  nach  II.  5.  des  dritten  Kapitels 


0)      Ä;.= 


Vn      yi2 


yu'-i  fi^  2/i/.+i  •  • .  yim 


y 


dy 


2X 


21 


Vvi  •  '  '  2/2/1-1  -^  y2fx+i 


•       J       • 


yü 


Hl    • 


2/ml       y,n2 


yrnn—l    —J-^     ym/n-\-l 


y 


mm 


yn 
y^i 


2/l2 
2/22 


yim 

y2m 


y/itl       yiu2   •    •   •  ymm 


weil    jede    der   Determinanten   für   den    betr.  Umlauf  des  x 
ihren  ursprünglichen  Werth  multiplicirt  mit  der  Determinante 


(8) 


^11      ^12    •    •    •    Cim 


^21       ^22    •    •    •    ^2/rt 


^ml      ^iu2   '    •    •  Oft 


um 
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annimmt;  unverändert  bleiben  ^  also  alle  Baß  in  der  ganzen 
Ebene  eindeutige  Functionen  von  x  sein,  und  es  wäre  somit 
der  erste  Theil  des  oben  ausgesprochenen  Satzes  bewiesen. 
Umgekehrt  ist  aber  auch  einleuchtend,  dass,  wenn  (C)  ein 
simultanes  Pundamentalsystem  eines  linearen  Dififerential- 
gleichungsjstems  m^  Klasse  (5)  bildet,  sämmtliche  Umläufe 
des  X  die  Elemente  von  (C)  immer  nur  in  lineare  Functionen 
eben  dieser  Elemente  überführen  werden,  und  daher  das 
DiflFerentialgleichuugsystem  (1)  eine  nicht  primitive  Gruppe 
besitzen  wird. 

3.  Aber  wir  können  diesen  letzteren  Theil  des  oben 
ausgesprochenen  Satzes  auch  noch  anders  ausdrücken,  wenn 
wir  zunächst  noch  folgende  Ueberlegung  anstellen. 

Wenn  ein  Theil  der  Elemente  eines  vollständigen  Inte- 
gralsystems 

(9)  Vi,       V2>       •    •    •    Vn 

des  DiflFerentialgleichungsystems  (1)  z.  B.  i^j,  i/g,  ...?^v,  worin 
V  <  w,  ein  vollständiges  Integral  System  eines  gleichartigen 
linearen  DiflFerentialgleichungsystems  v^'  Klasse 


(10) 


dx 


=  «11  ^1   +  «12^2  +  •  •  •  +  ^iv^t 


dz^  I  I  I 


dz^ 


bildet,   so   folgt  durch  Vergleichung  von  (1)   und   (10)  das 
Gleichungsystem 

Al^l+^12^2H h  ^ln^n  =  Olli?!  +  «12^2  H h  «Iv^i 

,       .      ^21^1+^2^2  4 h^2«^n  =  Ö2i1^1+«22^2  4 h«2.^i 

-4^17^1 +  J.».2  ^2  H f--^nr^n  =  öyi1?l+«r2'»/2H V^w^v* 

Sind  nun  alle  diese  Gleichungen  in  den  ^y- Grössen  iden- 
tisch, so  würde  daraus  folgen,  dass  die  ersten  v  Differential- 
gleichungen des  Systejnes  (1)  das  Differentialgleichungsystem 
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(10)  selbst  bilden,  und  sämmtliche  vollständige  Integralsysteme 
des  letzteren  wQrden  Theile  yon  vollständigen  Integralsjstemen 
des  ersteren  bilden;  sind  die  Gleichungen  (11)  aber  nicht 
identisch,  so  ergäbe  sich  jedenfalls 

(12)  f]n  =  PiVl  +  P2V2  H h  Pn-lVn-l  , 

worin  Pi,  P2y  ... Pn—i  linear  aus  den  A  und  a  zusammen- 
gesetzt sind,  und  substituirt  man  daher 

(13)  y„  =  PiVi  +  i>2«/2  H h Pn-iyn-l 

in  (1),  so  erhält  man  ein  gleichartiges  lineares  Diflferential- 
gleichungsystem  n  —  1*®'  Klasse 


(14) 


^Vi 


dx 


dx 


l  =  -»11^1   +  ■012^2  + 


=  ^2iyi  +  -S222/2  + 


+  B^n-iyn-X 


dx 


-Bn— 11^1+ J^n— 12^2  H \'^n—l  »-.1  Vn—ly 


welches  von  dem  Integralsystem  (9)  die  Elemente 

(15)  n\y    V27     •  •  •  Vnr-i 

als  ein  vollständiges  Integral  System  hat.  Stellt  man  jetzt 
wieder  (14)  mit  (10)  zusammen,  so  kann  man  ebenso  wie 
vorher  bei  der  Zusammenstellung  von  (1)  mit  (10)  schliessen, 
und  fährt  man  so  fort,  so  kommt  man  jedenfalls  zu  einem 
linearen  DiflFerentialgleichungsystem  v*®'  Klasse,  das  mit  (1) 
die  Integralelemente  rj^,  ri^j  . .  .  i?v  gemein  hat.  Wird  nun 
angenommen,  dass  nicht  schon  ein  Theil  dieser  Elemente  das 
vollständige  Integralsystem  eines  linearen  DiflFerentialgleichung- 
systems  noch  niederer  Klasse  als  der  v^^^  bildet,  so  können 
die  eben  gemachten  Schlüsse  nicht  weiter  für  das  zuletzt  er- 
haltene System  v*®'  Klasse  und  das  System  (10)  derselben 
Klasse  fortgeführt  werden,  und  es  folgt  somit,  dass  eben 
dieses  System  mit  (10)  identisch  sein  muss.  Da  aber  dann 
das  System  (1)  durch  die  successiven  Substitutionen 

Vn        =  PlVl  +  fty»  H h  Pn^lVn-l 

(16)  ^'^"^  ""  ^^^*   "^  ^2!/2  H h  qn^2tJn-2 


Vv+i  =  r^Vi  +  ^2!/2  H h  nj/. 
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in  das  System  (10)  übergeht,  so  folgt,  dass  alle  vollständigen 
Integralsysteme  von  (10)  Theile  von  vollständigen  Integral- 
systemen von  (1)  bilden,  und  wir  erhalten  somit  den  folgen- 
den Satz: 

Wenn  ein  Theil  eines  vollständigen  Integralsystemes  eines 
Systemes  von  n  linearen  Differentialgleichungen  mit  in  der  gangen 
Ebene  eindeutigen  Coefficienten  ein  vollständiges  System  von 
Integralen  eines  gleichartigen  linearen  Differentialgleichungsystems 
v^^  Klasse,  worin  v  <,  n  ist,  "bildet,  und  Icein  Theil  desselben 
das  vollständige  System  von  Integralen  eines  gleichartigen  linearen 
Differentialgleichungsystems  von  noch  niederer  Klasse  ist,  so 
tCerden  sämmtliche  Integralsysteme  des  Differentialgleichung- 
Systems  1/*®'  Klasse  Theile  von  vollständigen  Systemen  von  Inte- 
gralen des  gegebenen  linearen  Differentialgleichungsystems  n^' 
Klasse  bilden. 

und  stellen  wir  nunmehr  diesen  Hülfsatz  mit  dem  vor- 
her bewiesenen  Satze  zusammen,  so  folgt  unmittelbar, 

dass,  wenn  für  ein  lineares  Differentialgleichungsysteni  n^' 
Klasse  mit  in  der  gangen  Ebene  eindeutigen  Coefficienten  das 
vollständige  Integralsystem  eines  gleichartigen  Systems  von  v 
linearen  Differentialgleichungen,  worin  v  <  w,  einen  Theil  eines 
vollständigen  Integralsystems  bildet,  das  Differentialgleichung' 
System  n*®'  Klasse  eine  nicht  primitive  Gruppe  besitzt. 

4«   Habe  nun  das  lineare  Differentialgleichungsystem 


(17) 


■j^  =  Aniyi  +  Ä„2y2  H h  ^»«y«, 


dessen  Coefficienten   in   der  ganzen  Ebene   eindeutige  Func- 
tionen sein  sollen,  m  algebraische  Integralsysteme, 


(18) 


Vn   3/i2  •  •  •  y^n 

Vn     2/22  ••  •  2/2« 

2/ml      y»*2   •    •   •  ymny 
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die  Dicht  hoDiogeu  linear  mit  constauteu  CoeffieieuteD  unter 
einander  zusammenhängen^  und  nicht  mehr  solcher  alge- 
braischer Integralsysteme,  so  kann  man,  weil  die  algebra- 
ischen Integralelemente  für  beliebige  Umläufe  des  x  nur  in 
einander  übergehen,  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen 
dur,ch  Bildung  der  m  linearen  Differentialgleichungen  (^2),  f3), 
. . .  (4)  ein  lineares  Differentialgleichungsystem  mt^  Klasse 
bilden,  welches  offenbar  ebenfalls  in  der  ganzen  Ebene  ein- 
deutige Coefficienten  besitzen  wird,  und  dessen  simultane 
Fundamentalsysteme  von  Integralen  sämmtlich  algebraisch 
sind;  da  die  Coefficienten,  wie  aus  (7)  hervorgeht,  algebraische 
Functionen  von  x  und  zugleich  eindeutig  sind,  so  werden  sie 
rationale  Functionen  von  x  sein.  Ist  das  Differentialgleichung- 
system (17)  in  dem  oben  angegebenen  Sinne  nicht  reductibel, 
so  muss  w  =  n  sein,  und  es  wird  das  System  (2),  (3), ...  (4) 
offenbar  mit  dem  Differentialgleichungsystem  (17)  zusammen- 
fallen. 

Nehmen  wir  nunmehr  an,  dass  das  lineare  Differential- 
gleichungsystem (17)  nur  algebraische  Integrale  habe,  so  werden 
die  Coefficienten  Aaß  also  sämmtlich  rationale  Functionen  von 
X  sein. 

Aber  wir  können  auch  die  Form  dieser  rationalen  Coef- 
ficienten leicht  angeben,  indem  die  Existenz  von  nur  alge- 
braischen Integralen,  da  deren  Entwicklung  um  die  singulären 
Punkte  herum  nur  eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen 
enthält,  verlangt,  dass  das  Differentialgleichungsystem  nur 
reguläre  Integralsysteme  und  zwar  in  endlicher  Anzahl  er- 
fordert, und  es  muss  somit  nach  dem  vorigen  Abschnitte  jedes 
lineare  Diffo'entialgleichtingsystem  w*®'  Klasse  mit  nur  algebra- 
ischen Integralsystemen  mit  Hülfe  von  dort  naher  angegebenen 
Substitutionen  aus  einem  Differentialgleichungsystem  n**'  Klasse 
von  der  Form  abgeleitet  sein 

(a;— rt,)(a;-ajj)...(a;- ap)|^  =  6iiyi-f  612^2  H h^i»y« 

dy 

ix—a^\x^a^..,(x  —  a^  ^^=bniy^-\-b,.^y^'^ — h^^y-» 


(19) 
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tvorin  J^j ,  ...  6„„  game  Functionen  von  x  von  nidU  höherem 
Grade  als  dem  q  —  l^^  bedeuten. 

Um  nun  die  hinreichenden  Bedingungen  dafür  zu  finden, 
dass  diese  stets  regulären  Integrale  auch  sämmtlich  alge- 
braische seien,  werde  zunächst  bemerkt,  dass,  weil  für  be- 
liebige Umläufe  der  unabhängigen  Variabein  die  nur  alge- 
braischen Integrale  eine  endliche  Anzahl  von  Transformationen 
erleiden  können, 

die  Gruppe  des  Differentialgleichungsystems  (19)  nothwendig 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Substitutionen  wird  enthalten 
dürfen; 

aber  es  soll  auch  umgekehrt  bewiesen  werden, 

dass  jedes  Differentialgleichungsystem  (19),  welches,  tvie 
toir  wissen,  nur  reguläre  Integralsysteme  besitzt,  wenn  dessen 
Gruppe  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Substitutionen  in  sich 
schliesst,  nur  algebraische  Integralsysteme  enthält 

Denn  da  die  allgemeine  Form  der  Integralsysteme  in 
der  Umgebung  eines  singulären  Punktes  a  lautete 

(20)  t/,,  =  (X  -  ay^  [  g>^^  +  <pi^\^  log  {x  -  a) 

+  <pi%  [log  (x  -  a)f  +  . . . 
+  9>f-'^  [log  (x  ~  a)f-^ } , 
(()  =  1,  2,  ...n) 

so  werden  zunächst  wegen  der  Regularität  der  Integrale  die 
unendlichen,  nach  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  fortschreiten- 
den Reihen  nur  eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen 
enthalten  dürfen;  femer  folgt  unmittelbar  aus  der  Annahme 
der  endlichen  Anzahl  der  Substitutionen  der  Gruppe  des 
DifiFerentialgleichungsystems  (19),  dass  die  Umkreisung  des 
Punktes  a  nur  eine  endliche  Anzahl  verschiedener  Integral- 
systeme liefern  darf,  also  einerseits  keine  Logarithmen  in 
(20)  enthalten  sein  dürfen,  andererseits  r^  eine  rationale 
Zahl  sein  muss,  und  es  werden  somit  in  der  Umgebung  des 
willkürlichen  Punktes  a,  er  sei  ein  singulärer  oder  nicht, 
die  Integralelemente  eines  simultanen  Fundamentalsystems 
die  Form  haben 
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'.'/u=(^-")'"'9'ii,  !/,2  =  (-r— «)'''9'i2,  •••yi,.=(^-«)'''9>i„ 

worin    r^,  rg,   . . .  r„   rationale   Zahlen  und  (p^^  in   der   Um- 
gebung von  a:  =  a  eindeutige  Functionen   von  x  bedeuten, 
welche  nur  eine  endliche  Anzahl  ganzer  negativer  Potenzen 
von  X  —  a  enthalten. 
Sei  nun 

(22)        ^1  =  ]^'  '■«  =  ^'  •••'■"°=p:' 

undjp  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  von^i,p2>  -"Pm 
so  folgt,  dass  alle  Integrale,  da  sie  in  der  Form 

/00^     2/2  =  ^l(^  — «)''95i2  +  ^2(^-«^922H t-Cn(^— a>9>„2 

ausdriickbar  sind,  sich  in  der  Umgebung  des  Punktes  a  in 
convergente  Reihen  entwickeln  lassen,  welche  nach  steigen- 
den Potenzen  von 

{x-aY 

fortschreiten  und  nur  eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen 
enthalten. 

Fassen  wir  nun  z.  B.  das  Integralelement  t/i  auf,  so 
wird  dieses  nach  (23)  für  alle  Umkreisungen  des  singulären 
Punktes  a,  also  auch  für  alle  Umkreisungen  aller,  wie  oben 
hervorgehoben  worden,  nur  in  endlicher  Anzahl  vorhandenen 
singulären  Punkte  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Werthen 

<),  yf\   .  .  .  j/W 

annehmen,  und  somit  die  Lösung  der  algebraischen  Gleichung 
sein,  welche  in  die  Form 

(25)  y«  +  p,j^-l+p^y-«+...4-P.  =  0 
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gebracht  werden  kann,  in  welcher  P^,  P2,  . . .  P«  oflFenbar  in 
der  ganzen  Ebene  eindeutige  Functionen  von  x  bedeuten. 
Da  nun  die  Integrale,  also  auch  die  Coefficienten  P^,  Pg, ...  P« 
sowohl  im  Endlichen  als  auch  im  unendlichen  nur  von  einer 
endlichen  Ordnung  unendlich  werden,  so  werden  eben  diese 
Coefficienten,  da  sie  in  der  ganzen  Ebene  eindeutig  waren, 
rationale  Functionen  von  x  sein,  und  somit  die  Integrale 
selbst  algebraische  Functionen,  was  gezeigt  werden  sollte.  Die 
Aufstellung  der  linearen  Differentialgleichungsysteme  mit  nur 
algebraischen  Integralsystemen  ist  somit  auf  die  Gruppen- 
untersuchung der  in  (19)  enthaltenen  regulären  Differential- 
gleichungsysteme zurückgeführt. 


lY.  Discussion  des  hypergeometrischen  Differentialgleichnng- 

systems  zweiter  Klasse. 

!•  Um  die  allgemeinen  für  die  linearen  Differential- 
gleichungsysteme  beliebiger  Klasse  angestellten  Untersuch- 
ungen an  einem  Beispiele  zu  erläutern,  wählen  wir  das  lineare 
Differentialgleichungsystem  zweiter  Klasse  mit  nur  regulären 
Fundamentalsystemen  von  Integralen  in  der  Umgebung  der 
einzigen  singulären  Punkte  a,  b  und  00: 


(1) 


{x~a)(x  —  h)^  =  (All  +  lnx)yi  +  ihi  +  ^n^)  Vi 


dx 


{x  —  a){x-  h)  Y^  ==  (Aji  +  ^2, x)  y^  +  {k^^  +  k^x)  y^ , 

und.  zwar  gleich  die  durch  algebraische  Substitutionen  leicht 
herstellbare  Form,  in  welcher 

a  =  0,    6=1, 

,     _  cc(Y-ß)      7    _       „    7.  «(l-P)(P-y)(«-y  +  l) 

«11— „_^  +  l>  hl a,  «18—  (^a-ß+iy  > 

(2)    {  ?,2  =  0, 

»äi  —  1,  *2i — ">        ""M —     a  —  ä+l      ' 

^  1^  =  1  -ß 

ist,    so   dass   das   Differentialgleichungsystem    (1)    die   Form 
annimmt: 
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(3) 


^'^^    ^^  dx    icc-ß+i^^^jy^'  (cc-ß+iy        2/ä 

durch  Differentiation  der  ersten  Gleichung  erhält  man  mit 
Benutzung  der  zweiten  für  y^  die  lineare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung 

(4)  x(l~x)^  +  [r-{a  +  ß+l)x]^j^-aßy,^0, 

und  ebenso  durch  Differentiation  der  zweiten  für  y^  die 
Differentialgleichung 

(5)  xil-x)^-\-[y-(a-\-ß+l)x]^^-il-\-a)(ß-i)y,=0. 

Aus  der  Form  der  Differentialgleichungen  (3)  erkennt 
man  unmittelbar,  dass  im  Endlichen  nur  die  Werthe  x  =  0 
und  a;  =  1  singulare  Punkte  definiren,  und  ebenso  sieht  man 
vermöge  der  Substitution 

(6)  *  =  j, 

dass  ^  =  0  oder  a;  =  <x>  ein  solcher  singulärer  Punkt  ist. 

Während  sich  also  in  der  Umgebung  aller  anderen 
Punkte  a  ausser  x  =  0,  1,  oo  die  Integrale  des  Differential- 
gleichungsystems (3)  nach  positiven  steigenden  ganzen  Po- 
tenzen von  X  —  a  in  convergente  Reihen  entwickeln  lassen, 
wird  zur  Untersuchung  des  Charakters  der  Integrale  in  der 
Umgebung  der  singulären  Punkte  die  zu  diesen  gehörige 
determinirende  Fundamentalgleichung  aufzustellen  sein,  wobei 
jedoch  schon  nach  den  Untersuchungen  des  zweiten  Ab- 
schnittes aus  der  Form  des  Differentialgleichungsystems  er- 
sichtlich ist,  dass  zu  den  drei  singulären  Punkten  jedenfalls 
reguläre  Fundamentalsysteme  von  Integralen  gehören. 

2.  Was  zunächst  die  zum  Punkte  x  =  0  gehörige  deter- 
minirende Fundamentalgleichung 


(7) 


«(ß-V)    _y   c,{l-ß)(ß-y)(cc-y  +  l) 


cc-ß  +  1  (a-ß  +  ly 

(l-P)(«-y  +  l) 
a-ß+1 


=  0 


betrifft,  so  sind  deren  Lö&ungeu,  wie  unmittelbar  zu  sehen, 


J 
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(8)  n=0,    r,  =  l-y; 

sind  nun  die  beiden  Lösungen  derart,  dass  r^  —  r^  weder 
Null  noch  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  also  y  weder  der  posi- 
tiven Einheit,  noch  der  Null  noch  einer  negativen  ganzen  Zahl 
gleich  ist,  so  hat  nach  früheren  Auseinandersetzungen  das 
DiflFerentialgleichungsystem  jedenfalls  um  a;  =  0  herum  ein 
Integralelement  der  Form 

(9)  y^  =  AQ  +  A^x  +  A^x^  H , 

und  man  findet  die  Werthe  der  Coefficienten  dieser  Beihe 
leicht,  indem  man  y^  und  dessen  Differentialquotienten  aus 
(9)  entwickelt,  in  die  Gleichung  (4)  einsetzt  und  die  Coeffi- 
cienten gleich  hoher  Potenzen  von  x  identificirt;  es  ergiebt 
sich  leicht 

tt(«+l)(c  +  2).p(p  +  l)((}+2)    . 
"«"  1.2.3.y(y+l)(y  +  2)  -^-T--', 

eine  Reihe,  welche  die  hypergeometrische  genannt  und  mit 

(11)  y,,  =  F{a,  ß,  y,  x) 

bezeichnet  wird;  da  der  nächste  singulare  Punkt  x=l  ist, 
so  ist  ihr  Convergenzbereich  der  Einheitskreis.  Da  ferner 
die  Differentialgleichung  (4)  in  (5)  übergeht,  wenn 

^1,  a,  ß  durch  y^,  ß  —  ly  1  +  a 

ersetzt  werden,  so  wird  das  zweite  Element  des  zugehörigen 
Integralsystems,  wie  unmittelbar  aus  der  ersten  Gleichung 
des  Systems  (3)  zu  ersehen,  durch 

(12)  y.2  =  (fn^^^^y+iji^C^  -  1,  1  +  «,  y,  X) 

dargestellt  sein. 

Um  nun  die  zweiten  in  der  Umgebung  von  a:  =»  0 
gültigen  Integralelemente  des  regulären  Fundamentalsystems 
zu  finden,  welche  zu  rg  ==  1  —  y  gehören,  setze  man 

(13)  j/j  =  x^~~^Ui ,    y^  =  x^^^u^ 

in  das  Differentialgleichungsystem' (3)  ein,  und  erhält  sodann 

Koeniggberger,  Lehrbuch.  31 
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(U) 


«a_P)rp_y,(g-y4.1) 


beachtet  man  nun,  dass  dieses  Differentialgleichnngsjstem 
ans  (3j  entsteht,  wenn  dort  a,  ß,  y  durch  a+1  —  y,  ^+1 — y, 
2—}/  ersetzt  werden,  so  ergiebt  sich  ein  particnläres  Integral- 
system 

(15)  u,  =  Fia  +  1  -  y,  ß  -^  l  -  y,  2  -  y,  x), 

»2  =  "„^ß'S'yfFiß-7,<^  +  2-y,2-y,x), 
also 

(16)  y„  =  x'-'F(a  +  1  -  y,  ß  +  1  -  y,  2  -  y,  x), 

-^ß~-h'~'^^  -  y,  «  +2  -  y,  2  -  y,  a:). 


vorausgesetzt,  dass  2  —  y  weder  der  positiven  Einheit,  noch 
der  NuU,  noch  einer  negativen  ganeen  Zahl  gleich  ist. 

Wir  finden  somit  durch  Znsammenfassung  dieser  Re- 
sultate, 

dass,  wenn  y  nicht  eine  ganze  Zahl  bedeutet, .  das  allge- 
meine Integralsystem  der  Differentialgleichungen  (3)  in  der  Um- 
gebung des  Punktes  x  =  0  durch 

f  yi =c,  F{a,  ß,  y,  x)^c,x^-' F{a-\rl  -?,  ß+l-y,  2-y,  x) 


(17) 


+  c»  ''^/:L^^'~'F(ß-y>  «+2-y,  2-y,  X) 


dargestellt  wird, 

3.  Gehen  wir  zu  dem  singulären  Punkte  a;  =  1  über, 
so  können  wir,  ohne  auf  die  zugehörige  Fundamentalgleichung 
zurückzugehen,  durch  die  Substitution 

(18)  a;  =  1  -  I 

das  Diflferentialgleichungsystem  (3),  wenn  y^  durch  —  y^  er- 
setzt wird,  in 
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(19j 


^2/1 


cc{y  —  a  —  1) 


(ia-i)t-[:Sfi^+«5] 


yi 


c»(l-p)(p-y)(a-y  +  l) 
"r  (~ fl_i_i\8  ifi 


U(i-i) 


dy. 


(20) 


Überführen,  und  die  Vergleichong  mit  (1)  und  (3)  zeigt, 
dass  das  letztere  in  (19)  Obergeht  durch  Substitution  von 
a  -\-  ß  -\-  1  —  y  statt  y, 

so  dass,  wenn  a  +  /3  -|-  1  —  y  nicht  eine  gange  ZaM  dar- 
stellt, das  allgemeine  Integralsystem  der  Differentialgleichungen 
(3)  in  der  Umgebung  des  Punktes  x  =  \  in  der  Form  ge- 
geben ist 

y^^C^F{a,  ß,  a  +  ß+l-Y,l-x) 

+  e^  a?-"-^  F  {y  -  ß,  y  -  cc,  l  +  y-a_ft  1  -  x) 

--      «-P+1     F(ß-l,l+a,a-\-ß+l-Y,l-x) 


Vi 


-l(ß_l)(y_^) 

«-P+1      „V- 


4.  Wenn  y  oder  y  —  a  —  ß  ganze  Zahlen  sind ,  so 
werden  nach  den  Auseinandersetzungen  der  früheren  Ab- 
schnitte die  simultanen  Fundamentalsjsteme  von  Integralen 
in  der  Umgebung  der  singulären  Punkte  0  oder  1  Loga- 
rithmen enthalten  können.  Betrachten  wir  z.  B.  den  Fall 
y  =  1,  in  welchem  die  beiden  Lösungen  (8)  der  zu  ir  =  0  ge- 
hörigen determinirenden  Fundamentalgleichung  einander  gleich 
sind,  so  werden  die  beiden  zu  dem  Integralsysteme  (11) 
und  (12) 

(21)  y,,  =  F(«,  A  1,  x),  y,,  =  ^^j^  F(/3  -  1,  «  +  1,  1,  x) 

gehörigen  Integrale  eines  simultanen  Fundamentalsystems,  wie 
früher  gezeigt  worden,  lauten 

(22)  y,,  =  <p,  +  F{a,  ß,  1,  x)  log  x, 

worin   tp^   und   tp^   in    der   Umgebung  von   x  =  0  endliche, 

31* 
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stetige  und  eindeutige  Ftmctionen  darstellen,  und  es  oübrizi 
q>i  und  9>2  2^  bestimmen. 

Setzen  wir  die  Wertbe  Yon  y^^  und  y^  aus  -22^}  in  das 
Differentialgleicbungsystem  (3)  ein,  so  ergiebt  sieb  mit  Böek- 
siebt  darauf  y  dass  y  =  l  und  die  Ausdrücke  (21),  oder  die 
Faetoren  von  log  x  in  (22)  ein  Integralsystem  eben  dieses 
Systemes  darstellen,  für  ^^  und  ^^  das  Differentialgleicbung- 
system: 

-{i-x)F{a,ß,\,x) 
-iX-x)^^^F{ß-l,a+\,\,x\ 


(23; 


und  durcb  Elimination  von  q>^  die  lineare  nicht  bomogene 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  für  q>^ 

(24)  x{\-x)^^  +  [\-{a  +  ß-^\)x]^-aß^, 

^2{x-\)^-^^^^^^^^  +  {a-^ß)F{a,ß,l,x), 

welche  nach  dem  Obigen  in  der  Umgebung  von  x  =  0  ein 
nach  positiven  steigenden  ganzen  Potenzen  von  x  entwickel- 
bares Integral  besitzen  wird. 

Da  nach  der  Entwicklung  (10) 

(25)  F{a,  ß,  l,x)  =  1  +  Ä,x  +  A,a?  +  ^3^^^  +  • . . 
ist,  worin 

SO  erhält  man,  wenn 

(27)  q)^  =  A^a^x  +  A.^a^x^  -\ 

und  die  Reihen  (25)  und  (27)  in  die  Differentialgleichung 
(24)  eingesetzt  werden,  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  a* 
durch  Identificirung  der  Coefficienten  der  Potenzen  von  x 
die  Beziehung 
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{a+h)(ß-\-k)  AtOt  —  (Ä  +  Ij*  Ai+iüi+i 
+  (a-\-ß  +  2h)Ak-2{k+l)Ai+1^0 
oder  nach  (26) 

(28)  «*+i-«*  =  -F+i  +  irf]fc  +  p+)k' 
woraus  sich 

(29)  a,  =  l  +  J-  +  ...  +  -^__  +  i-  +  ^L_  +  ... 

+  ß+izri-2(l  +  |  +  |  +  .-  +  l) 

ergiebt,  und  ähnlich  bestimmt  man  die  Goefficienten  der 
Potenzreihe  für  (p^,  so  dass  damit  das  zweite  Integralsystem 
(22)  gefunden  ist,  welches  mit  (21)  zusammen  in  der  Um- 
gebung des  Punktes  a;  «=  0  für  y  =»  1  ein  Fundamentalsystem 
von  Integralen  für  das  Differentialgleichungsystem  (3)  bildet. 


<  •  » 


Verbesserungen. 

S.  Y  Z.  4  Y.  n.  hiDzazafflgen :  Grünfeld:  lieber  Systeme  homogener 

linearer  Differentialgleichungen. 

(Denkscbr.  d.  Wiener  Akad.  B.  LIV.) 
S.  2  Z.  8  V.  11.  Q^m^  statt  Q-mn. 

S,  6  Z.  6  V.  o.  (3)  statt  (4). 
S.  5  Z.  7  V.  0.  (3)  statt  (4). 
S.  12  Z.  1  V.  0.  dt^  statt  dt^. 

S.  12  Z.  10  V.  u.  r/  =  X  statt  Yi*  =-  x. 
S.  13  Z.  13  und  16  v.  u.  t^  statt  ^  . 

S.  31  Z.  2  y.  0.  hinter  „annimmt*'  hinzuzufügen:  ^^in  welcher  ßich- 

tang  man  aach  in  den  Punkt  o;  =»  £  eintritt*^ 
S.  41  Z.  11  y.  u.  hinter  „Differentialgleichung"  hinzuzufügen:  „in 

der  angegebenen  Weise". 

S.  79  Z.  6  V.  0.  i^i ,  .  .  .  ?^  statt  z^j^^ ,  z^. 

S.  80  Z.  9  y.  0.  „irreductible"  zu  streichen. 

S.  97  Z.  12  y.  0.  bedeutet;  statt  bedeutet 

S.  117  Z.  8  y.  0.  dx"""^  statt   dÄ**""^ 

S.  125  Z.  1  y.  0.  des  statt  der. 

S.  128  Z.  2  V.  0.  Icn  statt  k, 

S.  171  Z.  1  y.  u.  i  statt  ]. 

S.  224  Z.  3  y.  o.  4(  statt  4,  ( 

S.  254  Z.  7  y.  u.  Differentialgleichung-  statt  Integral-. 

S.  258  Z.  3  V.  u.  F^{w,  a,  &,  c,  . . .)  statt  F^(a,  &,  c,  . .  .)• 

S.  272  Z.  6  y.  0.  A  —  1'  statt  X  —  X. 

8.  276  Z.  10  y.  u.  F(x,  y,  ^J  statt  F{x,  y,  t), 

S.  301  Z.  8  Y.  u.  waren,  statt  waren. 

S.  317  Z.  1  V.  o.  d^y  statt  dy*. 

S.  328  Z.  6  y.  u.  ^   statt    ^  . 

2  «S 

S.  368  Z.  6  y.  u.  (»,«  +  f,)^'  statt  (t?,«  +  f,)^ 
S.  379   Z.  9  y.  0.  1?»«  statt  ry"\ 
S.  386  Z.  4  y.  o.  Z^  statt  Z". 

S.  388   Z.  12   y.  U.   Änt(lnn  —  ^e)   statt  Änelnn. 

S.  388  Z.  4  y.  u.  T«  statt  Y\ 

S.  398  Z.  4  V.  u.  cä\..o  statt  c5o...o- 

S.  403  Z.  13  y.  u.  „steh**  fortzulassen. 

S.  406  Z.  6  y.  0.  V;^;^^!  ^^^^  ***+^. 

S.  411  Z.  18  y.  0.  rj„j__i  statt  rj^ 

S.  427  Z.  16  V.  0.  £1»  statt  g. 

S.  440  Z.  12  y.  0.  [log(a;  — a)]*  statt  [log(a5  — a)]. 

S.  442  Z.  1  y.  u.  [log(Ä  — a)]'''"^  statt  [log(a;  — a)]^^i. 
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